Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 9.25

. . 1 . .
Seieny undag positive Zahlen. Durche,, 1 = > (an + l) ,h=0,1,2 ... seirekursiv eine
Folge definiert. 8n

a) Berechnen Sie fiy=2 und das Startgliedy=1 einige Glieder der Folge und stellen Sie
eine Vermutung fur den Grenzwert auf!

b) Ermitteln Sie flr beliebiges positivgsunter der Annahme, dass die Folge konvergiert,
den Grenzwert der Folge!

c) Was passiert fieg=,/y ?

d) Seinunag#,/y. Zeigen Sie, dass dann fii> 1 in jedem Fallea, > /Y gilt!

e) Zeigen Sie, dass im Falig #,/y die Folge(a,) flir n> 1 streng monoton fallt!

f) Beweisen Sie die Konvergenz der Folge (und damit die Zidkeit der Voraussetzung
von b)!
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1.414213562 U14213562= /2

g b~ WNEFEO|S

| o1 v\ 1/, y
b)r!mawl—r!i‘lé(a“a)—§<n"ﬂloan+m>'

n—oo

Es qilt nILrgoan+1 = r!moan mit der Bezeichnun(T;L)ICi)oneun =g folgt dann g= % (g-i—g) , 9_
2—2, 9=y, g==,/y. Daalle Glieder der Folge auf Grund der Voraussetzungeitipsid,
kann nur nirogan: VY sein.

Damit ist noch nicht die Konvergenz bewiesen, es ist nurigem®rden, dass, wenn die Folge
konvergiert, der Grenzweryy ist.

Um das zu verdeutlichen, betrachten wir die RekursionsWifitsa,,, 1 = —. Offensichtlich
nimmt die Folge immer abwechseln den Startwert und seindmi@t an, das konvergiert
nur flrag=1 undag=—1. Fihrt man i, 1= a den Grenzibergang— « aus, so erhalt

1 . . :
man g= 6, g°=1, g==+1. Das heif’t, wenn Konvergenz vorliegt, dann erfolgt diesgeg

+1. Im Allgemeinen ist aber die Folge unbestimmt divergent.

c) Flrag=,/yergibt sichay=-| /Y+——= | ==z 2/Y=+yund analog auchy =,/y usw. Alle
) ibt sicha ; \k ;2 d anal A I

Folgenlieder und damit der Grenzwert sind dagyij
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d) Zu zeigen ist, dass fiir>0 die BeziehunganH:% (an+%) >./y gilt. Fira, >0 undy>0

ist dies aquivalent zw2+y> 2an,/y < Zan\fy+\fy2 (an— \fy )*>0 und damit zu
an# /Y aquivalentist.

Laut Voraussetzung islh >0 undag # /Y, daraus folgt damia; > ,/y. Damit gilt aber auch
a; >0 unda; #,/y, worausap > /Yy folgt usw. Also folgt induktiva, > ,/y fur alle n.

1 , e
e) Zu zelgen ist, dass flir> 1 die Beziehung = <an+£) <ap gilt. Dies ist aquivalent zu

1
Za):, <5 und wegera, >0 zu \/y<a,. Letzteres ist nach d) erfullt.

f) Nach d) und e) ist die Folge monoton fallend und nach unescthbréankt. Deshalb muss es
einen Grenzwert geben. Da die Folge konvergiert, konvergie gegen,/y, wie fir diesen
Fall bereits aus b) bekannt ist.



