Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 8.51

In einem Landwirtschaftsbetrieb werden Kiihe und Schafalggm Der Betrieb verfugt tber
Stélle fur 75 Kuhe und 300 Schafe sowie Uber 27 ha Weidelaod.|&zterem werden pro
Kuh 2500 n? und pro Schaf 500 Abenétigt. Zur Versorgung des Viehs kénnen jéhrlich bis zu
15000 Arbeitsstunden geleistet werden. Fur eine Kuh simdi¢gh 150, fir ein Schaf jahrlich
25 Arbeitsstunden erforderlich. Der jahrlich erzielbama®n betragt 10& pro Kuh und 18

€ pro Schaf.

Uberfuihren Sie das mathematische Modell (Aufg&t® in Normalform und I6sen Sie die
Aufgabe mit dem Simplexverfahren! Welcher Gewinn ist maadierzielbar? Welche Bedeu-
tung haben die in der optimalen Losung erreichten Werte dielufvariablen?

Losung:
Modell laut AufgabeB.9:
gesucht: X1. Anzahl Kihe, xo: Anzahl Schafe
Gewinn: z=100x + 18, —  max
Stalle: X1 < 75
X < 300
Weideland: @5x; +0.05%x < 27 = Bx1+ X < 540
Arbeitszeit: 158, + 25 < 15000 =  6X1+ X < 600
Nichtnegativitat: X1, Xo > 0, aufRerdem Ganzzahligkeit

Fur die rechnerische Losung muss das mathematische Modtie Normalform tberfthrt wer-
den, auf die dann das Simplex-Verfahren angewendet wera®em e nach verwendeter Version
des Simplexverfahrens gibt es verschiedene ,Normalfofmen

Bei der angegebenen Modellform liegen #jrund x; jeweils Beschrnkungen nach oben und
unten vor. Zweckmafigerweise kann man die Nichtnegatsbh&dingungen so verwenden, wie
sie gegeben sind, und die Beschrankungen nach oben in deraMorm durch Schlupfvariablen
realisieren. Es ware aber auch das umgekehrte Vorgehenamodgnn missten freilicky und

Xo transformiert werden.

Die Ganzzahligkeit spielt fir das Simplexverfahren keirndld? sie muss allerdings am Ende fur
das Ergebnis gewéahrleistet werden.

l. Version Gauf3algorithmus
(Literatur: Luderer, B. und Wirker, U.: Einstieg in die Véichaftsmathematik. Vieweg+Teubner)

Normalform:| Z = g = 50x; +9% —  max
X1 +Ujg = 75

X2 +Uy = 300

5X1+ X2 +U3 = 540

6X1+ Xo +Ugs = 600

X1, X2, U, Uz, U3, U > 0
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Simplexschema: X1 Xo Up Up U3 g
BV cg| 50 9 0 0 0 O xs 0
u 0 1 0 1 0 0 0 75
u O O 1 0 1 0 0] 300 —
us 0 5 1 0 0 1 0 540/ 108
ug O 6 1 0 0O 0 1 600/ 100
-5 -9 0 0 0 0 O
x1 50 1 0 1 0 0 o 75 —
u O O 1 0 1 0 0 300 300
us O 0O 1 -5 0 1 0] 165/ 165
uy O 0O 1 -6 0 0 1| 150
0 50 0 0 03750
x1 50 1 0 1 0 0 o 75 7
u O O 0 6 1 0 -1| 150 25
uz O O 0 1 0 1-1| 15
X 9 O 1 -6 0 0 1| 150 —
0 0 0 0 9[5100
X1 50 1 0 0 0-1 1| 60
u O O 0 O0 1-6 5| 60
uu 0 O 0 1 0 1-1| 15
X 9 0O 1 0 0 6 -5| 240
0O 0 O 0 4 5[5160

Da alle Optimalitatsindikatorefs; >0 und nur die fiir die BasisvariablenO sind, ist das eindeu-
tige Maximumz™ =5160 erreicht bek; =60, x5 =240, u; =15, u;=60, u4=0, u;=0.

Der maximale Gewinn betragt=27"=10320€, fur ihn sind 60 Kiihe und 240 Schafe zu halten.

Bedeutung der errechneten Werte der Schlupfvariablen:

u; =15: 15 freie Kuhstallplatzeg 4+ uj = 75

u; =60: 60 freie Schafstallplattz&; 4 u; = 240

uz=0: 5x]+x5+u3=>5x]+x5=540: Weideland voll ausgeschopft, Ungleich. mierfillt
uy=0: 6x]+x5+uy=06x]+x5=600: Arbeitszeit voll ausgeschopft, Ungleich. miterfdllt

ll. Version Austauschverfahren
(Literatur: Nollau, V.: Mathematik fir Wirtschaftswissshaftler. Teubner)

Normalform:| Z = —g = —50x; —9%, + 0—min
X1 +Uq = 75
X2 +Uy = 300
5X14+ Xo “+Us3 = 540
6X1+ Xo 4+us = 600
X1, X2, Ug, Uz, U3, W > O

Das Gleichungssystem der Normalform enthélt ein vollsgeslSystem von Einheitsvektoren,
deshalb kann die Simplexmethode direkt genutzt werdeniaérden die Gleichungen nach
Uz, Up, U3z bzw. us umgestellt:
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Z =50 -9+ 0—>min
U= — X + 75
Up = — Xo+ 300
U3 = —5X1— X2+ 540
Us = —6X1— Xo+ 600
X1,X2,U1,Up,U3,Ug > O

Simplexmethode:

S NBV X1 Xo S NBV | u X2
BV c | -50 -9| 0| 6 BV ¢ | 0 -9 o 6
w 0 | |[-1] o] 75|75 x —501-1 0 75| —
w O 0 —1|300 Up O 0 —1| 300/ 300
us O -5 —1(540| 108 U3 0| 5 -1 165 165
u 0 —6 —1|600| 100 u 0| 6 150
9| 0 50 —3750
S NBV| U U S NBV| uz u
BV ¢ 0 0 0) 6 BV ¢ | 0 0 0|6
xx -50| -1 O 75|75 X 50| 1 -1 )
Up 0| -6 1| 150|25 Uy ol 6 _5 60
Us 0 1 15|15 Uy 0ol-1 1 15
X2 -9 6 -1 150| — X, —-9|-6 5 240
9| —5100 4 5| -5160

Da alle Optimalitatsindikatoreh; >0 sind, ist das eindeutige Minimuefi =—5160 erreicht bei
X7 =60, X5=240, u; =15, u;=60, u3=0, u; =0.

Der maximale Gewinn betragt = —27* = 10320€, fiir ihn sind 60 Kilhe und 240 Schafe zu
halten.

Bedeutung der errechneten Werte der Schlupfvariablen:

uj =15: 15 freie Kuhstallplatzeq +u; = 75

u; =60: 60 freie Schafstallplattze; 4 u; = 240

uz=0: 5¢]+x5+u3=>5x]+x5=540: Weideland voll ausgeschopft, Ungleich. mierfillt
u;=0: 6x]-+X5+Uy =6x]+X5=600: Arbeitszeit voll ausgeschdpft, Ungleich. miterfullt



