Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfihrlichheL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 8.13
Uberfiihren Sie die in Aufgab@ 7 betrachteten Optimierungsaufgaben

a) b) C) d)

— X1+ Xo—max — X1+ Xo—min —4X1+2Xo — max — X1+ Xo—max
2X1— Xo > 2 X1— X > 2 21— Xp > 2 21— Xp > 2

— X1+2% <5 — X1+2% <5 — X1+2% <5 X— X <3
X122, %>1 X122, %>1 X122, %>1 X122, %>1

in Normalform und I6sen Sie sie mit dem Simplexverfahren!

Losung:

l. Version Gauf3algorithmus
(Literatur: Luderer, B. und Wurker, U.: Einstieg in die Véichaftsmathematik. Vieweg+Teubner)

Fur die rechnerische Lésung muss das mathematische Modeihée ,Normalform* Uberfihrt
werden, auf die dann das Simplex-Verfahren angewendetanda@nn.

Normalform einer LOA: C-X — max (ZF wird maximiert)
AX=Db, b>0 (NB in Gleichungsform mit nichtneg. rechter Seite)

x>0 (Nichtnegativitat)
Transformation in Normalform:
— Variable x. > 0 erreichen: Xi>a: X= X—&>0, =X+a

X<a: X=-%+a>0, xi=a-X
x; frei: X =Xy — Xz, X1,%, >0

— Schlupfvariable 5 ajjxj = bj erreichen: S ajx; <bj: Sajxj+uU=bj, u>0
Yaijxj >bi: Yajjxj—ui=bj, uyi>0

— rechte Seite bi > 0 erreichen: falld < 0: Gleichung« (—1)

— Zielfunktion ZF— max erreichen: fall§-X — min: —C¢-X — max

Je nach verwendeter Version des Simplexverfahrens wenddgr iLiteratur auch andere Formen
als ,Normalform* bezeichnet, z.B. haufig die Aufgabe mit zinmmierender Zielfunktion. In
jedem Falle wird aber gefordert, dass die Nebenbedingumg&teichungsform vorliegen und
die gesuchten Variablen nichtnegativ sein mussen.

a) Transformation in Normalform:
Xp=X1—2 X1=X+2 x>0
Xo=X—1 X=%X+1 x>0
Z=-X+X =X —2+X+1=—X +X -1 — max
— Z=-X+X —max Z=2z+1, z=7-1
2 +4— X,—1-u =2, 2¢— X—up=-1 up >0 Gleichung noch«(—1)
—X] —24+2%+24+Ux =5 —Xj+26+Uu= 5 U>0

Normalform:| Z =— x|+ % — max

—2x:1+ x:2+u1 = 1

—x1472x2/ +u, = 5
X]_7 X27 U, U2 Z 0

enthalt Einheitsmatrix beiy, u, (wenn das nicht der Fall ware, erst erzeugen,
ggf. 1. Phase der Simplexmethode)


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Sammlung/Aufgabensammlung.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Sammlung/Aufgabensammlung.pdf#page=2
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_007-0.pdf

Aufgabe 8.13 2

Basisvariableus, up, Nichtbasisvariable 0 setzen,
— 1.Basislosungl; =x,=0,u1=1, =5 = x1=2,x=1

Da die erste zulassige Basislosung vorliegt, kann das $xaphema notiert werden:

X X, U U
BV c¢c| -1 1 0 Olxg| 6
uw O] -2 1 1 0|1 1. Basislésung
u 0| -1 2 0 1|5 3 x=%=0u=1uw=5=x=2x=1
1 0 0/ 0 Z=0
Gaul3schritt
X, 1| -2 1 1 0| 1|— 2. Basislosung
w O 3 0 -2 1|3 X =U1=0,%=1U10=3 = =2 x=2
0 1 0|1 Z=1
X% 1| 0 1 -3 2|3 3. Basislésung
X, —1 1 0 -3 3|1 U=Wp=0,X=1%=3 = x=3,%=4
O 0 3§ 3|2 Z=2= z=1, alleA;>0 = Optimum

FulRzeile: Optimalitatstest/Ermittlung der in die Basis audzunehmenden Variable:
Optimalitatsindikatorem\j =Cg - Aj —cj = Y ciaj —cj (fur BV mussAj =0 sein),

Basis

sind alleA; >0 = Optimum erreicht (sind alla; fur die Nicht-BV >0 eindeutiges Optim.),
sonst: wahlen ein negativés (z.B. kleinstes), bezeichnet nf,

zugehorige Variablen Basis aufnehmen
Analog berechnet sich auch der Zielfunktionswert unterdenten Seite des Gleichungssys-
tems:z = Cg - Xg, da die Nichtbasisvariablen gleich 0 sind.

Die Wahl des kleinsteA; ist nicht zwingend, es kann auch ein anderes negatiyggwahit
werden. Wird immer dadj mit dem kleinsten Index gewahlt, werden Zyklen vermieden
(Regel von Bland).

Die Aufnahme einer Variablen, fir die der zugehorige Oplitasindikator negativ ist, in
die Basis bewirkt eine Verminderung der Zielfunktion. Nitnman eine Variable, fur die
der zugehorige Optimalitatsindikator gleich O ist, in diasi®s auf, bleibt die Zielfunktion
unveréandert.

Spalte ganz rechts: Ermittlung der aus der Basis auszuscldRenden Variable:
6= aii fur & >0 (I: Index der aufzunehmenden Variable),
]

sind allea; <0 — ZF unbeschrankt, LOA unl6sbar,
sonst: wahlen kleinstes (falls mehrere gleich klein, eines davon, keinesfalls eif3gres),
bezeichnet mib, zugehoérige Variablaus Basis ausschlie3en

Diese Auswahl der auszuschliel3enden Basisvariable bewaks bei dem Variablentausch
die Basislosung zuldssig (nichtnegativ) bleibt. Keinksfdirfen die in der rechten Spalte
stehenden Basisvariablen negativ werden. Passiert dgseln Rechenfehler vor.

Beim GauBschritt von der 1. zur 2. Basislésung muss die HEsdpalte fund, erreicht wer-
den. Diel in der Zeile furx, steht schon da, di@ in der Zeile darunter wird erreicht durch
. Zeile — 2x1. Zelle.
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Achtung: Bei der Berechnung dé; in der FuRzeile wird in jedem Schritt das Element der
Kopfzeile abgezogen, nicht die vorhergehende Ful3zeile verwendeist EBber
mdglich, auch die FuRzeile durch einen GauRschritt zu &mjtbeim Ubergang
von der 1. zur 2. Basislésung wirde dies bedeuten Ful3zéigeile. Die alter-
nativen Berechnungsmethoden kbnnenRachenkontrolle verwendet werden.

Beim Ubergang von der 2. zur 3. Basislosung lautet der Géwitsc

Il. Zeile (neu, fir aufzunehmende Variabdg = II. Zeile (alt) / 3,

I. Zeile (neu)= 1. Zeile (alt) + 2x Il. Zeile (neu),

FulRzeile (neuy Ful3zeile (alth- II. Zeile (neu), alternativ Neuberechnung unter Berudksic
tigung der Kopfzeile

Die im Simplexschema durchlaufenen = 2%—¥~2 —X£2%=5
Basislosungen kdnnen in der grafisch
Losung (s. Aufgab®.7a)) nachvollzogen 6]
werden:
47 3. BL: Max.
e zulassiger Bereich
/ ) 2.BL
/ / 1. BL
= -2 0/ 4 6 8 10 12
-2
/

b) Die Aufgabe unterscheidet sich von a) nur durch die er@gggsetzte Optimierungsrichtung,
deshalb muss lediglich die Zielfunktioz= —x;+X, — min mit —1 durchmultipliziert
werden:x;—X; — max. Einsetzen vory =x;+2, xo=X,+1 liefert X} —x5+1 — max <=
Z=x,—X, — max z=—7—-1.

Normalform:| Z = x;— X, —  max

-2+ Xpo+Uup = 1

—X) + 2% +U = 5

X€|_7 X/27 up, U > 0
X& X/2 Uup U2
BV cg 1 -1 0 O(xg| 6
uu 0| -2 1 1 0|1 |— alle aj; nichtpositiv —=-
u 0| -1 2 0 1(/5|— ZF unbeschréankt, LOA unldsbar
1 0 0/0

c) Auch hier andert sich gegentber a) und b) nur die ZielfionktMit der Substitutiornx; =
X1 +2, Xo =X, + 1 ergibt sichz= —4x1 +2xp = —4(X] +2) + 2(x; + 1) = —4x] + 2x;, — 6,
d.h. (damit ZF die Forng-X — max hat) Z = —4x; +2x, — max z=7 —6.

Normalform:| —4x; + 2X, — max
—2X)+ Xo+Up =1
- X+2% 4uy =5

/ /
X17 X27 U, Uz Z 0
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X7 X U U
BV c|—4 2 0 Ojxs| 6
up 0]-2 1 1 0|1 u; aus Basis ausschliel3en
w O0l-1 2 0 1|5]|3
4 0 0|0 x, in Basis aufnehmen
X, 2|-2 1 1 0|1|— alleA;j>0= Max.beix;=0,x,=1,7=2,z=—4,
u 0 3 0 -2 1|3 Aj ist auch fir Nichtbasisvariablg gleich 0.
@ 0 2 0|2 = Weiterrechnung madglich. (Opt. nicht eindeutig)
X, 2| 0 1 -1 213|3 allerj>0= Max.beix;=1x,=37=22z=—4,
X, -4/ 1 0 -2 1|1 Aj ist auch fiir Nicht-BVu, gleich 0.
0 0 202 Weiterrechnung fuhrt zuriick auf B}, up.

Alle Punkte auf der Kante zwischen den Eckéxi,x,) = (0,1) = (x1,X2) =(2,2) und
(X1,%) = (1,3) = (x1,%2) = (3,4) sind optimale Losungen, d.h.

X\ _ (2 1 : St e —
<X§)_<2) +t<2), 0<t<1l, z=7"-6=2-6=-4

(vgl. grafische Losung in Aufgal&7c)).

d) Variablex; =x1—2, X, =x2—1, d.h.xg =x; +2, X0 =%, +1,
ZF:z=—(X+2)+(%+1) =—x+X—1,dhZ=—x +x, z=7-1
NB1:2(x;+2) —(Xo+1)—u1=2 = 2 —X—up=—-1 = -2 +x,+u; =1
NB2:3(x| +2) —(X,+1)+ux=3 = 3| —X,+Up=—2 = -3 +X,— Uy =2

Normalform:|Z =— x; + X, — max
—2X] +X5+Uy =1
=3 +X, —Uup =2

/ /
X17 X27 Ul, U2 Z O

Eine zulassige Basislosung ist ablesbar, wenn in dem GiegssystenAXx=b>0 der Nor-
malform jede Gleichung eine Variable enthalt, die nur irsdieGleichung vorkommt und dort
einen positiven Koeffizienten hat. (Ist der Koeffizient wnigh 1, kann die Gleichung durch
diesen geteilt werden. Ist er aber negativ, so wiirde dalmiléssigerweise eine negative
rechte Seite entstehen.)

Hier enthalt nur die 1. Gleichung eine Variablg ), die nur in dieser Gleichung vorkommt
und dort einen positivem Koeffizienten hat. Fur die 2. Gleigiist das nicht der Fall, so dass
man keine zulassige Basislésung ablesen kann. Deshallzuiflestimmung einer zulassi-
gen Basislosung eindilfsaufgabe gelost. Fiur diese kénnten in allen Gleichungen kinstliche
Variableny; eingefuihrt werden. Es ist aber ausreichend, dies nur fiGtieEhungen zu tun,

in denen in der Normalform der Ausgangsaufgabe keine Basipknente ablesbar ist, hier
also nur fur die 2. Gleichung.

Man fugt also einfach nur in den Gleichungen, in denen keemga¥dle vorkommt, die nur in
dieser Gleichung vorkommt und dort einen positiven Koedfiten hat, eine solche kinstlich
hinzu. Auch die kinstlichen Variablen missen nichtnegsin:v; > 0.

Eine LOosung der l—lilfsaufgabe Ist genau dann zuldssige lgisien Normalform der Aus-
gangsaufgabaxXx=b>0, X> 0, wenn alle kiinstlichen Variablefngleich 0 sind, wegew >0
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ist das aquivalent z§v; =0. Zur Bestimmung einer zulassigen Basislosung der Ausgang
aufgabe kann man daher das Simplexverfahren mit der Hilfsnktionh= —Sv; — max
anwenden . Phase des Simplexverfahrensist das Maximunxk 0, so hat die Ausgangs-
aufgabe keine zulassige Losung, sie ist unldsbar. Ist dasen = 0, so liegt eine zulassige
Basislosung der Normalform des Ausgangssystems vor bng. slche kann (falls noch
kinstliche Variablen in der Basis enthalten sind) durchtevei Simplexschritte, bei denen
sich der Wert der Hilfszielfunktion nicht mehr &ndert, st werden. Die Spalten zu den
kinstlichen Variablew; kbnnen dann getilgt werden (Das ist auch schon vorher ngglim-
bald diese zu Nichtbasisvariablen werden und damit in dersBessung 0 sind.) und es kann
mit der Ausgangszielfunktion weitergerechnet werden.

Mit der kiinstlichen Variable, lautet die Hilfsaufgabgh= — Vo — max
—2X) + X5+ Uy =1
=3 +%X, —Uuptvy =2

/ /
X17 X27 U]_, u27 V2 Z O

X3 X, U U Vo
BV cg 0 0 0 0 —1| Xg 0
u O0/-2 1 1 0 0] 1
vo, —1]|-3 1 0 -1 1| 2|2
3 0 1 0]-2
X, 0]—-2 1 1 0 0 1 alle Aj >0 = Max. der Hilfsaufgabe
v, —1|-1 0O -1 -1 1| 1 < 0 = zulassiger Bereich der Aus-
1 0O 1 1 0|-1 gangsaufgabe leer, d.h. unldsbar

Die Unldsbarkeit der Ausgangsaufgabe ist aus der grafidcteung dieser Aufgabe in Auf-
gabe8.7d)) bekannt.

[l. Version Austauschverfahren
(Literatur: Nollau, V.: Mathematik fir Wirtschaftswisssshaftler. Teubner)

Fur die rechnerische Lésung muss das mathematische Maodeithé ,Normalform* tberfuhrt
werden, auf die dann das Simplex-Verfahren angewendetandwa@nn.

Normalform einer LOA: ¢C-X+cy — max ZF wird maximiert

AX=b, b>0 (NB in Gleichungsform m. nichtneg. re. S.)
x>0 (Nichtnegativitat)

Transformation in Normalform:

— Variable x. > 0 erreichen: Xi>a: X= X—a>0 x=X+g

X<a: X=-%+8>0 x=a-X
X freir i = X1 — X5, X1,%,>0
— Schlupfvariable Y ajjx; = bj erreichen: S ajjxj <bj: Y ajjXj +Xnti =0i, Xnti >0
SaXj > b YaiXj —Xnyi =bi, Xni>0
— rechte Seite bi > 0 erreichen: falld < 0: Gleichung« (—1)
— Zielfunktion ZF— min erreichen: fall€-X+cp — max: —C-X—Ccp — min

Je nach verwendeter Version des Simplexverfahrens wenddgr iLiteratur auch andere Formen
als ,Normalform* bezeichnet, z.B. haufig die Aufgabe mit zinmmierender Zielfunktion. In
jedem Falle wird aber gefordert, dass die Nebenbedingumg&teichungsform vorliegen und
die gesuchten Variablen nichtnegativ sein missen.
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aAX=x1—2 xx=x+2 x>0
X, =X—1 Xo=X+1 x>0
Z=-X+X=—X—2+X%+1=—-X +x —1 — max
— Z=-z=X—-%+1— min
2 +4— X5—1-x3=2, 2X,— X,—X3=—1, x3>0  Gleichung noch« (—1)
X —24+2%+2+x4=5 —X|+2%+Xa= 5, x4>0

Normalform:| Z = x| — X, +1 — min
-2+ X,+X3 =1
X +2X,  +Xxq4 =5
X1, Xp, X3, X4 >0

enthalt Einheitsmatrix bedz, x4 (wenn das nicht der Fall ware, erst erzeugen,
ggf. 1. Phase der Simplexmethode)

Basisvariablexs, X4, Nichtbasisvariable 0 setzen,
= 1.Basislosung; =x, =0, x3=1,x4=5 = x1=2, %=1

Liegt eine erste zulassige Basislosung vor, so kann das 8istplextableals aufgestellt
werden. Dazu werden die Gleichungen nach den Basisvaniabligelost:

Z= X,— X+ 1— min
X3=2X— X+ 1
Xa= X;—2% +5

X1, X, X3, X4 > 0

Aus dieser nach den Basisvariablen umgestellten Formtesigih das 1. Simplextableds.
Dabei werden die zu den Variablen gehdrenden Zielfunkkioeiizienten in den Zeilen- bzw.
Spaltenkopfen notiert. Konkret lautet die Zielfunktign= 1x;—1x,+0x3+0xs+1, das Sim-
plextableauyy daher
S NBV X3 X%
BV ¢ 1 -1(1
X3 0 2 -1 1. Basislésung
X4 0 1 -2|5 X;=%X=0,x3=1,x=5 = x=2,%=1

[ —

Die (hier fett gesetzten) Zielfunktionskoeffizienten gedrozu den Variablen und werden bei
den Austauschschritten mit diesen getauscht. Mithilfselid&oeffizienten kann die (bisher
leere) unterste Zeile des Simplexschemas jetzt und zurgr&ohntrolle auch bei jedem fol-

genden Tableau berechnet werden.

In die unterste Zeile werden zu den einzelnen Nichtbaseian die Optimalitatsindikatoren

Aj=cj+ 5 cimj notiert. Dabei sindn; die Koeffizienten des Gleichungssystems, die durch
Basis

die Auflosung nach den Basisvariablen ihr Vorzeichen ge@mdden:mj = —a;;. Es ist al-
so immer zu rechnen Spaltenkopf plus Spalte der Zielfunkkoeffizienten mal betreffende
Spalte. Fir unsere Aufgabe ergibt sieh=1+0-2+0-1=1, Ap=—140-(—1)+0-(—2)=—1.
Da die Nichtbasisvariablen 0 sind, kann entsprechend imesdaten Spalte der aktuelle Ziel-
funktionswert errechnet werden:= co+ ¥ cix, konkretZ=1+0-140-5=1.

Basis
Sind alle Optimalitatsindikatorefy; > 0 ist das Optimum erreicht, sind allg >0 ist dieses
eindeutig. Hier ist aber eift; negativ, so dass die Basislosung nicht optimal ist.

Mit der nunmehr berechneten untersten Zeile hat das ScBefotgende Form:
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S NBV |X; X%
BV o] 1 -1|1

X3 0 2 -11 1. Basislésung

Xa 0 1 -2|5 X, =X=0,x3=1,x=5 = x1=2, %=1

1 1 aktueller Zielfunktionswertz =1
Sind alle Optimalitatsindikatorefy; >0 — Optimum erreicht (bed\; >0 eindeutig)
sonst: wahlen ein negativés (z.B. kleinstes), bezeichnet ndit,

zugehorige Variablen Basis aufnehmen

Die Aufnahme einer Variablen, fir die der zugehorige Oplitasindikator negativ ist, in
die Basis bewirkt eine Verminderung der Zielfunktion. Nitnman eine Variable, fur die
der zugehorige Optimalitatsindikator gleich O ist, in diasi®s auf, bleibt die Zielfunktion
unverandert.

In unserem Fall isk, in die Basis aufzunehmen, der ausgewahlte Optimalitétsitat ist
gekennzeichnet.
Die Wahl des kleinsted; ist nicht zwingend, es kann auch ein anderes negafiyggwahlt
werden. Wird immer dadj mit dem kleinsten Index gewahlt, werden Zyklen vermieden
(Regel von Bland).
Nun muss noch die Basisvariable ausgewahlt werden, dieurscfegegen die aufzunehmende
Variable aus der Basis auszuschlieRenist. Dazu werderefbirgherigen Basisvariablen durch
Division des Elements auf der rechten Seite durch den in nahéSder in die Basis aufzu-
nehmenden Variablen stehenden KoeffiziemgrGroReng = ﬁ fur my <O errechnet.

Myt

Das Schem& lautet dann

Fir unsere Aufgabe ergibt sich, =
S NBV X, %
BV C 1 -1/1|6

1 1. Basislésung

-2|5] 3 X, =X=0,%3=1,%=5 = x;=2, %=1
1 Z=1

Sind allemy >0 =— ZF unbeschrankt, LOA unlésbar,

sonst: wahlen kleinsted (falls mehrere gleichklein, eines davon, keinesfalls edfigres),
bezeichnet mibs, zugehdrige Variablaus Basis ausschliel3en

Diese Auswahl der auszuschlieRenden Basisvariable bigwaks bei dem Variablentausch
die Basisloésung zulassig (nichtnegativ) bleibt. Keinksfdtrfen die in der rechten Spalte
stehenden Basisvariablen negativ werden. Passiert dgseln Rechenfehler vor.

In unserem Fall isks aus der Basis auszuschlieen, das ausgew@hise gekennzeichnet.
In der Kreuzung der markierten Spalte und der markiertete&teht das ebenfalls gekenn-
zeichnete Pivotelementg;, konkretmgo.

Nun erfolgt der Austausch der ausgewahlten Nichtbasimdge ausgewahlte Basisvariable.
Die entsprechenden Spalten- bzw. Zeilenkdpfe werden lgieg€tich der zugehdrigen Ziel-
funktionskoeffizienten getauscht. Konkret sind akamit —1 gegenxs mit 0 zu tauschen.
Gerechnet wird (auch fir die rechte Spalte und die letzteeZeit den Optimalitatsindikato-

ren und dem Zielfunktionswert, nicht aber fir die Spé#lje
— Pivotelement reziprok: /ing

— Pivotzeile durch—ms;)
— Pivotspalte durcimg;
— sonst nach der Rechteckregsglj = myjj —

1 B )
=1 =2 2

N

X3 0
X4 0

H

[EEN

Myt Mg
Mt
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S NBV X; X3
BV C 1 01|86
X, —1 2 -1|1|—  2.Basislosung
X4 0 2|3 X=x3=0,X%=1,%=3 = x;=2,X=2
1]0 Z=0

Wie schon erwdhnt wurde, kann die letzte Zeile nach der ob&gstauschvorschrift be-
rechnet werden, sie kann aber auch analog zu dengfilreschriebenen Vorgehen nach
Aj=cj+ 3 cmj, z=Co+ 3 CiX berechnet werderRechenkontrolle).

Basis Basis

Dieses Vorgehen wird solange fortgesetzt, bis alle Opttéataindikatoren> 0 sind (Opti-

mum erreicht) bzw. bis alle Koeffizienten der Pivotspaliehitm
beschrankt).

S NBV| x4 X3

BV (o 0O 0] 1|6

X, -1 |-2 1| 3 3. Basislésung

i 1|-3 5|1 x3=X4=0,%=1,%=3 =
: 31 Z=-1=z=1, alleA;>0

egativ sind (Zielfunktion un-

X1=3,X2=4

= Optimum

Das erhaltene Minimum der Normalform ist Maximum der Ausgsaufgabe.

Die im Simplexschema durchlaufenen =
Basislosungen kdnnen in der grafisch

Lésung (s. Aufgab®.7a)) nachvollzogen 6]
werden:

zulassiger Bereich

e
/
/

/

10 12

b) Die Aufgabe unterscheidet sich von a) nur durch die ergggsetzte Optimierungsrichtung,

deshalb bleibt es bei der urspriinglichen Zielfunktion,rdieh
blen z=—x] +x, —1 — min lautet.

Normalform daher:

Einflhrung der Schlupfvaria-

zZ=— X1+ X —1 — min | bzw.| Z=-x;+ X, —1— min

-2+ X5+X3 =1 X3=2X— X+ 1

X +2X, +Xxq4 =5 Xa= X;—2% +5
X€|_7 X/27 X3, Xa = 0 Xé]_? X/27 X3, X4 > 0
S NBV| X X
BV (o -1 11-1| 6
X3 0 2 -1| 1|— alle m1 nichtnegativ—-
X4 0 1 -2| 5|— ZF unbeschrankt, LOA unldsbar
e
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c) Die Aufgabe unterscheidet sich von a) und b) nur durch dedfuhktion, die mit der Substi-
tution x; =x;+2, Xo=Xp+1 jetzt z= —4(X; +2) +2(x, + 1) = —4x] + 2x;, — 6 — max
lautet. Fur die Normalform muss zur Minimierung Ubergegangerden, die Multiplikation

8.13

mit —1 ergibt Z = —z= 4x] — 2x, 4+ 6 — min.

Normalform daher:

Z= 4x3—2x +6 — min | bzw.| Z =4x; —2x, + 6 — min
-2+ X5+X3 =1 X3=2X— X+ 1
X +2X,  +Xxq4 =5 X4= X} —2% +5
Xi X, Xa, Xa =0 X X Xa, X > 0
S NBV |X; X%
BV ¢ 4 -2|6|6
x3 0 |2 1 x3 aus Basis ausschlieRen
xa 0 |1 -2|5|3
4 6 x, in Basis aufnehmen
S NBV| X X3
BV ¢ 4 06|86
X, —2 2 —1/1|— alleA;>0= Opt. beix; =0,x,=1,
g O 2|3 Sondersituationd; ist fiir Nichtbasisvariable,
0] 2|4 gleich 0.= Weiterrechnungméglich.
S NBV X4 X3
BV ¢ 0 0|66
X, -2 | —-%2 1|32 aller;>0= Opt.beix;=1,x=3,
X, 4 ||-3 2|1 Aj ist fiir Nicht-BV x4 gleich 0.
0] 2|4 Weiterrechnung fuhrt zuriick auf BX, Xa.

Alle Punkte auf der Kante zwischen den Ecker,x,) = (0,1) = (x1,%2) =(2,2) und

(X1, %) = (1,3) = (x1,%2) = (3,4) sind optimale Losungen, d.h.

2 1 ) T
(2 (2): osisn 2o zea

(vgl. grafische Lésung in Aufgali&7c)).

%
<Xl)

K

X5

d) Variablex; =x1—2, X, =x2—1, d.h.xg =x; +2, X0 =%, +1,

ZF:z=—-(X{+2)+ (X, +1) = —x; + X, — 1 — max,

d.h.Z=-z=x,—x,+1— min

NBL:2(x;+2) —(X5+1) —X3=2 = 2X| — X, —X3=—1 = -2 +X,+X3=1
NB2:3X|+2) —(X%+1)+Xa=3 = -3 +X—Xg4=2

Normalform daher:

Z’:

X) — X5 + 1 — min
—2X) +X5+X3 =1
=3 +X x4 =2

/ /
X1, X5, X3, X4 >0
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Eine zulassige Basislosung ist ablesbar, wenn in dem Gjagﬁsystemxizﬁzf) der Nor-
malform jede Gleichung eine Variable enthalt, die nur irsdreGleichung vorkommt und dort
einen positiven Koeffizienten hat. (Ist der Koeffizient wigh 1, kann die Gleichung durch
diesen geteilt werden. Ist er aber negativ, so wiirde dalmiléssigerweise eine negative
rechte Seite entstehen.)

Hier enthalt nur die 1. Gleichung eine Variablg)( die nur in dieser Gleichung vorkommt
und dort einen positivem Koeffizienten hat. Fir die 2. Glaigist das nicht der Fall, so dass
man keine zuldssige Basisldsung ablesen kann.

Da keine zulassige Basislosung ablesbar ist, wird fir deh8uwmach einer solchen ein Hilfs-
problem eingefuhrt. FUr diese soll eine zulassige Basisigsablesbar sein. Man flgt dazu
einfach in den Gleichungen, in denen keine Variable vorkonadime nur in dieser Gleichung

vorkommt und dort einen positiven Koeffizienten hat, eines®kunstlich hinzu. Auch diese
.Kunstlichen Variablen* missen nichtnegativ saij> 0.

In unserem Falle lautet das Gleichungssystem der Nornmalfor
—2X) + X5+ X3 =1 : —2X) + X5+ X3 =1
, das Hilfssystemalso _ 1 2 :
=3 +X,  —xa =2 y =3 +X, —XatVvp=2
Zu den Variablerxs und v, gehort ein vollstandiges System von Einheitsspalten, immi¢mn
als Basisvariablen ergibt sich als zuléssige BasislosaagHilfssystems] =x, =x4=0, X3=
1, v=2.

Eine Losung des Hilfssystems ist genau dann Losung des Agsggstemax=b> 0, wenn

alle kunstlichen Variablen 0 sind, weger> 0 ist das aquivalent z§v; =0. Zur Bestimmung
einer zulassigen Basislosung des Ausgangsproblems kanrdateer die Simplexmethode
auf das Hilfsproblem mit der Zielfunktion= Y v — min anwendenX. Phase des Simplex-
verfahrens). Ist das Minimum> 0, so hat das Ausgangssystem keine zulassige Lésung, die
Ausgangsaufgabe ist unldsbar. Ist das Minimur, so liegt eine zulédssige Basislosung des
Ausgangssystems vor. Die Spalten zu den kinstlichen \landinnen dann getilgt werden
(Das ist auch schon vorher méglich, sobald diese zu Nicrgb@asablen werden und damit O
sind.) und es kann mit der Ausgangszielfunktion weitergfemet werden.

Konkret lautet das Hilfsproblem

h= Vo — min | bzw.| h= Vo + 0 — min
—2X) +X5+X3 =1 X3 =2X] — X%, +1
—3x] +X%5 —Xg+Vy, =2 Vo =3X] — X+ X4 +2
Xp, Xp, X3, X4, V2 >0 Xj, X, X3, X4, V2 > 0

Fir dieses wird das Simplexverfahren angewendet:

Ho NBV X, X, X4
BV C 0 0O 0|0| 6
x3 0 | 2 0|1 1. zulassige Basislosung des Hilfssystems
Vo 1 3 -1 1{2]2 X=%X%=X=0,x3=1v=2
3 1|2 h=2
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Hi NBV |X] X3 Xa
BV ¢ 0O 0 o0(0|6
X5 0 2 -1 0|1 alleAj>0
) 1 1 1 1)1 =—> Minimum der Ersatzaufgalde=1> 0
1 1 1|1 — zulassiger Bereich des Ausgangssystems leer,

d.h. Ausgangsaufgabe unldsbar.

Die Unlésbarkeit der Ausgangsaufgabe ist aus der grafischeumng dieser Aufgabe in Auf-
gabe8.7d)) bekannt.
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