Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 8.10

Eine Elektronikfirma stellt aus Draht, Spulen und Widerd&mBaugruppeB;, B, und B3
und aus den Baugruppen und aus Draht Ge@teaind G, her. Im Einzelnen werden flr
eine Baugrupp®; 12 Einheiten Draht, 3 Spulen und 2 Widerstande, fir eine BameB,
15 Einheiten Draht, 2 Spulen und 4 Widerstande und fir einggBgppeBs; 10 Einheiten
Draht, 2 Spulen und 2 Widerstande bendétigt. Fur ein Gétaverden 2 Baugruppeh;, eine
BaugruppeBs und 20 Einheiten Draht bendtigt, wahrend fir ein G&#je eine Baugruppe
B1, B> und B3 sowie 30 Einheiten Draht benétigt werden.

Fur die Herstellung voi; GeraterG; (i=1,2) und zusatzlick; Baugruppem; (i=1, 2, 3) sol-
len 705 Einheiten Draht, 105 Spulen und 120 Widerstandstésitig verbraucht werden. Die
GerateG; und G, werden zu Preisen von 40 bzw. 53 Geldeinheiten verkaufBdiggruppen
B1, B2 und B3 zu Preisen von 8, 12 bzw. 4 Geldeinheiten. Ermitteln Sie digezzielung des
unter den gegebenen Bedingungen maximal erreichbareseSttierzustellenden Stiickzahlen
und den dabei erreichbaren Erlos! Gehen Sie dabei in folgeBdhritten vor:

a) Stellen Sie das mathematische Modell auf!

b) Losen Sie das Gleichungssystem firxo, X3, y1, Y2 mit dem GaufRRalgorithmus zunéchst
ohne Rucksicht auf Ganzzahligkeits- und Nichtnegatisftitierungen! Stellen Sie die
Ldsung dabei so dar, dagsundys- frei gewéhlt werden kénnen.

c) Nun soll gesichert werden, dass weder die Anzahl der begltenden Geréte noch die
der Baugruppen negativ wird. Stellen Sie dazu aus der Logoindp) ein lineares Unglei-
chungssystem auf und I6sen dieses auf grafischem Wege!

d) Schlief3lich soll noch gesichert werden, dass die Anzahlhagrzustellenden Geréate und

Baugruppen ganzzahlig ist. Welche Losungen sind mdglich?
e) Welche der Losungen ist optimal?

LOosung:

a) Aufwandsmatrizen fir den Bedarf an AusgangsmateriaBagyruppen,
s. Aufgabes.74

Ausgangsmaterial — Baugruppen Baugruppen — Gerate
|jeB1 jeBz jeBs |jeG1 jeGy
Draht 12 15 10 Bi| 2 1
Spule 3 2 2 Bo| O 1
Widerstand| 2 4 2 Bs 1 1
12 15 10 2 1
A=| 3 2 2 B=10 1
2 4 2 11
Ausgangsmaterial — Gerate
direkt uber Baugruppen:
jeG1 jeGy
Draht 20 30 12 15 10\ /2 1 34 37
Spule 0 0 AB=| 3 2 2 0O 1)]=| 8 7],
Widerstand, O 0 2 4 2 11 6 8
20 30 54 67
C=|1 0 O insgesamtalsd =AB+C=| 8 7
0O O 6 8

Damit ergibt sich fur den in einer Spalte angeordneten \#ertin an Ausgangsmaterial
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Draht: 12 15 1 X1 54 67 705

Spulen: 3 2 2|[x|+| 8 7 (yl) — | 105
Widerstande: 2 4 2] \x 6 8) \»2 120

Das Modell lautet also

Erlos: z= 8x1+12+ 4x3-+40y;+53y5 — max
Draht: 1+ 15%+ 10x3+54y1 + 67y, = 705
Spulen: X+ 2%+ 2X3+ 8y1+ 7y = 105
Widerstande: 2+ do+ 23+ 6y1+ 8y, = 120
Nichtnegativitat, Ganzzahligkeit: X1, X2, X3, Y1, Y2 > 0, ganz.

b) Fur die Gaul3elimination empfiehlt sich eine Division dettein Gleichung durch 2 und Ver-
tauschung mit der ersten Gleichung:

X1 X2 X3 Y1 W X1 X3 X2 Y1 Y2
1 2 1 3 4, 60 1 1 2 3 4 60 |1—2ll
3 2 2 8 70 105 |1l -3l 0 1 4 1 5 75 |[1l—41
12 15 10 54 67 705 |l —12] 0O 0 1 -20 —-29|-135
1 2 1 3 4, 60 1 1 O 43 62| 330 |I-1
0 4 -1 -1 -5|-75 0 1 O 81 121 615
0 -9 -2 18 19 -15 0O 0 1 -20 —-29|-135
1 0 0 —-38 -59|-285
Xi Xi XZZ y; y‘z = 0 1 0 81 121 615
0 1 4 1 5| 75 0O 0 1 -20 —-29|-135
0 -2 -9 18 19| -15 |l 42l X1 X2 X3 V1 Y2
1 1 2 3 4] 60 1 0 0 —-38 -59|-285
0 1 4 1 5 75 0O 1 0 -20 —-29|-135
0 0 -1 20 29| 135 |Hl-(—1) 0 0 1 81 121 615

Bringt man die Terme miy; undy- auf die rechte Seite und wahlt als Paramstery; und
t=Y», so erhalt man schlieflich als Losung des Gleichungssygstem

X1 —285 38 59
X2 —135 20 29
X3 | = 615| +s| 81| +t]| —121
V1 0 1 0
Yo 0 0 1
c) Es muss geltenx; =—285+38s+ 5% >0 <= 38+ 5% > 285
Xo=—135+20s+ 2% >0 <= 20s+ 2% > 135
Xx3= 615-81s—121 >0 <= 81s+121t <615
y1= S >0 «— S > 0
Yo = t>0 <— t> 0 .

Die Ungleichungen kdnnen in einem Koordinatensysters tiirdt dargestellt werden. Die 4.
und 5. Gleichung beschreiben den I. Quadranten (einsdichef®er Halbachsen), die 1. und
2. Gleichung die Gebiete rechts oberhalb der Geraden3®& =285 bzw. 26+2% =135 und
die 3. Gleichung das Gebiet links unterhalb der Gerade 821t =615 (jeweils einschlief3lich
der Geraden).
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Achsenschnittpunkte der Geraden:

285 285
38s+ 5% =285: t=0 = s= 38 =75, s=0 = t:E~4.83
135 135
20s+ 2%=135: t= —6.7 - _ 24
Os+ 2% 35t0:>52065 sO:>t29 66
615 615
81s+121=615: t=0 = s=—=~=759, s=0 = t=—~5.08
At 81 121
6
81s+121t =615
385+ 5 =285\
205+ zgtzlsx%§
4\&
N
3 N
\§
2 \
\\\
1 N
. \\ —
1 2 3 4 5 6 I\ s

Die Bedingungen sind gleichzeitig nur in dem schmalen f&tinezwischen den Abschnitten
der Geraden 38-5% =285 und 8%+121t =615 im |. Quadranten (einschlief3lich der R&ander)
erfullt. Will man diese Flache durch Formeln beschreiberkamn man sie in der Form

. 285 285 615 121 285 615 615
{(st):0<t<2 B <<l il yl(st): B<t<8P 0<s< 82

notieren. (Solche Darstellungen werden z.B. benotlgtn/\lategrale Uber derartigen Flachen
zu berechnen sind.)

d) Es muss noch ermittelt werden, welche Paare ganzzaliigekte in dem in der Abbildung
bei c) grau unterlegten Gebiet liegen. Beim Blick daraubf$¢nsichtlich, dass=0,t=5
eine solche Ldsung ist und weitere Lésungen nurtbe#, 3,2, 1 moglich sein kdnnen. Fur

t =0 musstes ungefahr zwischen.3 und 759 liegen, kann also nicht ganzzahlig sein.

285 59 615 121 . .
=4: 129~ — — —-4<s<— "= :
t=4: 129 38 38 4 81 a1 -4~ 1.62: keine Losung
285 59 615 121
t=3: 284~ 38 38 3<s< 81 81 -3~ 3.11: Lo6sungs=3,t=3
285 59 615 121
=2: 439~ — — —-2< — ——-2~4.60: keine L6
t 39 38 38 <s< 31 8l 60: keine Losung
285 59 615 121
=1: 595~ —— — —-1<s<——-"".1~6.10: L& =6,t=1
t 595 38 38 < 81 81 6.10: LOsungs=6,t
Es gibt also 3 Moglichkeiten, das vorhandene Material vé@tidig zu verbrauchen:
s=0,t=5|s=3,t=3 | s=6,t=1
herzustellende Baugruppén: 10 6 2
herzustellende Baugrupp@&a: 10 12 14
herzustellende Baugrupp@a: 10 9 8
herzustellende Gera€e;: 0 3 6
herzustellende Gerae: 5 3 1
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e) Die Ertrage fur die drei zulassigen Losungen smti0, 10,10,0,5) = 505 2z(6,12,9,3,3) =
507, z(2,14,8,6,1) = 509, so dass sich der maximale Erlds bei der dritten Losugiter
Dies ist die Losung, die ma Wahl der Parametei6 undt =1 erhalt.

Es sind also 6 Gerat®; und ein GeraB, sowie 2 BaugruppeB1, 14 BaugruppemB, und 8
BaugrupperBs herzustellen, damit ist ein Erlés von 509 Geldeinheiteaienbar.



