Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 6.190

Wie andert sich eine Determinante der Ordnangenn man

a) bei allen Elementen das Vorzeichen in das entgegengesdtndert,

b) jedes Elemersy, mit ¢'—%(c+£0) multipliziert,

c) die erste Spalte an die Stelle der letzten setzt und jederarSpalte um eins nach links
verschiebt (Reihenfolge soll erhalten bleiben),

d) man die Zeilen in umgekehrter Reihenfolge aufschreibt?

Losung:

Multipliziert man alle Elemente einer Zeile oder einer Spate einer Matrix mit einer Zahl,

so multipliziert sich auch die Determinante mit dieser Zahl Ist A die Ausgangsmatrix und
die durch Multiplikation einer Zeile oder Spalte naientstandene Matrix, so erhalt man namlich
bei Entwicklung nach dieser Zeile bzw. Spalte

detA)= S (~1)"") (cayj) det(Matrix ohnd-te Zeilefj-te Spalte)
jbzw.i
—c Y (~1)"aj det(Matrix ohnei-te Zeile/j-te Spalte)- cdetA).

jbzw.i

Addiert man zu einer Zeile oder Spalte das Vielfache einer atleren Zeile oder Spalte, so
andert sich die Determinate nicht. Addiert man namlich z.B. zus-ten Zeile das-fache der
t-ten Zeile, so erhalt man bei Entwicklung nach g¢en Zeile

detA) = Z(—l)S+j (asj+cayj)) det(Matrix ohnes-te Zeilefj-te Spalte)
]
= Z(—l)S+j asj det(Matrix ohnes-te Zeilefj-te Spalte)

]
+ cZ(—l)&H' atj det(Matrix ohnes-te Zeile/j-te Spalte)= det(A).
]

J

=0, da Det. einer Matrix mit zwei gleichen Zeilen

Vertauscht man zwei Zeilen oder Spalten einer Matrix, so andrt die Determinante das
Vorzeichen.Davon kann man sich schrittweise mit den gerade angegeli#genschaften tber-
zeugen: Zunachst addiert man die Zeéleur ZeileB, man erhélt eine Matrix mit den Zeileh
undA+B mit unveranderter Determinate. Dann zieht man die Z&#& von der ZeileA ab, auch
die entstehende Matrix mit den ZeilerB und A+B hat dieselbe Determinate. Anschlie3end ad-
diert man die Zeile-B zur ZeileA+B. Damit sieht man, dass die Matrix mit den ZeileB und

A dieselbe Determinante wie die Ausgangsmatrix hat. Muttigit man schlief3lich die Zeile B

mit —1, so hat man eine Matrix mit gegeniber der Ausgangsmatt&ugehten Zeilen. Durch die
letzte Operation andert die Determinate ihr VorzeicheesBiUberlegungen gelten analog auch
fur Spaltentausch.

a) Da alle Zeilen der Matrix mit-1 multipliziert werden, ergibt sicti—1)" detA), d.h. fiir
ungerade Ordnung Vorzeichenwechsel, fir gerade Ordnwegamderte Determinante.

b) i-te Zeile wird mitc', j-te Spalte wird mit—! multipliziert, folglich erh&lt man
ctc?...c"cc?...c " detA) = detA), d.h. Determinante &ndert sich nicht.

c) n—1 Spaltentausche erforderlich, daher1)"* det(A), d.h. fiir gerade Ordnung Vorzei-
chenwechsel, fir ungerade Ordnung unverénderte Detemtsina
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d) Vertauschung der 1. mit derten, der 2. mit de(n—1)-ten Spalte usw., LnJ
2

insgesam n Spalten- und damit Vorzeichenwechsel, somit ergibt giefl det(A).
2



