Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 6.189

a1 a2 a3 -0 An-2 a1 n-1 ain
0 axp a3 -+ an-2 an-1  an
O O ag -+ a&p2 an-1  aan
Berechnen Sie die Determinanten: : : ) : : :
0 0 O -+ ar2n2 @-2n-1 an2n
o o0 0o -- 0 An-1n-1 an—1n
0 0 o --- 0 0 ann
a1l a1z a3 - d1np-2 dn-1 Qn
a1 a2 a3 - a@np2 an1 0
agy agy ag3 - agp—2 O 0
und 5 5 S |
an-21 822 A-23 ‘- 0 0 0
ah-11 a-12 0 - 0 0 0
an1 0 0 0 0 0
Losung:

Fir die Berechnung der Determinante der oberen Dreieckismeatpiehlt sich eine Entwicklung
jeweils nach der ersten Spalte:

a1 a2 a1z -+ Anp-2 aAln-1 Ain
0 ap a3 -+ agn-2 an-1 aon
0 O ag -+ agn2 an1  asn
0 0 O 8-2n-2 @ -2n-1 an-2n
o 0 0 - 0 ah-1n-1 an-1n
0 0 o --- 0 0 ann
dp2 A3 -+ A2n-2 Qn-1 aon

0 as3 -+ agn2 agn1 asn

—ay| : : : :
0 0 - ah2n2 @&-2n1 a-2n
o o0 .- 0 ah-1n-1 an-1n

0 o --- 0 0 ann

agz -+ ABn-2 agn-1 azn

=a182| 0 -+ @ 2n-2 @-2n-1 -2n| -

o - 0 ah-1n-1 an-1n

0o ... 0 0 ann

=ay1a22a33... dn—2n— an
n

Die Determinante von Dreiecksmatrizen ist gleich dem Pkbdar (Haupt-)Diagonalelemente.

An-1n-1 Gn-1n
210

n
= 811822883 - - 82,028 -1n-18n = r!an
i=

Fir die ,obere Dreiecksmatrix” bezuglich der Nebendiagema@mpiehlt sich analog eine Ent-
wicklung jeweils nach der letzten Spalte:
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an a12 a3 An-2 Adin-1 @n
an1 a2 a3 an2 an1 0
agy agy ags agn2 O 0
an-21 @22 @23 0 0 0
anh-11 ap-12 0 - 0 0 0
an1 0 0 . 0 0 0
a1 a2 a3 Pn-2 Rn-1
as1 asz ass agn2 O
_ (_1>n+1a1n . . . . .
21 a@n—22 an23 0 0
an-11 an-12 O 0 0
an1 0 0 0 0
az1 azz azs azn-2
. : 5 5 5
= (1" an(-1)"azn-1 8h-21 an22 @23 0
an-11 an-12 O 0
an1 0 0 0

= ()™ aun(~1)"azn-1(—1)" "agn-2... (~1)"an-23 ‘ o

= (—1)n+1aln(—1)n32,n—1(—

= ()™ agn(—1)"agn 1(—

n(n+3)

In der Folge{(—1)

n “1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘...

0

D" agn 2. (—1)*an 23(-1)%an 128m
D" tagn 2...(~1)%an 23(—1)%an 12(—1)%am

n+1
Es gilt ndmlich 2-3+4+.. .+n+(n+1) = ( Zli>_1: W_
i=

2

_ n?+43n+2-2 n(n+3

1
2 2

} folgen immer abwechselnd 2 positive und 2 negative Voragich

n(n+3)

(=1)

-

ANEENNE

Eine der beiden Zahlemundn-+3 ist namlich immer gerade, die andere ungerade, so dass es fu
das Vorzeichen darauf ankommt, ob die gerade Zahl durcHb&tast. Istn durch 4 teilbar, so
sindn(n+3) und(n+1)(n+4) durch 4 teilbar(n+2)(n+5) und (n+3)(n+6) dann aber nicht.

Die Vorzeichenverteilung ergibt sich deshalb, weil sichder fortlaufenden Multiplikation mit
alternierenden Vorzeichen das Vorzeichen des Produktbeiyeder zweiten Multiplikation &n-

dert.

Man beachte besonders, dass sich fir 2- und 3-reihige Matdas von der Sarrusschen Regel
bekannte Vorzeichen fir das Produkt der Nebendiagonadgiotler



