
Aufgabe 6.50

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

a) Leiten Sie durch Quadrieren der Dreiecksungleichung für~x+~y und ~x−~y die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung her!

b) Überzeugen Sie sich für die Vektoren
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Lösung:

a) Dreiecksungleichung: ‖~x+~y‖≤‖~x‖+‖~y‖
‖~x−~y‖=‖~x+(−~y)‖≤‖~x‖+‖−~y‖≤‖~x‖+‖~y‖

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:|~x·~y|≤‖~x‖‖~y‖ (zu zeigen)

‖~x+~y‖2≤‖~x‖2+2‖~x‖‖~y‖+‖~y‖2

‖~x+~y‖=
√

(‖~x+~y‖)(‖~x+~y‖)
‖~x+~y‖2=~x·~x+~x·~y+~y·~x+~y·~y

=‖~x‖2+2~x·~y+‖~y‖2
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‖~x‖2+2~x·~y+‖~y‖2≤‖~x‖2+2‖~x‖‖~y‖+‖~y‖2, ~x·~y≤‖~x‖‖~y‖

‖~x−~y‖2≤‖~x‖2+2‖~x‖‖~y‖+‖~y‖2

‖~x−~y‖=
√

(‖~x−~y‖)(‖~x−~y‖)
‖~x−~y‖2=~x·~x−~x·~y−~y·~x+~y·~y

=‖~x‖2−2~x·~y+‖~y‖2
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‖~x‖2−2~x·~y+‖~y‖2≤‖~x‖2+2‖~x‖‖~y‖+‖~y‖2, −~x·~y≤‖~x‖‖~y‖

|~x·~y|=
{

~x·~y, ~x·~y≥0
−~x·~y, ~x·~y<0

In jedem Falle folgt|~x·~y|≤‖~x‖‖~y‖, w.z.b.w.

b) ‖~x+~y‖=
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17≈12,37

‖~x−~y‖=
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~x·~y=
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=14+5+8=27

‖~x+~y‖≈12,37≤ 12,49≈‖~x‖+‖~y‖, ‖~x−~y‖≈6,71≤ 12,49≈‖~x‖+‖~y‖
|~x·~y|=27≤ 28,46≈‖~x‖‖~y‖
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