Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 6.31

Beweisen Sie mithilfe des Satzes des Pythagoras den Kgasitzuger ebenen Trigonometrie
und zeigen Sie damit, dass sich der Winkel zwischen den ¥ekiq undX, durch die Be-

. X1 X . . .
ziehung ¢ :arccosm berechnen lasst, wobei das Skalarprodukt wie tblich durch
1| [[X2

X1Xo =X1Xo+Y1Y2o+212> definiert ist!

LOosung:

Wir zeigen den Kosinussatz zunéchst fur spitze Winket ¢0< 17/2).

C Nach dem Satz des Pythagoras dift=b’—p?=a®—qg?.
b A Ferner ist cog = g, p=bcos¢, q=c—bcosg.
N4 4 N b?2— (bcosg)? =a2—(c—bcosp)?
A\,\P’w“‘r b?—b?cog ¢ =a’—c?+2bccosp —b?cos ¢

a?=b?+c?—2bccosp | (Kosinussatz)

C
Fur rechte Winkel ¢ = 11/2) gilt wegen cog =0 nach dem Satz des Pythagoras
a2 =b?+c?=b?+c?—2bccosp.

Fir stumpfe Winkel {1/2< ¢ < m) ergibt sich p=—bcos¢, g=c+p=c—bcos¢, so dass das
Einsetzen inb?—p?=a?—qg? zum selben Ergebnis fiihrt wie bei spitzen Winkeln.

Fur gestreckte Winkelf(= m) ergibt sich wegen cag= —1 nach der binomischen Formel
a?=(b+c)?=b2+c?+2bc=h?+c2—2bccosp

Im Falle ¢ =0 ergibt sich schlie3lich wegen cps=1 ebenfalls nach der binomischen Formel
a?=(b—c)?=b2+c2—2bc=h?+c2—2bccosp.

Somit ist der Kosinussatz fur alle WinkekQgp < 1t bewiesen.

R4 |* = (Rp—%1) (Xo—%a)
= (%o—x1)?+(Y2—y1)*+ (2o~ 21)?
=X+ X +Y5+Yi+Z— B — 2XoX1 — 2YoY1— 222
= |[%a|?+ ][R0 ]|*— 2%e%e

Andererseits gilt nach dem Kosinussalz, —xy||? = ||%2||2+|[%1||*— 2||%2|| ||%2]| cos¢ und damit

X1X;
XoX1 = [|X2]| |X1|| cosg, ¢:arccosm, w.z.b.w.
1]l 11Xz

Wertebereich des Arkuskosinus ist das Intery@llrrj. Man erhélt (auf3er bei gleich- oder ent-
gegengesetzt gerichteten Vektoren) in jedem Falle demdden der von den beiden Vektoren
gebildeten Winkel.
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