
Aufgabe 6.28

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Zeigen Sie, dass die Menge aller quadratisch summierbaren Folgen{an}
∞

n=0, d.h. der Fol-

gen mit
∞

∑
n=0

an
2
<∞, mit den Operationen{an}+{bn}={an+bn} undλ{an}={λan} einen

linearen Vektorraum bildet!

Lösung:

Es ist zu zeigen, dass die Operationen+ und· nicht aus der Menge der quadratisch summierbaren
Funktionen herausführen und die für den linearen Raum geforderten Eigenschaften (s. z.B. bei
Aufgabe6.25) erfüllen.

Operation+ führt nicht aus der Menge hinaus:

(an+bn)
2=a2

n+2anbn+b2≤2an
2+2bn

2, aus
∞

∑
n=0

an
2
<∞ und

∞

∑
n=0

bn
2
<∞ folgt daher

∞

∑
n=0

(an+bn)
2
<∞.

(Wegen 0≤(an−bn)
2=a2

n−2anbn+b2
n ist nämlich 2anbn≤a2

n+b2
n.)

Operation· führt nicht aus der Menge hinaus:

(λan)
2 = λ 2an

2, λ 2 aus Summe herausziehen, aus
∞

∑
n=0

an
2
<∞ folgt daher

∞

∑
n=0

(λan)
2
<∞.

Operation+: Kommutativität und Assoziativität sind offensichtlich,
Nullelement:{0} ∞

n=0,
inverses Element:{−an};

Operation· : Assoziativität offensichtlich,
1 · {−an}= {−an},
beide Distributivitäten mit+ offensichtlich
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