Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 6.26

Zeigen Sie, dass die Mengpealler Polynome tibeR mit der Gblichen Addition und Multipli-
kation mit einem Skalar ein linearer Vektorraum ist! Wasrkaran zu diesem Raum beziglich
Dimension und Basis aussagen?

Losung:

n .
Die MengeP besteht aus allen Polynomen(x) = ¥ ax, a € R, i=0,1,...,n. nist dabei eine
i=0
beliebige nichtnegative ganze Zahl, der Grad des Polynoms.
Offensichtlich ist die Summe zweier Polynome wieder einyRoi. Der Grad dieses Polynoms
ist maximal maxni, ny), er kann auch kleiner sein, wenn sich bei Polynomen glei¢hrales

Terme mit den hdchsten Potenzen gegenseitig aufhebemfabisiést er wieder ein Polynom.
Ebenso ist das Produkt des Polynoms einem Skalaieder ein Polynom.

Die uibliche Addition und Multiplikation mit einem Skalartiten also nicht auB heraus. Ebenso
ist das Erfulltsein der Eigenschaften 1.—2. und 5.-8. sffgilich. Weiterhin is®(x) =0 P das

n .
neutrale und-p(x) = 3 (—&)x' das zup(x) inverse Element, so dass auch die Eigenschaften 3.
1=
und 4. erfullt sind undP ein Vektorraum ist.

Analog zu{1,x,x,x3} in P; kann man zeigen, dass das Systghwx,x?,...,x"~1,x"} fir belie-
bigesn linear unabhangig ist. Es gibt also unendlich viele linesahhangige Vektoren, folglich
ist dimP=oo,

Im Sinne der Definition gibt es keine Basis. Wenn man will,rkaman aber fir den Raufdas
System{ 1,%%2,%3,... } als Basis mit unendlich vielen Elementen verstehen. EilolhegBasis*
kann aber nicht fur alle VektorrAume angegeben werden,aielendliche Dimension besitzen.
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