Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 6.25

Zeigen Sie, dass die Mengealler Polynome 3. Grades UbRmit der tiblichen Addition und
Multiplikation mit einem Skalar ein linearer Vektorraunt isnd geben Sie eine Basis dieses
Vektorraumes an!

LOsung:

Eine Mengd. heil3t mit den Operationen und- linearer Raum oderVektorraum, wenn

Vx,yeL: x+yeL (Summe gehdrt zum Raum),
VxeL, aeR: axe L (Produkt mit Skalar gehért zum Raum)

und fUr die Operationen folgende Eigenschaften erfilidsin

1. X+y=y+X Kommutativitat

2. X+(y+2)=(X+y)+z Assoziativitat

3. @ €L mit x+O©=Xx VX Neutrales Element
4. ¥xelL F(—x)elL: x+(—x) =0 Inverses Element

(damit auch Subtraktion eingeflihrt)

5. a(Bx) = (ap)x
6. Ix=x

7. (a+B)x=ax+px o
8. a(x+y)=ax+ay } Distributivitat

Die MengeP; besteht aus allen Polynomen(x) = ax® 4 bx% + cx+d, a,b,c,d € R.

Wir zeigen zunéchst, dass die Operatioreand- nicht aus der MengB; herausfiihren:
p]_(X> + pz(X> = (a1x3+b1x2+clx+d1) + (&2X3-|— b2X2+02X-|—d2>

= (a1+a2)x3+(b1+b2)x2—|—(cl+cz)x+(d1+d2) € P;, daaj+ap € R usw.,,
Ap(X) = A (@+bx+cx+d) = Aax®+AbxX+Acx+Ad € R, darac R usw.

Das Erfulltsein der Eigenschaften 1.—2. und 5.-8. ist aifgrtlich, da mit der Ublichen Addition
und Multiplikation gearbeitet wird. Im Detail misste mamrfalieren:
1. p1(X) + p2(X) = p2(X) + p1(X), daas+ax = ap+aj usw.,
2. p1(X)+(P2(X) +p3(X)) = (P1(X)+p2(x)) + P3(X), daay +(az+ag) = (ar+az)+az usw.,
5. A(up(X) = A (a4 pbxl 4+ pex+ud) = (A pax®+A b2 4+-A pcx+Aud) = (Ap)p(x),
6. 1p(X) = 1(ax+bx2+cx+d) = ax+hxe4-cx+d = p(x),
7. (A4u)p(x) = Ap(X)+up(X), da(A+p)a= Aa+pua usw.,
8. A(p1(X)+p2(X)) = Ap1(X)+A p2(X), daA (ar+a2) = Aag+Aap usw.
Auch neutrales und inverses Element existieren offerigibht
O(x) = 0x3 + 0x% + 0x+ 0 € P ist neutrales Element, da(x)+0(x) = p(x) V¥ p(x) € Ps,
—p(x) = —ax® — bx? — cx—d € P ist inverses Element zp(x) € Ps,
dap(x) + (=p(x)) = ©(x) = 0 Vp(x) € Ps.
Also istP; ein linearer Vektorraum.
Als Basis bietet sich an, die 4 Funktionepy(x) =1 (a=b=c=0,d=1), pi(X) =X,
p2(x) = x> und p3(x) =x° zu untersuchen. Offensichtlich ist jedes Element #grals Li-

nearkombination dieser 4 Funktionen darstellbar, denstga P; gerade definiert. Wir miissen
also nur noch die lineare Unabhangigkeit der 4 Funktionégere

Sei Ag+AX+HA XAz =O(X) =0 VX € R.
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Einsetzen vorx=0 liefert A\g=0, also muss gelterh 1x+A2x?+A3x3 =0 V x € R und damit
AM+AX+Ax2 =0 VxR, x#£0 und Iing()\ 1+ A2X+A3x%) = A1 = 0. Also gilt A px+A3x? =
X—

0V x € R. Durch Division durchx und Grenzubergang— 0O folgt analogA, =0 und damit
A3Xx=0, woraus durch Einsetzen von (z.B51 A3=0folgt. Also giltAg=A1=A2=A3=0und
damit die lineare Unabhangigkeit der 4 Funktionen. Die&iehisomit eine Basis.

Dieses Ergebnis kann man auch durch dreimaliges Diffeeemziund Einsetzen vax=0 in
AoHFA IXHA2XC+A X3 =0, A 1424 2x+3A3x2=0, 21 2+6A 3x=0 und 6 3=0 oder durch Einsetzen
von 4 Werten (zweckmaRigerweige=0,1,—1,2) in Ag+A1x+Ax2+A3x3 =0 und Losen des
dadurch entstehenden linearen Gleichungssystems erhbezten Endes handelt es sich nur
um einen Koeffizientenvergleich: Die Polynomig+A 1X+A 2x2+A 3x3 und 0+0x+0x2+0x° sind
genau dann identisch, wenn alle Koeffizienten tibereinsémm



