Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 6.16

2 3 0 0
Seixg=[4], = 5|, %= 2|, =] 2
3 1 11 12

Untersuchen Sie folgende Mengen darauf, ob es sich um érig@nme handelt:

a) {021+BX”2+23, G,BER},
b) {021+B22+yz37 a?B?VER};
c) {aX1+ B +%, a,B € R},
d) {aX1+BXo+ Y%, a,B,yc R} !

Wenn ja, geben Sie die Dimension und eine Basis an! Was st@iéeMengen geometrisch
dar?

LOosung:

a) Es handelt sich um eine Ebene, die den Pigkind die RichtungeX; undX, enthélt. Sie

ist genau dann linearer Raum, wenn sie den Koordinaterungpnthalt (s. Aufgab6.11).
Also muss esr, B € R geben, fur dieaX;+BX+X3 =0 gilt (Das ist gleichbedeutend damit,
dassts Linearkombination vorX; undX; ist.):

3
20 430 =0 — a:—éﬁ
4a+5B8+ 2=0 — —68+58+2=0,8=2,a=-3
30— B+11=0 3-(=3)—2+11=0, stimmt

Also istO=—3%; +2%+%3, das ist quivalent z&; = 3%; — 2%,.

Die Menge ist eine Ebene durch den Koordinatenursprungstsan linearer Raum mit der
Dimension 2. Offensichtlich sind alle Elemente als Lin@anbination vorX; undX, darstell-
bar, diese beiden Vektoren sind linear unabhangig. Als@iBt) {X;, %>} eine Basis.

b) Offensichtlich ist die Menge ein linearer Raum.

d)

(Es gilt ndmlich (a1%1+B1%o+1Xa) + (A2%1+BoXo+YoXa) = (a1402)%1 + (B1+B2) %2 + (a+
¥2)Xs und A (aXi+BX+yX3) = (Aa)X1+(A B)Xe+(Ay)Xs, die Summe von 2 Elementen und
das Produkt eines Elementes mit einem Skalar gehort wiemeleenge).

Aus a) ist bekannt, dagg=23%; — 2%, gilt. Also ist aX;+BXo+yXs=aX1+BXo+y(3X1—2%2)
=(a+3y)X1+(B—2y)X,. Damitist{X;,X>} eine Basis des Raumes, die Dimension ist 2. Es
handelt sich um die gleiche Ebene durch den Koordinatenumgpwie bei a).

Es handelt sich um eine Ebene, die den Pipkind die Richtunge®; undX, enthélt. Sie ist
genau dann linearer Raum, wenn sie den Koordinatenursmuihgilt. Es entsteht dasselbe
Gleichungssystem wie bei a), nur dass in der 3. Zeile staZdel 11 die Zahl 12 steht. Aus
den ersten beiden Zeilen erhalt man wieder —3, 3 =2, dann ist aber@—[3+12=1+#0.
Also ist das Gleichungssystem unldsbar, der Koordinaggrung gehort nicht zu der Ebene.
Die Menge ist eine Ebene, die den Koordinatenursprung miotialt. Sie ist kein linearer
Raum.

Analog zu b) liegt ein linearer Raum vor. Nach c) ¥gtvon X; und X, linear unabhéangig,
die beiden Vektoren sind auch untereinander linear unapaAlso sindX;, Xo undX, drei
linear unabh&ngige Vektoren und damit auch eine BasiRdeBie drei Vektoren spannen
den gesamten RaulR? auf.

Die Menge ist der Rauri3, die Dimension ist 3. Eine Basis ist z.B%,%, %4}, man kdnnte
aber auch die kanonische Basis verwenden.
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