Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 6.14

Beweisen Sie, dass jedes beliebige System wdimear unabhangigen Vektoren eines
dimensionalen linearen Vektorraumes diesen Raum aufgpa@@nRaum also lineare Hulle
dieses Systems ist!

LOosung:

Jedes System linear unabhangiger Vektoren, das einenrxébmo aufspannt, wird als Basis die-
ses Raumes bezeichnet. Es ist also zu zeigen, dass jeddsdebystem von linear unabhan-
gigen Vektoren eines-dimensionalen linearen Raumes eines Basis dieses Rasimes i

Indirekter Beweis:

{X1,..., %} CV seilinear unabhéngig, aber keine Basismlelimensionalen linearen Vektorrau-

mesV. Dann gibt es einen Vektc§,. 1 € V, der nicht als Linearkombination vof, . .., X, dar-
n+1
stellbar ist. Sei nuny A% =0. WareAn1#0, so konnte man die Gleichung nagh 1 auflosen,

Xni1 ware somit als Linearkombination vaa, . . ., X, darstellbar. Also mussé,, 1 =0 und damit
n

Z/\iii =0 sein. Wegen der linearen Unabhangigkeit ¥&xp ..., X,} sind somit alleA; =0, das
i

\7ektorsysten{21, ..., Xn4+1} ist also linear unabhéngig. Da die Dimensiotgie maximale Anzahl
linear unabhéngiger Vektoren des Raumes ist, ist dies eileifpruch.
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