
Aufgabe 6.14

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Beweisen Sie, dass jedes beliebige System vonn linear unabhängigen Vektoren einesn-
dimensionalen linearen Vektorraumes diesen Raum aufspannt, der Raum also lineare Hülle
dieses Systems ist!

Lösung:

Jedes System linear unabhängiger Vektoren, das einen Vektorraum aufspannt, wird als Basis die-
ses Raumes bezeichnet. Es ist also zu zeigen, dass jedes beliebige System vonn linear unabhän-
gigen Vektoren einesn-dimensionalen linearen Raumes eines Basis dieses Raumes ist.

Indirekter Beweis:

{~x1, . . . ,~xn} ⊆V sei linear unabhängig, aber keine Basis desn-dimensionalen linearen Vektorrau-
mesV. Dann gibt es einen Vektor~xn+1 ∈ V, der nicht als Linearkombination von~x1, . . . ,~xn dar-

stellbar ist. Sei nun
n+1

∑
i=1

λi~xi =~0. Wäreλn+1 6=0, so könnte man die Gleichung nach~xn+1 auflösen,

~xn+1 wäre somit als Linearkombination von~x1, . . . ,~xn darstellbar. Also mussλn+1=0 und damit
n

∑
i=1

λi~xi =~0 sein. Wegen der linearen Unabhängigkeit von{~x1, . . . ,~xn} sind somit alleλi =0, das

Vektorsystem{~x1, . . . ,~xn+1} ist also linear unabhängig. Da die Dimensionn die maximale Anzahl
linear unabhängiger Vektoren des Raumes ist, ist dies ein Widerspruch.
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