Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Hoheren Mathematik mit ausfuhrliclneL6sungen
(Hinweisezu den Quellen fur die Aufgaben)

Aufgabe 6.6

i () () - () #-(3)

a) Zeigen Sie, dasg, T} eine Basis de®? ist! (Diese Basis wird ,kanonische Basis* ge-
nannt.)

b) Zeigen Sie, das&X1,X>} keine Basis deR? ist!

c) Zeigen Sie, das§,%;} eine Basis deR? ist!

d) Zeigen Sie, dass es iR unendlich viele Basen gibt!

e) Zeigen Sie, dass diRf =2 gilt!

Losung:

a) Basis: System linear unabhangiger Vektoren, durch das jeder ¥e#tés Raumes als
Linearkombination darstellbar ist.

A1?+A2T:A1<é)+/\2 <0) Gi) <8) — A1,A2=0, d.h. linear unabhangig,

g <x> ERZ2 — Rx= X<é) +y<(1)) =X + yj_: also jedesx € R? so darstellbar,
y d.h. Basis.

b) X +X =2 (:23) + <:g) = Gl) = <8) ., Nullvektor ist nichttriviale LK,
2 also linear abhangig, folglich keine Basis.
C) AlT—I—AzYl:)\l (é) —i—)\z <§) = <)\1+:2)32) = (8) — 3)\2:0, /\2:0,
2 A1=0—2A,=0, d.h.lin.unabhang.,

(;(’) :/\1((1))+A2( ) (/\HZ/\Z) _, 3=y A=y/3,
+

2
3 3)\2 )\1:x—2)\2:x—2y/3,
X 2y\ (1
()= (<3) (o)

d) Analog zu {( ) ( } ist z.B. jedes System{ <é) ) <S)} mit b# 0 Basis, schon
ele

damit sind unendlich viele Basen angegeben.

% (:2)’) also jedes e R? so darstellbar, d.h. Basis.

e) Dimension ist die maximale Anzahl linear unabhéangiget®en. Aus a), c), d) ist ersicht-
lich, dass es inR? 2 linear unabhangige Vektoren gibt.

Angenommen, es gibt 3 linear unabh&ngige Vektoterky, Xs im R2. Dann sind insbeson-
dereX; und%, linear unabhangig und spannen die ganze EfRhauf. X3 muss dann also
Linearkombination vor¥; undX, sein. Somit konnen die 3 Vektoren nicht linear unabhangig

sein.
Die maximale Anzahl linear unabh&ngiger Vektoren und damiDimension ist also 2.
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