
Aufgabe 6.6

Rolf Haftmann: Aufgabensammlung zur Höheren Mathematik mit ausführlichen Lösungen
(Hinweisezu den Quellen für die Aufgaben)

Sei~i=

(

1
0

)

, ~j=

(

0
1

)

, ~x1=

(

2
3

)

, ~x2=

(

−4
−6

)

.

a) Zeigen Sie, dass{~i,~j} eine Basis desR2 ist! (Diese Basis wird „kanonische Basis“ ge-
nannt.)

b) Zeigen Sie, dass{~x1,~x2} keine Basis desR2 ist!
c) Zeigen Sie, dass{~i,~x1} eine Basis desR2 ist!
d) Zeigen Sie, dass es imR2 unendlich viele Basen gibt!
e) Zeigen Sie, dass dimR2

=2 gilt!

Lösung:

a) Basis: System linear unabhängiger Vektoren, durch das jeder Vektor des Raumes als
Linearkombination darstellbar ist.

λ1~i+λ2~j = λ1

(

1
0

)

+λ2

(

0
1

)

=

(

λ1
λ2

)

=

(

0
0

)

=⇒ λ1,λ2=0, d.h. linear unabhängig,

~x =

(

x
y

)

∈ R
2

=⇒ ~x = x

(

1
0

)

+y

(

0
1

)

= x~i + y~j, also jedes~x∈ R
2 so darstellbar,

d.h. Basis.

b) 2~x1+~x2 = 2

(

2
3

)

+

(

−4
−6

)

=

(

λ1
λ2

)

=

(

0
0

)

, Nullvektor ist nichttriviale LK,
also linear abhängig, folglich keine Basis.

c) λ1~i+λ2~x1=λ1

(

1
0

)

+λ2

(

2
3

)

=

(

λ1+2λ2

3λ2

)

=

(

0
0

)

=⇒ 3λ2=0, λ2=0,
λ1=0−2λ2=0, d.h. lin.unabhäng.,

(

x
y

)

=λ1

(

1
0

)

+λ2

(

2
3

)

=

(

λ1+2λ2

3λ2

)

=⇒
3λ2=y, λ2=y/3,
λ1=x−2λ2=x−2y/3,

(

x
y

)

=

(

x−
2y
3

)(

1
0

)

+
y
3

(

2
3

)

, also jedes~x∈R
2 so darstellbar, d.h. Basis.

d) Analog zu

{(

1
0

)

,

(

2
3

)}

ist z.B. jedes System

{(

1
0

)

,

(

a
b

)}

mit b 6=0 Basis, schon

damit sind unendlich viele Basen angegeben.

e) Dimension ist die maximale Anzahl linear unabhängiger Vektoren. Aus a), c), d) ist ersicht-
lich, dass es imR2 2 linear unabhängige Vektoren gibt.

Angenommen, es gibt 3 linear unabhängige Vektoren~x1, ~x2, ~x3 im R
2. Dann sind insbeson-

dere~x1 und~x2 linear unabhängig und spannen die ganze EbeneR
2 auf.~x3 muss dann also

Linearkombination von~x1 und~x2 sein. Somit können die 3 Vektoren nicht linear unabhängig
sein.

Die maximale Anzahl linear unabhängiger Vektoren und damitdie Dimension ist also 2.
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