Musterlosung

(a) 1. A € R™" besitzt eindeutige LR-Zerlegung mit R invertierbar
< det(A(1: k,1: k) #0VEk=1,..,n.
(1p)
i, k(A) = Al A7,
(1p)
iii. A € R™" besitzt eindeutige Cholesky-Zerlegung <= A ist
positiv definit und symmetrisch.

(1p)
A. A symmetrisch <= A = AT
B. A postive definit <= 2T Az > 0 Vx # 0
(1p)
(b) i
A=LR
1 00 2 3 4
L={2 10|, R=|02 3/|;
4 2 1 00 2
20 1
Ly=b = y=|13|, Rr=y = x=/|2
6 3
(3p)
ii.
PA=LR
0 0 1 1 00 8 16 24
P=|(100|, L=|7 10|, R=|0 -1 =2
010 5 01 0 0 -1
(3p)
iii. Erstes Pivotelement: Ajz; = 24
(1p)



(¢) Fithre von Gram’scher Matrix C' = [(¢s, ¢;)]?;-, die Cholesky-
Zerlegung C' = GG* mit der unteren Dreiecksmatrix G durch.

Bewels:
[(¥i, 77Z)j>]22,j:1G_1[<¢i7 gbj)]ij:lG_T =G lGGTG T =1,

Alternative: Gramm-Schmidt-Orthogonalisierung

_ 1 _ o1 _
el ey

e = o — aify, a = (¢2,1) = (P2, P1) = —2
= ¢ — (—2)Y1 = ¢y + 2¢1

Uy Q2+ 20
Idoll 02 + 2]
G2+ 2¢1
(P2 + 201, G2 + 261)
¢2 + 21
(P2, 2) + 491, Pa2) + 4(¢1, 1)
_ P2 + 2¢1
5+4-(—2)+4-1
= ¢+ 2¢

P =

(4p)



2.

(a) i Sei A € R™™ be R™ Die Aufgabe, z, € R™ so zu bestim-
men, dafl
Ir(z.) |l = min b — Az|]

heifit lineares Ausgleichsproblem.

(1p)
ii. ||r(z.)| heiBt dabei Defekt des Ausgleichsproblems.
(1p)
iii. A=UXVT mit U € R™", V € R™™ und
¥ = diag(01, ..., Omin{mn}) € R™™
(1p)
iv. Es gilt PT = P (symmetrisch) und PTP = PPT =1
(orthogonal).
(2p)
(b) Normalenform AT Ax = ATb:
9 12 [ 33
12 18 T 48
3 0][3 4 B
4 V2 o ve] T T 48
37 4 [ u
0 V2 YT |22
- T
(4p)
(c)
_ _b _
ui=r vi== w:i=Dpq
q
— a3 11 5
f@) = =+ vla = D@)( + go) + wla+3)



A= 2 (@ D)+ i) @+3) |
(101 1
o 22
~— oo 3
(0 0 4
[ 6
10
b =15
15
10 0 0 11 1
01 0 0 02 2
QR-Zerlegung: A = 00 -2 _§ 00 =5
4
00 -4 00 0
.
R v = QTb
_w—
11 1] - 6
02 2| " _ | 10
00 =5 || | |-15
00 o]Lt%- g
:>u:17’l}:2undw:3
Zusammen mit r,p,q > 0 ergibt sich damit
6
7’:17 p:\/g und ng

(6p)



(a) i. Ein Fixpunkt z* heifit anziehend, falls 3 Us(z*) mit 2() — x*
Va(© € Us(x*) bzw. abstoBend, falls 3 Us(z*), so da8 Vz(?) €
Us(z*) \ {=*} 3m € N mit 20" & Us(z*).

(2p)
ii. Eine Folge {z0)}%2, fir die Ip > 1, ¢ > 0 (¢ < 1 fiir p = 1)
mit
|2V — || < ¢f|aV) — =[P, 5 =0,1,2,..
heift konvergent von p-ter Ordnung.
(2p)
iii. 2
(1p)
(b) i
20D — 40) (Df(x(j)))flf@(j))
r—1
flx)=| —ecosy —2
e*siny — 3
1 0 0 1 0 0
Df(z) =10 e*siny —e*cosy = Df(x)'=|0 = <
0 e*cosy  e°siny 0 —=x¢ =4
20+ — 1
j j sin y(9) cosy)
= ) yUth = 0 2 ez%/j)] +3 Ziyj;
LUt = L0) 1 = chszg()” + 33152%/1()])
o= 1
=<yt = 3
= -3
(3p)

ii.
T} + 2w 4 3 + day + 5
4a3 + 627 + 6x), + 4

Tgy1 = Tk —



ap = T by = 4-xy

a; = a0+2 bl = bo—|—6
Ao = Q1 Tk bQ = bl * Tk
as = ag+ 3 bg = bz + 6
Qg = Qasg- Tk b4 = bg * T
as = as+4 bs = bys+4
ag ‘— a5- Tk

ar = ag+5H

¢ = ar/bs
Tpy1 = T —C
Alternative:

(v +2)ap) + 3)ag + 4)ag +5

Tyl = Tp —
LR (42 + 6)ay + 6)xy, + 4
(3p)
(¢) a ist gesucht < postive Nst. von 2™ — a wird gesucht
Tp—a
Tl =Tk — — 7 To = a
nwy
Tog = 2
. Tk S S
T oy 42
2 3, 3
xri] — 2 3 5 ¥ — 2 0.25
= — = - — = 15 -
T T T T 3 3
= 1.5—0.083 = 1.4167
(4p)



(a) 1. ]LJ(ZL') = H?:O,i;ﬁj ;;:xmlla ] = 07 -y T

(1p)
ii. A. SAn S CQ[CL, b]
B. Sauly ey € s
iy li41
(2p)
iii. natiirliche Splines
(1p)
(b) i. A. Schema der dividierten Differenzen
ro=1]|fo=3
Jor =38
vy =2|fi=11 Jorz =20
Ji2 = 48 Joizs = 4
T2 =3 fa =159 Ji23 = 32
Joz = 112
vy =4 | fs =171

p(z) = 3+8(x—1)+20(x—1)(x—2)+4(x—1)(z—2)(z—3)

(3p)
B.
plr) = 3+ (x—1)8+4 (z—2)(20 +4(x — 3)))
p(0) = 34+ (0—-1)(8+(0—2)(20+4(0—3)))
= 34+(0—-1)(8+(0—2)8
= 3+ (0-1)(—8)
11
(2p)
ii. Hermite Interpolation mit dem Schema dividierter Differen-
zen
Ty — 1 fo = l
fo=2
ro=1|fo=1 Joor =3
Jor =5 Joorr = 4
r1=2|f1=6 Jouu =7
fi=12
Tr = 2 f1 =6

p@) =142z —-1)+3(x—-1)2+4(z—1)*(z — 2)

7



(c)

i ap = fo, a1 = f1 — fo, aa = fa — fo
i. go(z,y) =1—z—y, gi(z,y) =z, go(z,y) =y



5. (a) 1. Sel g1 —xp =h =2 — T

Vorwartsdifferenzenquotient:
f(@r1) — flaw)
h
Riickwartsdifferenzenquotient:
Fla) = F (s 0)
h
Zentraler Differenzenquotient:

f(xr) = flzr)
2h

= f'(z) + O(h)

= f'(ze) + O(h)

= ['(zx) + O(h?)

(2p)
ii. Konsistenz der Approximation fj, von f liegt genau dann vor,
wenn gilt:

lim (f — f) = 0.

Die Konsistenzordnung k liegt dann vor , wenn eine Abschatzung
|f — fu] < Ch* mit einer von h unabhingigen Konstante C

gilt.
(2p)
(b) i. Mittelpunktregel:
- b—a 2
3xtdr =~ (b—a)f( 5 )=(4-2)3-3"=54
2
Trapezregel:
! b— 4-2
[ artte = T @) + 1) = RG24 3 ) = 60
2

Simpson-Regel:

/ Sa?dy g a(f(a)+4f(b_Ta)+f(b)) = 4%32(3~22+4~3-32+3-42) = 56

Alternativ zur Simpson-Regel: Durch Simpson-Regel wird In-
tegral eines Polynom 2.Grades exakt berechnet

4
:>/ 322dr = x?”;l = 56
2



ii. A. Ableitungen:

fleo) ~ =, 025 o4

Pl ~ f(x;z - ;fsxo) _ 0.16(;50.16 0

Pl ~ f(x;z - iffxl) _ 0.160;50.32 _ st

(2p)
B. Flache
I() = 222 (Flwo) + 2/ (01) + o+ 2f (201) + f ()

= % (0.16 4+ 2 - 0.32 + 0.16)
= 0_56 =0.12

(2p)
(c¢) Taylorentwicklungen:

Flath) = f@)+ F@h+ 5 f @+ o)

flr—h) = f() = F@h+ 5 f @0+ Or)

= cflthpfaiele ) — /() + O(h?)
af(x) +bf(z) +cf(z) =0f(z)

= af'(z) —cf'(x) = 1f'(x)
af(x) +ef'(x) = 0f"(x)

10



