1.

(a) i. Wann besitzt A € R™" eine eindeutige LR-Zerlegung mit R,
invertierbar?

ii. Definieren Sie die Konditionszahl x(A) einer Matrix A bzgl.
einer Norm ||.||!

iii. Welche Eigenschaften benétigt eine Matrix A € R™*" fiir die
Cholesky-Zerlegung? Nennen und definieren Sie diese!

(4p)

(b) Gegeben seien

2 3 4 20
A=14 8 11 und b= 53
8 16 24 112

i. Bestimmen Sie die LR-Zerlegung ohne Pivotisierung fiir A
und losen sie damit das Gleichungssystem Az = b.

ii. Bestimmen Sie die LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung fiir
A.

iii. Geben Sie fiir die LR-Zerlegung mit vollstandiger Pivotisierung
das erste Pivotelement an.

(7p)

(c) Gegeben sei der zweidimensionale Raum L mit den Basisfunktio-
nen ¢; und ¢y. Desweiteren sei in L das Skalarprodukt (-, -) tiber
die Gram’sche Matrix

ooy = | 5 3]

und die Norm durch ||¢;|| = v/{i, ;) definiert. Bestimmen Sie
eine Orthonormalbasis {t;}2_; in Abhéngigkeit von der gegebenen
Basis {¢;}2_,!

(4p)



(b)

i. Definieren Sie "lineares Ausgleichsproblem”!
ii. Was ist der Defekt eines linearen Ausgleichsproblems?

iii. Was versteht man unter der Singularwertzerlegung von
A e R¥™?

iv. Nennen und definieren Sie zwei Eigenschaften, die eine House-
holder-Matrix P besitzt!

(5p)

Gegeben seien

und b=

N = O
W NN~
co O Ot N

Losen Sie das tiberbestimmte Gleichungssytem Ax = b im Sinne
der kleinsten Fehlerquadrate mittels der Losung der Normalen-
gleichung!

(4p)

Fiir einen technischen Prozef3, der durch

T — a3 +p(x — 1)1‘(% + %l‘)

+ pg(x + 3)

charakterisiert wird, seien die MefSwerte

|2 -1 0 1
fi] 6 10 5 15

gegeben. Man bestimme die Parameter r,p,¢ > 0 optimal im
Sinne der kleinsten Fehlerquadrate! (Hinweis: Uberfithren Sie
das nichtlineare Ausgleichsproblem in ein lineares!)

(6p)



1i.

1il.

ii.

. Wann heifit ein Fixpunkt x* anziehend bzw. abstoflend?

Definieren Sie den Begriff ” Konvergenz von p-ter Ordnung”
fiir eine Folge {7 120!

Welche optimale Konvergenzordnung hat das Newton-Ver-
fahren, wenn es konvergiert und D f(z*) regulér ist?

(5p)

. Das Gleichungssystem

x
—efcosy =

e“siny =

soll mittels Newton-Verfahren gelost werden. Geben Sie dazu
die Iterationsvorschrift in der Form xgj = p2V ), xéj ), xgj )),
t = 1,2,3, an und berechnen Sie ausgehend vom Startwert
(2°,9°,2%) = (0,0,0) die erste Iterierte.

Fiir die Nullstellenbestimmung des Polynoms p(z) = x* +
203 + 322 + 4o + 5 wird das Newton-Verfahren verwendet.
Formulieren Sie einen Iterationsschritt in Form eines Algo-
rithmus! Dabei soll aus Stabilitdtsgriinden zur Auswertung

der Polynome das Hornerschema verwendet werden.

(6p)

(c¢) Entwickeln Sie eine auf Grundrechenarten basierende Iterations-

vorschrift, um fiir beliebige a > 0 und n € N /a zu bestim-
men! Benutzen Sie diese, um /2 (1.4142) auf 2 Nachkommastellen
genau zu berechnen!

(4p)



(a) 1. Definieren Sie fiir (n 4 1) Stiitzstellen z;, ¢ = 0,...,n mit
x; # x; fir ¢ # j die Lagrange-Interpolationspolynome.

ii. Welche zwei Eigenschaften hat eine zu A, = {a = 2z <
Ty < .. < z, = b} gehorende kubische Spline-Funktion
Sn, :la,b] — R?

iii. Beim Schiffsbau wird eine Planke so an verschiedenen Punk-
ten eingespannt, dafl sie am Anfang und am Ende ein Stiick
iiber die letzten Befestigungen hinausragt. Welche Art von
Spline-Funktion muf} zur Interpolation der Schiffsplanke ver-
wendet werden?

(4p)

(b) i. Die Stiitzstellen z, ..., z3 seien mit ihren zugehorigen Funk-
tionswerten wie folgt gegeben:
x|l 2 3 4
fi 13 11 59 171
A. Bestimmen Sie das Newton-Interpolationspolynom niedrig-
sten Grades durch die gegebenen Punkte!

B. Werten Sie das enstandene Polynom mittels des Horner-
schemas am Punkt & = 0 aus!

ii. In den Stiitzstellen xy = 1, x; = 2 seien sowohl die Funk-
tionswerte f(zg) = 1, f(z1) = 6 als auch die Ableitungen
f'(xg) = 2, f'(z1) = 12 gegeben. Bestimmen Sie mittels
Hermite-Interpolation das Interpolationspolynom niedrigsten
Grades.

(8p)

(c) Wir betrachten das Dreieck mit den Eckpunkten S, = (0,0),
S1=(1,0) und Sy = (0,1). In den Eckpunkten S; = (z;,y;) seien
die Funktionswerte f; gegeben.

i. Man bestimme die Koeffizienten ag, a; und as fiir
g(x,y) = ap + ayx + agy
so, dal g(x;,y;) = fi fir i =0, 1,2 gilt.
ii. Man gebe Funktionen g;(x,y), ¢ = 0, 1,2, an, so daf sich obige
Funktion in der Form
9(x,y) = fo - go(,y) + f1- 91 (x,9) + fa - ga(2,y)
darstellen 1a83t.



(a) i Definieren Sie Vorwirts-, Riickwérts- und zentraler Differen-
zenquotient.
ii. Die Ableitung f’ einer Funktion wird durch f] approximiert
(h-Gitterschrittweite). Erldautern Sie kurz Konsistenz und
Konsistenzordnung der Approximation!

(4p)

(b) i. Bestimmen Sie das Integral f; 3z2dxr numerisch mit Hilfe der
Mittelpunktregel, der Trapezregel und der Simpsonregel.

ii. Gegeben sei eine Funktion durch die Mefireihe
x; 0 025 0.5
fi10.16 032 0.16 |
A. Bestimmen Sie numerisch die Ableitungen der Funktion

an den Mefipunkten! (Falls moglich, soll der zentrale Dif-
ferenzenquotient verwendet werden.)

B. Benutzen Sie die zusammengesetzte Trapezregel, um im
Intervall [z, .., x2] die Flache unter der Funktion zu berech-
nen!

(7p)

(c) Gegeben seien Werte fiir die Stiitzstellen x —h, x und z+h. Leiten
Sie einen Differenzenquotient der Konsistenzordnung 2 her!

(4p)



