Numerische Mathematik Prof. Dr. Peter Benner TU Chemnitz

SS08

Grundlagen des QR Algorithmus
Betrachte (lineares) Figenwertproblem (EWP)
(8.1) Az =z, AeC"™" gegeben.
Beobachtung: Die Iterierten H; der QR Iteration
1. Hy=QMAQy, QlQy=1, (zB. Qy=1,)
2. FORk=1,2,...
(i) Hp-1:= QrRr=QR Zerlegung
(ii) Hy = RypQx
END

konvergieren fast immer gegen die Schurform von A.

Dies wird plausibel aufgrund folgender Beobachtungen (die auch die Grundlage eines

Beweises unter gewissen Voraussetzungen liefern):
1. A und Hj, sind dhnlich:

Hy=Qy - Qi Qi AQuQ: - - Qi = (Q™)TAQW,
und damit gilt A(A) = A(Hy) Vk.
2. Die QR Iteration berechnet implizit die QR Zerlegung von HY,
Hf = QWRy,-- Ry =: QW RW,

Damit folgt, dass die erste Spalte von QW) qgk) = QWey, im Wesentlichen den
[terierten der Potenziteration (s.u.), angewandt auf Hj, ej, geniigt. Daraus
ergibt sich (unter den Voraussetzungen von Satz 8.4), da8

q%’“) — T, (qik))HHoq@ — A,

wobei A1 der betragsgroite EW von Hj (und damit von A) und x; der zugehorige
(normierte) Eigenvektor ist.

Bei Konvergenz Q%) — Q = [21, g, . . . , ¢u] folgt daher

)\1* *
0

H —
Q"Ae=1| | ,
- O -

Mit Hilfe der Unterraumiteration (statt Potenziteration) kann man mit geeigneten
Annahmen zeigen, dass

k k :
span{q§),...,q§)}—>uj Vi=1,...,n.
Das liefert letztendlich die Konvergenz der QR Iteration.
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Grundlagen des QR Algorithmus

(Vektoriteration, von Mises-Verfahren)

Annahmen:

A
o A diagonalisierbar, d.h. 3X € C™" regulir mit X 1AX = . , wobei

X =[z1,...,2,] (0.B.dA. ||z;|ls = 1),

o Mf=No] > > Nl

Potenziteration fiir A € C", () e C™

0) .— 29

1. ¢™: TECIE

2. FORk=1,2,...
(i) 2®) .= Aglk—b,
(ii) ¢¥) := mz(k).

(iii) <,u(k) = q(k)HAq(k) L EL . Rayleigh-Quotient von A, z(k).>

L) (k)

END
Satz 8.4 Unter obigen Annahmen und mit ¢*) = > i gy, ar # 0 gilt:

k—o00

A
220 1.

mit Konvergenzrate 3
1




