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Explizite m-stufige Runge-Kutta-Verfahren

up = Yo,

wobei k. (t;,y;) = y'(s;) = f(sr,y(s,)) mit

r—1
S1 :tj, Sr:tj+04rhj7 ar:Zﬁrl
=1
kl(tja uj) = f(tj7 uj)
kQ(t]’, Uj) = f(tj + OZth, U; + hjﬁZlkl(tjv U’j))
ks(tj,uj) = f(t; +ashj,uj+ hj(Ba1ki(t;, uj) + Bsaka(t;, uj))

kn(ty, ;) = f(t; + cmhy, wj+ Iy (B ka(t), wg) + . ..
coot Bm,m—lkm—1<tj7 ’LL])))

Butcher-Diagramm
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a, ~ Quadratur-Stitzstellen, v, = Quadratur-Gewichte.
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Einige explizite Runge-Kutta Verfahren

1-stufig

— FEulerverfahren
=1
Ujr1 = Uy + hjf(tj, Uj)

Ordnung 1

2-stufig

— modifiziertes Fulerverfahren
=0 =1

1
521—042—5

it = uj + hf (6 + 5hy, uj + 5hif (t), ug)
Ordnung 2

— Verfahren von Heun
71 =72 = %
fo1 = ag = 1h_
ujr = uj + F(f (5, uj)+
S uy + hyf (L, ug))
Ordnung 2
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3-stufig
— Methode von Heun 3.0Ordnung

0

111
Ordnung 3 382

33

ri

— Methode von Kutta 3.0rdnung (Simpsonregel)

0
11
Ordnung 3 212
1/—1 2
14 1
6 6 6
4-stufig
— Klassisches Runge-Kutta-Verfahren
0
111
2|2
1 1
Ordnung 4 310 3
110 0 1
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6 3 36
— (3/8-Regel der Quadratur)
0
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2|3
Ordnung 4 5073 1
1| 1 —-11
13 3 1
8 8 8 8
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Implizite Runge-Kutta-Verfahren

k’r(tj, Uj) = f(tj + Cl/rhj, U + hj(ﬁrlkl Tt Brmkm))
und damit

Ujr1 = Uj + hj(’Ylkl(tja Uj) + ...+ ’Ym]fm(tjp Uj)>

Butcher-Diagramm

ap | Bin - Bim
ay | Bar ... Pom
A Bml cee 6mm

Y1 - TIm

a) Gauf-Form: oj, 3j,; beliebig wahlbar

b) Radau-Form: oy = B11=Pio=...= P =0
oder oy, = 1 und By, = Bomy = ... = By = 0.

¢) Lobatto-Form: oy = P11 = Pro = ... = Bim = Pom = - .. = B =
0, ap, = 1.

Satz von Butcher (1963/1965)

a) Erreichbare Konsistenzordnung p eines expliziten m-stufigen Runge-
Kutta-Verfahrens:

O

m 1234567
6

8
p(m)[1 2344566

NS
Sl\/

9
7 —2

b) Erreichbare Konsistenzordnung p eines impliziten m-stufigen Runge-
Kutta-Verfahrens mit m(m + 1) freien Parametern: 2m.
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Einige implizite Runge-Kutta-Verfahren

Gau3-Form
171
—m=1,p=2 2 i
h; h;
]Cl = f(tj + Ej, Uj + ?jkl)
Uj+1 = Uj -+ hj]ﬁ
(3—v3) 1 (3—2v3)
6 4 12
6 12 4
1 1
2 2

Radau-Form

— Fuler-Verfahren: m=1,p =1

— m=2,p=3

Lobatto-Form

— Verfahren von Heun

0
1

o= = O

0
0
1
2

Ujr1 = Uj + —j<f(t], Uj) + f(t] + hj,Uj + f(tbu])))



