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Losung linearer Ausgleichsprobleme

e Lineares Ausgleichsproblem:

|7 (zs)|| = mIiR{n |b—Az||, AeR™" becR™
xeR”

Fiir ||.|| = ||-||2: Gauf3sche Fehlerquadratmethode, LLS.

e Losung des LLS fiir Rang A = n:

Losung x, existiert und ist eindeutig, ||r(z.)|2 ist der zugehorige Defekt.

— Losung mit QR-Zerlegung: Sei A = QR = @ H’)l} QR-Zerlegung mit

Ry € R™" invertierbare obere Dreiecksmatrix, dann
T c1 Ry
Ir(@)llz = b — @Rzl = Q76— Ralla =1 | -1 = | " | =ll2
= .= Ri'er,  [Ir(@)]z = e
— Losung iiber Normalengleichungen:

|7(2)]|2 = min & ||r(z)|3 = min!
& (b— Az)'(b— Az) = min!

= ATAz, = ATb bzw. 2, = (ATA)"1ATh = A™h.
Beachte: Losung iiber QR-Zerlegung ist numerisch riickwérts stabil, Losung iiber

Normalengleichungen (Cholesky-Zerlegung von AT A nicht)!

e Moore-Penrose-Pseudoinverse:
Zu A € R™*" 3 eindeutige Matrix AT = X € R™™ mit

(1) AXA=A4, (i) (AX)T = AX,
(i) XAX =X, (iv) (XA)T = XA.

Fiir Rang A = n: AT = (ATA)~1AT.
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e Losung des LLS fiir Rang A < n:

— Losung existiert, ist aber nicht eindeutig.

— Zusatzbedingung liefert Eindeutigkeit: ||z.||2 = min{||z||s | z € R" 16st LLS}.
— x, = A"D.

— QR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung:
Fiir A € R™" mit Rang A = s < min{m,n} existieren @) € R™*™ orthogo-
nal, R € R™*" und Permutationsmatrix P € R"*", so daf

R]_[le

AP = QR, R:[O 0 o

] , Ry € R** invertierbar.

— Alle Losungen des LLS erhalt man durch QR-Zerlegung mit Spaltenpivotisie-
rung:

T T 1 AT pan || | B R T
o)l = 1o - QRET o = 17— R = || ¢ | = [ B | [ 2 [

=T

— Rs) ]

— = 16st LLS V 29 € R"7%.

P Rfl(cl
L2

— Losung minimaler Norm erhélt man durch Singulidrwertzerlegung (SVD)
A=U [201 8} VT 3, € R**® invertierbare Diagonalmatrix, U,V orthogonal:
T T T sl |2 0] &
ol = 1o - V=gl = 1070 - il =1 | & | = [ 5 0] [ 3 ]
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