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Satz 3.21:
Sei γ(A) = A ∈ Rn×n und es seien während der numerischen Berechnung der LR-

Zerlegung in M(p, t, emin, emax) mit Maschinengenauigkeit u alle Pivotelemente â
(k−1)
kk 6=

0, dann gilt

L̂ · R̂ = A+H, |H| ≤ 3(n− 1)u(|A|+ |L̂||R̂|) +O(u2).

Beweis: (Mit vollständiger Induktion über n.)
Induktionsanfang, n = 1 : l̂11 = 1, r̂11 = a11, also h11 = 0.

Induktionsschritt, n− 1→ n : Sei A =:

[
α ωT

v B

]
, α ∈ R, B ∈ R(n−1)×(n−1).

Der erste Schritt der Gauß-Elimination ergibt:

t̂ :=

[
v1 � α
vn−1 � α

]
, Â(1) = B 	 (t̂� ωT ).

Es gilt

t̂ = t+ f, |f | ≤ u|t| = u
1

|α|
|v| (3.15)

und
Â(1) = B − t̂ωT + F, |F | ≤ 2u(|B|+ |t̂||ω|T ) +O(u2). (3.16)

Zu Gleichung (3.16):

Â(1) = B 	 (t̂� ωT ) =
(
B − t̂ · ωT (1 + ε)

)
(1 + δ), |ε|, |δ| ≤ u

= B − t̂ωT + δB − εt̂ωT − δt̂ωT − εδt̂ωT︸ ︷︷ ︸
=:F

.

Also folgt

|F | ≤ |δ||B|+ |ε||t̂||ωT |+ |δ||t̂|ωT |+ |ε||δ||t̂||ωT |
≤ u|B|+ 2u|t̂||ωT |+ u2|t̂||ωT |
≤ 2u(|B|+ |t̂||ωT |) +O(u2)

Dann berechne die LR-Zerlegung von Â(1) ∈ R(n−1)×(n−1). Nach Induktionsvorausset-
zung gilt

L̂1 · R̂1 = Â(1) +H1, |H1| ≤ 3(n− 2)u(|Â(1)|+ |L̂1||R̂1|) +O(u2). (3.17)

Nun gilt mit (3.15)

L̂R̂ =

[
1 0

t̂ L̂1

]
·
[
α ωT

0 R̂1

]
= A+

[
0 0
αf H1 + F

]
=: A+H.
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Mit (3.16) folgt

|Â(1)| ≤ |B|+ |t̂||ωT |+ 2u(|B|+ |t̂||ω|T ) +O(u2)

= (1 + 2u)(|B|+ |t̂||ω|T ) +O(u2)

⇒ |H1 + F | ≤ |H1|+ |F |
(3.16),(3.17)
≤ 3(n− 2)u(|Â(1)|+ |L̂1||R̂1|) + 2u(|B|+ |t̂||ω|T ) +O(u2)

≤ 3(n− 2)u{(1 + 2u)(|B|+ |t̂||ω|T ) + |L̂1||R̂1|}+

2u(|B|+ |t̂||ω|T ) +O(u2)

= (3(n− 2) + 2)︸ ︷︷ ︸
≤3(n−1)

u(|B|+ |t̂||ω|T ) + 3 (n− 2)︸ ︷︷ ︸
<n−1

u|L̂1||R̂1|}+O(u2)

≤ 3(n− 1)u{(|B|+ |t̂||ω|T ) + |L̂1||R̂1|}+O(u2)

Außerdem erhält man für n > 1

|αf | ≤ |α||f |
(3.15)
≤ u|v| ≤ 3(n− 1)u|v|

und damit schließlich

|H| =

[
0 0
|αf | |H1 + F |

]
≤ 3(n− 1)u

{[
|α| |ω|T
|v| |B|

]
+

[
1 0

|t̂| |L̂1|

] [
|α| |ω|T |
0 |R̂1|

]}
+O(u2)

= 3(n− 1)u(|A|+ |L̂||R̂|) +O(u2).


