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Fehleranalyse

Betrachte y = f(x), x ∈ D ⊂ R
n, y ∈ W ⊂ R

m, sowie berechnetes Ergebnis

ŷ = y + ∆y = f(x + ∆x).

• Vorwärtsfehler,

– absolut: ‖y − ŷ‖,

– relativ: ‖y − ŷ‖/‖y‖,

wird durch Vorwärtsanalyse abgeschätzt.

• Rückwärtsfehler,

– absolut: η,

– relativ: η/‖x‖,

mit η := inf{‖∆x‖; ŷ = f(x + ∆x)}.

wird durch Rückwärtsanalyse abgeschätzt.

• Numerische Stabilität (eines Algorithmus’:)

Algorithmus, der rel. Rückwärtsfehler von der Größenordnung der rel. Datenfehler
‖∆x‖
‖x‖ liefert, heißt (numerisch) rückwärts stabil.

Algorithmus, der rel. Vorwärtsfehler von der Größenordnung liefert, den ein rückwärts
stabiler Algorithmus liefern würde, heißt (numerisch) vorwärts stabil.

• rückwärts stabil =⇒ vorwärts stabil

∆ yy+

W

D

f

f

y

y + ∆ y

∆xx+

x

Vorwärts−
fehler

fehler
Rückwärts−

numerische
Rechnung



Numerische Mathematik Prof. Dr. Peter Benner TU Chemnitz SS08

• Konditionszahl,

– absolute: Kleinste Zahl cabs(f, x), für die

‖y − ŷ‖ ≤ cabs(f, x)‖∆x‖ + o(‖∆x‖)

gilt;

– relative: Kleinste Zahl c(f, x) = crel(f, x), für die

‖y − ŷ‖

‖y‖
≤ crel(f, x)

‖∆x‖

‖x‖
+ o

(

‖∆x‖

‖x‖

)

gilt

• Ist f differenzierbar, dann gilt

cabs(f, x) = ‖f ′(x)‖, c(f, x) = crel(f, x) =
‖x‖

‖f(x)‖
‖f ′(x)‖,

wobei f ′ der Jacobimatrix von f in x entspricht und ‖f ′(x)‖ die von den gewählten
Vektornormen induzierte Operatornorm bezeichnet.

• gut/schlecht konditioniert:

c(x) ≈ 1 ⇒ gut konditioniert.
c(x) ≫ 1 ⇒ schlecht konditioniert.
c(x) ≪ 1 kann auch schlecht sein wegen des

”
Verlusts der Information“ über

einen möglicherweise großen Rückwärtsfehler.

• Faustregel 1:

Vorwärtsfehler - Konditionszahl × Rückwärtsfehler

• Faustregel 2:

Gute Kondition & stabiler Algorithmus ⇒ zuverlässiges Ergebnis.
Schlechte Kondition oder instabiler Algorithmus ⇒ unsicheres Ergebnis.


