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Einfiihrung

Ein wesentliches Anliegen der angewandten Mathematik besteht in der Entwicklung
schneller Algorithmen fiir haufig wiederkehrende Grundaufgaben. Zu den bekanntesten
effizienten Algorithmen gehort die schnelle Fourier-Transformation (Fast Fourier Trans-
form, kurz: FFT).

Bereits L. Euler nutzte 1753 die Formeln der reellen, diskreten Fourier-Transformation,
um Planetenbahnen zu berechnen. Arbeiten zur Geschichte der Mathematik belegen,
dass C.F. GauBl schon 1805 die Rechenvorteile der FFT zu Hilfe nahm, um die reel-
le diskrete Fourier-Transformation effizient auszuwerten [64]. Zahlreiche Anwendungen
beweisen, dass die FFT nicht an Aktualitat verloren hat.

Es ist kaum moglich, die Bedeutung der FFT in dieser kurzen Einleitung hinreichend zu
wiirdigen, da sie ganze Arbeitsgebiete, wie z.B. die Signalverarbeitung, revolutionierte
und in alle Bereiche der Naturwissenschaften Einzug gehalten hat.

Ein Grund fiir die Popularitit der FFT ist sicher in der Fourier-Analysis zu finden.
Nach der Diskretisierung von Fourier-Integralen sind trigonometrische Polynome vom
Grad N an M verschiedenen Stiitzstellen auszuwerten. Falls die Stiitzstellen dquidistant
liegen, ist diese Transformation als diskrete Fourier-Transformation (Discrete Fourier
Transform, kurz: DFT) bekannt. Durch die Anwendung der FEFT verringert sich die
arithmetische Komplexitit einer d-variaten DFT der Linge N mit M = N¢ von O(N??)
auf O(N?log N). Unter der arithmetischen Komplexitit eines Algorithmus verstehen wir
die Anzahl der zu dessen Realisierung benétigten Multiplikationen und Additionen. Oft
ist bei der arithmetischen Komplexitét eines Algorithmus nur dessen Gréfenordnung, in
Abhéngigkeit von der Anzahl der Eingabewerte, von Interesse.

Einen weiteren bedeutenden Schub bekamen die Fourier-Techniken durch den Einsatz
von Computern und durch die Wiederentdeckung der FFT, die 1965 von J.W. Cooley
und J.W. Tukey [25] publiziert wurde.

Die Beschrankung der FFT auf dquidistante Gitter ist in einer Vielzahl von weiteren
Anwendungen ein nicht zu iibersehender Nachteil.

In dieser Arbeit wird daher die FFT zur schnellen Fourier-Transformation fiir nichtaqui-
distante Daten (Nonequispaced Fast Fourier Transform, kurz: NFFT) weiterentwickelt.
Wir leiten schnelle Verfahren her, um ein d-variates trigonometrisches Polynom vom
Grad N an M verschiedenen Stellen auszuwerten. Die arithmetische Komplexitét dieser
Algorithmen betrigt O(N%log N + M). Durch die Verallgemeinerung der FFT werden
sich sehr viele neue Anwendungsmoglichkeiten eréffnen. Drei verschiedene Einsatzgebiete
sollen hier beschrieben werden:

e Algorithmen zur schnellen Summation,
e Verfahren in der Computertomographie,

e schnelle Fourier-Algorithmen auf der Sphére.
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Diese Arbeit ist in vier Kapitel gegliedert, wobei Kapitel 1 die NFFT erklart und damit
die Grundlagen fiir unsere Betrachtungen in den anderen Kapiteln legt. Alle Kapitel
beginnen mit einer Einordnung und Beschreibung der Probleme. Die Prisentation nu-
merischer Ergebnisse der neuen Verfahren findet jeweils im letzten Abschnitt statt.

In Kapitel 1 werden schnelle Fourier-Algorithmen fiir nichtdquidistante Daten und de-
ren Figenschaften untersucht. Wir entwickeln approximative Verfahren zur Realisierung
der diskreten Fourier-Transformation fiir nichtdquidistante Daten (Nonequispaced Dis-
crete Fourier Transform, kurz: NDFT). Die Grundidee der schnellen Algorithmen fiir
die NDFT besteht in einer Annédherung von trigonometrischen Polynomen im Zeit- und
Frequenzbereich durch Translate einer Ansatzfunktion ¢. Dadurch tritt ein Approximati-
onsfehler auf, den wir in einen Uberlappungsfehler und einen Abschneidefehler aufteilen.
Fiir jeweils verschiedene Ansatzfunktionen ¢ ergeben sich die NFFT-Algorithmen von
A. Dutt und V. Rokhlin [31], G. Beylkin [8] oder K. Fourmont [45]. Um den Wechsel
vom Frequenzbereich in den Zeitbereich schnell zu realisieren, verwenden wir die FFT.
Diese Darstellung der NFFT-Algorithmen wurde im univariaten Fall erstmals von G.
Steidl in [116] und im multivariaten Fall unter anderen vom Autor in [104] prasentiert.

Aus Sicht der linearen Algebra kann die DFT als Matrix-Vektor-Multiplikation mit der
Fourier-Matrix dargestellt werden, so dass die FFT als Faktorisierung der Transforma-
tionsmatrix in ein Produkt von schwach besetzten Matrizen interpretiert werden kann.
In analoger Weise schreiben wir die NDFT als Matrix-Vektor-Multiplikation mit der
nichtaquidistanten Fourier-Matrix und leiten die Faktorisierung dieser Matrix in ein Pro-
dukt von schwach besetzten Matrizen ab. Dies hat weitreichende Konsequenzen, denn
sofort steht auch ein schnelles Verfahren zur Multiplikation mit der transponierten Ma-
trix zur Verfiigung. Es muss nur das Matrix-Produkt transponiert und als Algorithmus
realisiert werden. Fine genaue Untersuchung des transponierten Problems lésst den Zu-
sammenhang zu sogenannten Gridding-Algorithmen erkennen [91, 114, 67, 111]. Diese
Verfahren waren schon vor der NFFT in der Literatur bekannt, jedoch fehlte der exakte
Zusammenhang zwischen Komplexitit und Genauigkeit. Weitere Hinweise auf friihere
Arbeiten befinden sich in [128].

Neben der DFT haben die diskreten trigonometrischen Transformationen eine heraus-
ragende Bedeutung, da sie die Grundlage fiir viele Anwendungen bilden. Nennen lassen
sich hier beispielsweise die numerische Analysis (z.B. Losen von speziellen Integralglei-
chungen) oder die digitale Signalverarbeitung (z.B. Bilddatenkompression). Wir nehmen
wieder die Methoden der Approximationstheorie zu Hilfe, um effiziente Algorithmen fiir
diskrete Kosinus- und Sinus-Transformationen an nichtéquidistanten Daten zu entwi-
ckeln.

Da die nichtdquidistanten Transformationen keine orthogonalen Transformationen mehr
sind, untersuchen wir am Beispiel der NFFT die ,inversen Transformationen®. Die
nichtdquidistanten Fourier-Matrizen sind im allgemeinen keine quadratischen Matri-
zen. Deshalb benutzen wir iterative Gleichungssystemloser (CGNR, CGNE) zur Be-
rechnung der Kleinste-Quadrate-Losungen. Wir erldutern den Zusammenhang zu den
ACT-Methoden (Adaptive weight, Conjugate gradient acceleration, Toeplitz matrices),
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die in [39] entwickelt wurden und verdeutlichen die Beziehung zur Approximation von
beliebig verteilten Daten mittels trigonometrischer Polynome.

Eine Verallgemeinerung der NFFT ergibt sich, falls nicht nur die Knoten im Zeitbereich,
sondern auch die Frequenzen nichtdquidistant gewéhlt sind.

Schlieflich wird gezeigt, dass die NFF'T dhnlich gute Eigenschaften beziiglich Rundungs-
fehlern wie die FF'T hat.

Da der breite Einsatz der FFT-Algorithmen auch vom Vorhandensein sehr effizienter
Programmpakete abhéngt, haben wir die NFFT implementiert und verweisen auf die
dazugehorige NFFT-Homepage [76]. Unser allgemeiner Zugang erlaubt insbesondere eine
Umsetzung, die den vielfaltigen Anwendungen in einfacher Weise angepasst werden kann.
So sind mit diesen C-Programmen die NFFT-Algorithmen beziiglich der verschiedenen
Ansatzfunktionen ¢ sehr gut vergleichbar.

In Kapitel 2 beschreiben wir effiziente Summationsalgorithmen fiir radiale Funktionen,
d.h., wir entwickeln Verfahren zur schnellen Realisierung von speziellen Matrix-Vektor-
Multiplikationen. Eine Hauptaufgabe der numerischen Mathematik besteht in der Ap-
proximation moglichst groffer Klassen von speziellen Matrizen durch Summen und Pro-
dukte von strukturierten Matrizen, die eine schnelle Matrix-Vektor-Multiplikation er-
lauben. Das Interesse ergibt sich aus vielen praktischen Anwendungen, wie z.B. die
Approximation mit radialen Basisfunktionen oder die Diskretisierung von Integralglei-
chungen. In diesen Fillen entstehen lineare Gleichungssysteme mit Matrizen, die im
allgemeinen voll besetzt sind, aber eine gewisse Struktur besitzen. Die zu behandelnden
Problemgrofien gestatten in der Regel kein explizites Speichern dieser Matrizen, was zur
iterativen Berechnung der Losung aber auch nicht notwendig ist.

Bekannte Verfahren, die auch schnelle Summationen realisieren, sind z.B. die Multipol-
Methoden, die Paneel-Methoden, Wavelet-Methoden, H-Matrix-Methoden oder Mosa-
ik-Skeleton-Approximationen.

Dieses Kapitel beginnt mit der Beschreibung des Summationsalgorithmus fiir &quidistan-
te Knoten. In Matrix-Vektor-Schreibweise bedeutet die Summation, das Matrix-Vektor-
Produkt mit einer Toeplitz-Matrix zu realisieren. Der Standard-Algorithmus zur effizien-
ten Berechnung beruht auf der Einbettung der Toeplitz-Matrix in eine zirkulante Matrix,
um diese dann mit der Fourier-Matrix zu diagonalisieren. Unser neuer Summationsal-
gorithmus benutzt an Stelle der Fourier-Matrix die nichtdquidistante Fourier-Matrix. In
einigen Fallen ist zusétzlich ein sogenanntes Nahfeld zu berechnen.

Wir fassen die Vorteile unseres Zugangs wie folgt zusammen:

e Der Algorithmus ergibt sich in natiirlicher Weise durch die Verallgemeinerung vom
aquidistanten Fall zum nichtdquidistanten Fall.

e Der modulare Aufbau (FFT, NFFT, schnelle Summation) gestattet ein einfaches
Verstehen der Algorithmen.

e Fiir Anwendungen ist der Implementierungsaufwand ein nicht zu unterschéatzender
Aspekt. Durch die Beschreibung mittels NDFT bestechen unsere Algorithmen mit
ihrer einfachen Struktur.
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e Ein Anpassen an verschiedene Problemstellungen ist sehr einfach méglich.

Im 3. Kapitel wenden wir uns einer Anwendung in der Computertomographie, der In-
version der Radon-Transformation, zu. Der Projektionssatz (auch Fourier-Slice-Theorem
genannt) liefert sofort einen einfachen Ansatz fiir einen effizienten Algorithmus zur to-
mographischen Rekonstruktion von Radon-transformierten Signalen.

Falls nur die Standard-FF'T benutzt wird, muss eine Interpolation der Daten im Fourier-
Bereich vom Polar-Gitter zum kartesischen Gitter erfolgen. So eine Approximationsme-
thode fiihrt leider nicht zu akzeptablen Rekonstruktionsergebnissen. Deshalb wird in heu-
tigen Computertomographen mit der Methode der gefilterten Riickprojektion gearbeitet.
Der Rechenaufwand ist in diesem Fall deutlich héher als bei den Fourier-Methoden, er
betrigt O(N?) gegeniiber O(N?log N) arithmetischen Operationen zur Rekonstrukti-
on von Bildern mit N Zeilen und N Spalten. Wir stellen zwei verschiedene Fourier-
Rekonstruktions-Algorithmen vor, die auf der NFFT beruhen und vollsténdig ohne In-
terpolation auskommen. In den numerischen Beispielen verdeutlichen wir, dass unsere
Algorithmen zu #hnlich guten Rekonstruktionsergebnissen wie die gefilterte Riickpro-
jektion fithren. Dazu testen wir die Algorithmen nicht nur an Phantom-Bildern, sondern
nutzen auch reale Daten von Tomographiegerdten. Der entscheidende Vorteil unserer
Methode ist die geringere arithmetische Komplexitéit, die wieder in der Effizienz der
NFFT begriindet ist.

Im 4. Kapitel entwickeln wir schnelle Fourier-Algorithmen fiir nichtdquidistante Daten
auf der Einheitskugel S? C R3. Diskrete sphéirische Fourier-Transformationen haben z.B.
in der Meteorologie oder in den Geowissenschaften eine besondere Bedeutung. Sie wer-
den zur Berechnung der Wettervorhersage oder in Klimamodellen benutzt. Auf Grund
der herausragenden Eigenschaft, dass durch sphérische Fourier-Summen alle Gebiete
der Kugelfliche gleich gut aufgelost werden, finden diese Summen Anwendung bei der
Losung von partiellen Differentialgleichungen in sphérischen Geometrien. Die diskrete
sphérische Fourier-Transformation realisiert den Wechsel vom Orts- in den Frequenz-
bereich und umgekehrt. Sie benétigt O(N?) Operationen fiir O(N?) Daten. Da ein
Grofiteil der Rechenzeit fiir diese Transformation verwendet wird, ist eine Reduktion
der arithmetischen Komplexitét eine Herausforderung. Die diskrete sphérische Fourier-
Transformation bendétigt auf speziellen Gittern unter Ausnutzung der Tensorprodukt-
struktur nur O(N?) Operationen. J.R. Driscoll und D. Healy entwickelten in [27] schnel-
le sphérische Fourier-Transformationen auf speziellen Gittern mit einer arithmetischen
Komplexitiat von O(N?log® N). Diese Arbeiten lésten eine Vielzahl von weiteren Un-
tersuchungen und Verbesserungen aus [103, 83, 16, 119, 63]). Wir beschreiben erstmals
schnelle approximative Algorithmen, die mit beliebig verteilten Daten auf der Sphére
arbeiten, d.h., wir reduzieren mit Hilfe der NFFT die arithmetische Komplexitiat von
O(N*) auf O(N?log® N). Damit konnen z.B. die sphirischen Fourier-Koeffizienten mit
beliebigen Quadraturformeln schnell berechnet werden.
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Bezeichnungen

Folgende Standardbezeichnungen werden unter anderem in dieser Arbeit verwendet. Bei-
spielsweise sind N, Ny, Z, R, Rt bzw. C die Mengen aller natiirlichen, nichtnegativen gan-
zen, ganzen, reellen, positiven reellen bzw. komplexen Zahlen.

0jk Kronecker—Symbol
a konjugiert komplexe Zahl von «a
a=ay:= (aj)jy:_ol e CV Spaltenvektor der Lénge N
ep:= (0j0)5 € RY k—ter Einheitsvektor
a’ transponierter Vektor von a
15:=(1,..., )T €74 Eins-Vektor der Lénge d
ab:=a'b Skalarprodukt zweier Vektoren
A= (aj)F_g" e CMXN Matrix vom Format (M, N)
Iy:= (5j7k);‘\,7k_:10 € RV*N Einheitsmatrix
A" transponierte Matrix von A
At = A" transponierte, konjugiert komplexe Matrix
diag ay = (a; 6;,) 2, € RV Diagonalmatrix mit ay = (a;)} '
|z grofite ganze Zahl kleiner oder gleich z € R
[z] grofite ganze Zahl kleiner z + 1
N—1 1/p

|||, = <kzo |ak|p) fiir 1 < p<oo, Norm des Vektors o = (ak)fcv:_ol

k:g.l.zi%il log|  fiir p= o0

Definition von ey ;

1/2 fir j =0, N,
g S
o 1 firj=1,....,N—1

1 fallsz € A,

xa(z) == charakteristische Funktion von A
0 sonst

[]C\l, = {k VAR —% 1, <k < % 1d} Index-Bereich,

die Ungleichung gilt komponentenweise
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Indexabbildung:

Die Multiindizes bei Vektoren und Matrizen sind wie folgt zu verstehen.
Es seien d, N € N, dann definieren wir den Vektor

d_ .
<a’j>.’i61% 1= (an)nNzo 1 mit a,, := aj,

falls fiir die Indizes n und 3 der Zusammenhang

N N N
n = (j1+5)+N(j2+5)+...+Nd1 (jd+§) €{0,...,N"—1}

gilt. Analog erkldren wir eine Matrix durch

(a5.) = (o™ it == ay
Ujk)jerd kert, = \Gmn)m—gn=0 DU dmn = G5 k;

falls fiir die Indizes m,n, 7 und k der Zusammenhang
N N N
m = (j1+5) +N(j2+5) + ...+ N1 (jd+5) €{0,....,N" -1},

M M M
n= <k1+7)+M<k2+7>+...+M“ <kl+7) e{0,...,.M"' -1}

gilt.
Notation: O

Zur Beschreibung der arithmetischen Komplexitit von Algorithmen benutzen wir, wie
in vielen Arbeiten zu dhnlicher Thematik die Landau-Notation, die nicht im strengen
Sinne zu verstehen ist. Wir verwenden fiir grole Werte N und M die Schreibweise O(-)
in der Form

F(N,M)=0(aGi(N) + BG2(M)),
falls wir ein ¢ € R, unabhéngig von den Parametern a und 3, angeben kénnen mit

F(N, M)

<c<oofirN>1lund M > 1.
aGL(N) + BGy(M)| —

Mit dieser Notation sind wir insbesondere in der Lage, die arithmetische Komplexitét
eines Algorithmus genau in Abhéngigkeit von den Parametern o und [ zu beschreiben.
Wir erlauben uns damit auch die Schreibweise O(aN) = O(N).
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1 Fourier-Transformationen fiir nichtaquidistante Daten

In diesem Kapitel stellen wir schnelle Algorithmen zur Berechnung der Fourier-Trans-
formation fiir beliebige Daten vor.

Es sei d € N die vorgegebene Dimension der Problemstellung. Dann definieren wir den
d-dimensionalen Torus T¢ durch

T := {x = (z1,...,29)T €eRY —1/2 <2, < 1/2,t =1,...,d}.

Im Folgenden leiten wir einen Algorithmus fiir die schnelle und stabile Auswertung von
d-variaten trigonometrischen Polynomen

fi=fmy) =) fwe®™=  (jell) (1.1)

keld

und

hk):= Y [ (ke Iy) (1.2)

o
JeIy,

an beliebigen Knoten a; € T? (j € I1,) her, wobei f, € C (k € I%) und f; € C (j € 1))
gegebene Daten sind.

Die Summen (1.1) und (1.2) koénnen als Matrix-Vektor-Multiplikationen interpretiert
werden. Dazu fithren wir die Bezeichnungen

A

fe= (Forery €C (1.3)

und die nichtdquidistante Fourier-Matrix

A= (627rika:j/N) c (CMXNd (14)

jEI} keI,
ein. Damit ist die Auswertung der Summe in (1.1) fir j = —M/2,...,M/2 — 1 dquiva-
lent zur Berechnung des Matrix-Vektor-Produktes A f. Ein naiver Algorithmus benotigt
dafiir O(N?M) arithmetische Operationen.

Nur fiir die speziellen dquidistanten Knoten @; := —(j1,...,ja)/N (j: € I}, t =1,...,d)
sind schnelle, exakte Algorithmen der Komplexitit O(N?log N) bekannt. In diesem
Spezialfall ist die Matrix A die Matrix der d-variaten diskreten Fourier-Transformation

F?lv = (e_Qﬂikj/N)jte‘{,,kzte‘{, e (CNded .
Eine lineare Abbildung von C¥ * in sich, die jedem Vektor f den Vektor F4 f zuord-
net, wird diskrete Fourier-Transformation genannt. Die schnelle Realisierung des Matrix-
Vektor-Produktes wird als schnelle Fourier-Transformation (FFT) bezeichnet. Viele Ver-
fahren sind erst durch die Effizienz der FFT von praktischem Interesse, so z.B. Poly-
nommultiplikation, Matrizenmultiplikation, Matrix-Vektor-Multiplikation, Invertierung
grofer strukturierter Matrizen oder trigonometrische Interpolation auf feinen Gittern.
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In einer Vielzahl von Anwendungen wird die Beschriankung auf dquidistante Gitter als
Nachteil der FFT aufgefiihrt.

Ziel dieses Kapitels ist es, diesen Nachteil durch Entwicklung neuer schneller Algorith-
men zu beseitigen und die FFT zur NFFT (Nonequispaced FFT) weiterzuentwickeln.
Ein wesentlicher Unterschied zur FFT besteht darin, dass die NFFT ein approxima-
tiver Algorithmus ist, d.h., der Anwender kann bestimmen, mit welcher Genauigkeit
das Ergebnis berechnet werden soll. Die hier vorgeschlagene NFFT zur Berechnung von
(1.1) hat eine arithmetische Komplexitit von O(N?log N +m¢M), wobei wir mit m die
geforderte Exaktheit des Ergebnisses steuern.

Einige Teile dieses Kapitels wurden bereits in [104, 95, 96, 40] veroffentlicht.

Dieses Kapitel ist wie folgt gegliedert:

Im Abschnitt 1.1 entwickeln wir einen einheitlichen Zugang zur NFFT. Wir zeigen,
dass die NFFT-Algorithmen durch Approximationen eines trigonometrischen Polynoms
durch Translate einer Ansatzfunktion ¢ hergeleitet werden koénnen. Die Wahl von un-
terschiedlichen Ansatzfunktionen ¢ gestattet es, verschiedene Zugénge von A. Dutt und
V. Rokhlin [31], G. Beylkin [8] und K. Fourmont [45] zur NFFT einzuordnen und neue ef-
fiziente Algorithmen zu entwickeln. Im Abschnitt 1.2 schreiben wir die NFFT-Verfahren
in Matrix-Vektor-Form, d.h., wir approximieren die Transformationsmatrix durch ein
Produkt von verschiedenen Matrizen, die zu den entsprechenden Schritten der Algorith-
men korrespondieren. Im Abschnitt 1.3 stellen wir Fehlerabschéitzungen fiir allgemeine
Ansatzfunktionen ¢ vor, und spezifizieren diese dann in den folgenden Unterabschnit-
ten. Insbesondere verdeutlichen wir durch die spezielle Wahl der Ansatzfunktionen ¢
die Beziehungen zu den fritheren NFFT-Algorithmen. Der genaue Zusammenhang zwi-
schen arithmetischer Komplexitit und Approximationsfehler wird im Satz 1.11 zusam-
mengefasst. Eine Verallgemeinerung der NFFT wird in Abschnitt 1.4 behandelt. Dort
nehmen wir nicht nur an, dass die Knoten, sondern auch die Frequenzen nichtaquidi-
stant gegeben sind. Neben den Fourier-Algorithmen sind eine Reihe weiterer diskreter
trigonometrischer Transformationen von praktischem Interesse. Aus der Herleitung fiir
die NFFT werden wir in Abschnitt 1.5 schnelle, approximative Algorithmen fiir die
diskrete Kosinus-Transformation (Nonequispaced Fast Cosine Transform, NFCT) und
fiir die diskrete Sinus-Transformation (Nonequispaced Fast Sine Transform, NFST) an
nichtdquidistanten Knoten folgern. Eine Rundungsfehleranalyse in Abschnitt 1.6 zeigt,
dass die NFFT ein robuster Algorithmus beziiglich Rundungsfehlern ist. In Abschnitt
1.7 steht die iterative Rekonstruktion von Funktionen aus nichtdquidistant abgetasteten
Daten im Vordergrund. Schliellich enthélt Abschnitt 1.8 zahlreiche numerische Test-
beispiele, die die theoretischen Aussagen der anderen Abschnitte belegen. Wir beenden
dieses Kapitel mit einigen weiteren Bemerkungen sowie Literaturhinweisen und ordnen
auflerdem weitere Arbeiten zur NFFT ein.
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1.1 Schnelle Fourier-Transformationen fiir nichtaquidistante Daten

Wir beginnen mit der Berechnung der Summe (1.1), d.h., wir suchen eine Methode, das
1-periodische trigonometrische Polynom

fl@)= > fue”™™  (freC) (1.5)

keld

an beliebigen Knoten x; € T (j € I1,) schnell auszuwerten. Dazu soll das Polynom
f in (1.5) durch eine Linearkombination von Translaten einer stetigen 1-periodischen
Funktion ¢ approximiert werden. Es sei ¢ € L*(R?) N L'(RY) so gegeben, dass die
1-periodisierte Version

pla)= ) pla+r) (1.6)

rezd

eine gleichméafig konvergente Fourier-Reihe hat. Die Funktion ¢ kann damit als Fourier-

Reihe .
p(x) = cr(@) e (1.7)
kczd
mit den Fourier-Koeflizienten
cr(P) = /95(:1:) e 2mkr 4y (k€ ZY) (1.8)

Td

geschrieben werden. Wir erhalten durch Einsetzen der Definition (1.6) der periodisier-
ten Funktion ¢ in die Definition der Fourier-Koeffizienten (1.8) sofort den Zusammen-
hang mit der (integralen) Fourier-Transformierten ¢ der Funktion ¢ und den Fourier-
Koeffizienten cg (@) der periodisierten Funktion ¢, d.h., es gilt

o(k) = / (@) e da = o) (1.9)

R4

was eingesetzt in (1.6) und (1.7) auch als Poissonsche Summenformel bezeichnet wird.
Die Fourier-Koeffizienten der periodisierten Funktion ¢ sind also an der Stelle k abge-
tastete Funktionswerte der (integralen) Fourier-Transformierten ¢. Im Folgenden wird
die Summation iiber eine Index-Menge 1%, betrachtet. Dazu sei ¢ > 1 der Oversamp-
lingfaktor, so dass 0N eine natiirliche Zahl ist, die spéter insbesondere die Lénge einer
DFT beschreibt. Um effiziente Algorithmen zu erhalten, sollte o N z.B. eine Zweierpo-
tenz sein. Dann kann die DFT sehr schnell durch eine FFT realisiert werden. Ziel ist es
nun, die Koeffizienten g; € C (I € I%y) der Linearkombination

si@)= ) g d <w - O_LN) (1.10)

lerdy
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so zu bestimmen, dass die Funktion s; das trigonometrische Polynom (1.5) annéhert.
Dazu entwickeln wir die 1-periodische Funktion s; in eine Fourier-Reihe und erhalten

si(x) = ch(sl)e%ik”c

kezd

_ Z gk: Ck: 27r1k:1:
kezd

_ Z 0k Ck: p2rike + Z Z Ok Ck:—l—aN'r p2ri(ktoNr)z (1'11)
keldy reZ\{0} keld,,

mit den diskreten Fourier-Koeflizienten

Gui= Y gre RN (1.12)

leldy

Falls die Fourier-Koeffizienten cx (@) fiir |||/ > 0 N—% klein werden und fiir alle k € I,
die Werte cg (@) ungleich Null sind, legt ein Vergleich zwischen dem trigonometrischen
Polynom f in (1.5) und der Fourier-Reihe von s; in (1.11) die Berechnung von g durch

- fulew(@) kel

= ' 1.1
Ik {0 ke 0\ It (1.13)
nahe. Die Koeflizienten ¢; in der Linearkombination (1.10) berechnen sich dann auf
Grund der Invertierbarkeit der Fourier-Matrix aus (1.12) zu

—d Z gkeQWikzl/(aN) (l c IgN)' (114)

keld

Somit ergeben sich diese Koeffizienten g; (I € I2¢y) mit einer d-dimensionalen inversen
diskreten Fourier-Transformation der Lénge oN.

Setzen wir voraus, dass ¢ im Ortsbereich gut lokalisiert ist, so kann sie durch eine Funkti-
on 1, die aulerhalb des Quaders [—m/(oN),m/(cN)]? (m < o N, m € N) verschwindet,
gut angendhert werden. Genauer, wir definieren die abgeschnittene Funktion

| p(x) fallsx € [-m/(cN),m/(cN)]%,
V() == { 0 sonst, (1.15)
und bilden wieder die 1-periodisierte Funktion 1/} Z Y(x +r) € L*(T?). Damit
rezd

koénnen wir s; durch die Funktion

s(x)

I}
(]
<
S
T~
8
I
\_‘/

= > gl&<m—£> (1.16)

lEIo-N,m(il))
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approximieren. Als Index-Bereich I,y () definieren wir wegen der Beschranktheit des
Tragers von v einfach

Ionm(z) = {l € I}y : oNx —m1y <1< oNa+mlg}.

Fiir einen festen Knoten x; enthilt die Summe (1.16) héchstens (2m + 1)¢ von Null
verschiedene Summanden.
Wir erhalten schlieflich

fx)) = s1(x;) =~ s(;)
und damit eine Mdglichkeit, die Summe (1.5) niherungsweise fiir alle x; (j € I},) mit
einer Komplexitit von O(N%log N + m4M) zu berechnen.
Dazugehorige Fehlerabschétzungen werden in Abschnitt 1.3 présentiert. Doch zuvor fas-
sen wir die obige Herleitung in Algorithmus 1.1 zusammen und bezeichnen ihn als NFFT
(Nonequispaced Fast Fourier Transform) bzw. mit NFFT(N®?), um die Transformati-
onsldnge N in d Richtungen zu kennzeichnen.

Algorithmus 1.1 (NFFT)
Eingabe: NNM €N, o>1,meN, z; € T? (j € I,), fu € C (k € I%).

Vorberechnung: (i) Berechne die Fourier-Koeffizienten cg(¢) (k € I%) der 1-
periodischen Funktion ¢, wobei ci(p) # 0 vorausgesetzt wird.
(ii)) Berechne die Funktionswerte 1) (:cj — ﬁ) fiir j € I}, und l €

IUN,m(azj).

1. Setze i := fr/cr() fiir k € I¢,.
2. Berechne mit Hilfe der d-dimensionalen FFT((o N)®%) die Daten

gui=(oN)™ Y g™ N el

keld

3. Setze

s(x)= Y. gn/?(wj—ULN) (7 € Iy).

lEIUN’m(:D]’)
Ausgabe: s(x;) (j € I},) Naherungswerte fiir f; = f(x;) in (1.1).
Komplexitit: O(N%log N + mM).

Bemerkung 1.2 In Abschnitt 1.3 werden wir verschiedene Ansatzfunktionen ¢ und
¢ diskutieren. Darunter sind auch Funktionen 1), die sich sehr schnell berechnen las-
sen, so dass der Vorberechnungsschritt (ii) entfallen kann und damit viel Speicherplatz
eingespart wird. In diesem Zusammenhang verweisen wir auf unser Softwarepaket [76],
welches durch Setzen einfacher Flags eine Vorberechnung optional erméoglicht (siehe auch
[78]). O
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Die Berechnung der Summe h(k) (k € I%) in (1.2) soll nun folgen. Dazu wird zuniichst
die 1-periodische Funktion

i(@)= > fip(x+ ;)
J€IYy,
definiert. Wir berechnen die Fourier-Koeffizienten von g und erhalten mit der Definition
der Fourier-Koeffizienten (1.8) und der Definition (1.2) die Identitét

c(g) = /g(az)e%ikmdw (k € Z%) (1.17)

Td
= > [T (@)
JET}y

= h(k)ck(p).

Damit konnen die gesuchten Werte h(k) (k € I%) berechnet werden, falls cgx(®) und
cx(g) (k € I%) bekannt sind.

Die Fourier-Koeffizienten (1.17) von g bestimmen wir ndherungsweise mit Hilfe der
Trapez-Regel

~ 1 ~ l i o
ck(g) ~ Ny > D fi# (wj - ﬁ) Pk (),

leld jely,

Analog obiger Herleitung sei ¢ im Ortsereich gut lokalisiert, so dass ¢ durch v ersetzt
werden kann, genauer die periodisierte Funktion ¢ wird durch die periodisierte Funktion
lﬁ ersetzt.

Wir fassen diese Herleitung in Algorithmus 1.3 zusammen und bezeichnen ihn als NFFTT
(Nonequispaced Fast Fourier Transform (Transposed)) bzw. mit NFFTT(N®4) um die
Transformationsldnge N in d Richtungen zu kennzeichnen.

Algorithmus 1.3 (NFFTT)
Eingabe: N €N, o >1,meN, x; € T? (j € I},), fu € C (k € I).

Vorberechnung: (i) Berechne die Fourier-Koeffizienten cp(p) (k € I%) der 1-
periodischen Funktion ¢, wobei c(p) # 0 vorausgesetzt wird.

(ii) Berechne die Funktionswerte ¢ (z; — %) fiir I € Iy und j €

Il nm(l), wobei ITy (1) :={j € I}; : 1 —mly < oNz; <1+

mld}

w= X pi(e-oy)  aer

jel;fNym(l)

2. Berechne mit Hilfe der d-dimensionalen FF'T die Daten

G(@) = (ON)™ D e MM (ke 1Y),

leldy

1. Setze
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3. Setze h(k) := ¢x(§)/cr(p) fiir k € I%.

Ausgabe: h(k) Néherungswerte fiir h(k) (k € I).
Komplexitit: O(N%log N + mM).

1.2 Die Algorithmen in der Matrix-Vektor-Darstellung

In vielen Féllen ist es hilfreich, Algorithmen in der Matrix-Vektor-Notation darzustellen.
Es zeigt sich, dass sich die Algorithmen 1.1 und 1.3 nur durch das Transponieren des
Matrix-Vektor-Produktes unterscheiden. Mit den Bezeichnungen (1.3) und (1.4) ist die
Berechnung von f(z) an den Knoten x; (j € I},) dquivalent zur Berechnung des Matrix-
Vektor-Produktes A f.

Im Folgenden zeigen wir, dass der Algorithmus 1.1 als ndherungsweise Faktorisierung
der Matrix A durch das Produkt der strukturierten Matrizen

BF!y \yD (1.18)

interpretiert werden kann. Jede der drei Matrizen korrespondiert zu einem Schritt im
Algorithmus 1.1:
1. D e CN"*N" igt eine Diagonalmatrix

D := diag( (1.19)

@)
Ck:(@) k:e[;(, '
2. FgM N € CUN VXN heschreibt, die o N-te d-variate, abgeschnittene Fourier-Matrix

1 i o
Fonor = g &™)
= F¢17N,N®"'®F<17N,]\L7

d-mal

leldy kel (1.20)

die wir als Tensorprodukt von d einfachen, abgeschnittenen Fourier-Matrizen

o o))

Fcer,N: 0N<e

lell \ kely,

erhalten.
3. B € RM*(N)" igt die diinn besetzte, multilevel Bandmatrix

~ l
B (w (;c - _)) | (1.21)
' oN jert, lerdy,

Es ist offensichtlich, dass wir die Werte h(k) (k € 1) in (1.2) einfach als Matrix-Vektor-
Multiplikation mit der transponierten Matrix von A erhalten kénnen, d.h.; es gilt

(h(k))kerg, = A" (f3)jen,-
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Somit kénnen die Daten h(k) (k € %) niherungsweise durch Transponieren der Fakto-
risierung (1.18), also durch

(h(k»keljdv ~ DT(FgN,N)TBT(fj)jGIII\/I

berechnet werden.

Ein Vergleich mit Algorithmus 1.3 zeigt, dass diese Faktorisierung genau die drei Schritte
des Algorithmus beschreibt. Mit den Algorithmen 1.1 und 1.3 haben wir zwei approxi-
mative Verfahren hergeleitet, aber noch nichts iiber die Approximationsfehler ausgesagt.
Dies soll im folgenden Abschnitt geschehen.

1.3 Fehlerabschatzungen

Im Gegensatz zur FFT ist die NFFT ein approximativer Algorithmus. Deshalb wird der
genaue Zusammenhang zwischen Exaktheit des berechneten Ergebnisses und arithmeti-
scher Komplexitit des Algorithmus untersucht. In diesem Abschnitt zeigen wir zunéchst
allgemeine Fehlerabschétzungen, die anschlieend fiir spezielle Funktionen ¢ prézisiert
werden. Wir kénnen uns im Folgenden auf die NFFT konzentrieren, da die NFFTT den
gleichen Approximationsfehler liefert. Dies wird insbesondere durch die Matrixfaktori-
sierung in Abschnitt 1.2 deutlich.

Den Approximationsfehler des Algorithmus 1.1

E(x;)) = | f(x;) — s(;)] (1.22)
zerlegen wir in den Uberlappungsfehler (aliasing error)
Eu(x;) = [ f(x;) — s1(x;)|
und den Abschneidefehler (truncation error)
Ei(x;) := |s1(z;) — s(x;),

so dass E(x;) < E,(z;) + E(x;) gilt. Der Uberlappungsfehler, der durch das Abschnei-
den im Frequenzbereich entsteht, kann wegen (1.5), (1.9), (1.11), (1.12) und (1.13) durch

Ea(wj) = Z Z kab(k—l—aNr) eZwi(k+UNr)a:j
keIl reZ4\{0}
; ok +oNr)
< MIRY [P
kerd d 90( )
ely reZ4\{0}
o(k+oNr
< Ifimay Y [HEEENT .
rezivgoy! ¥

abgeschétzt werden.
Der Abschneidefehler E; entsteht durch das Abschneiden von ¢ im Ortsbereich und
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héngt damit von der Lokalisierung von ¢ im Ortsbereich ab. Es ergibt sich wegen der
Definition von s; in (1.10) und der Definition von s in (1.16)

e = |5 (5 (5 ) - (s 2]

d
lerdy

Beachten wir nun den Zusammenhang (1.9), die Berechnung von g in (1.13) und die
Identitét

fk 2rikl /( N)
= TRe/\g 1.24
gi (UN Z )e ( )
keld
so folgt
1 fr o2k . ! 7 !
E(g) < rikl/ (o) RN b
(@) < | 2 2 am @ on ) v \® T ow
leId,, keld,
und weiter
fk l ~ l ikl /(o N)
) < o 2 2 2 (2 (w-ax) O (m o)) @
kld llgN
[Ed[R 1 . ! 7 ! 2rikl/ (o)
< - R S i o
= (oN) kert, |3(K)] 2 (elm—ox)vl=-55))c
lerd
(1.25)

Die Summe iiber I kann weiter vereinfacht Wer(jen. Dazu benutzen wir die Definitionen
von ¢ in (1.6), ¥ in (1.15), die Definition von 1 und erhalten

@(w> - QZJ(CC) = Z 90(-’13 + T) — go(:c + ’I‘) X[,%,%]d(a} -+ ’l").

Fiir die Summe (1.25) erglbt

< < ) J (wj . ULN)) ekl (o)
lerd,,

l

- ( Z - ﬁ + 'I“)

lerd ez
l 2mikl/(oN)
—© mj——N+T X[_oﬂNoﬂN}d $]——N+’r' (§]
r 2rikr/(cN
< 2 (elmtoy) —o ot oF) Xomman (s 55))
re
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und schliefllich fiir den Abschneidefehler (1.25) die Ungleichung

||f||1 1 r mikr/(o
Blm) < G| 2 ¢ (mrgy) ) o)
N

A r m
Hmf—i_oNHoozoN

W i X ool am

o5 |l 2%
Damit haben wir allgemeine Fehlerabschiatzungen fiir die Ansatzfunktion ¢ angegeben.

In den folgenden Teilabschnitten werden spezielle Ansatzfunktionen ¢ gewéhlt und die
Fehlerabschétzungen prézisiert.

Um den Approximationsfehler F in (1.22) moglichst klein zu halten, miissen wir den
Uberlappungsfehler E,, welcher von der Frequenzlokalisation von ¢ abhingt, und den
Abschneidefehler F, welcher von der Ortslokalisation abhéngt, kontrollieren. Wir wer-
den uns im Folgenden deshalb mit Funktionen, die im Ortsbereich optimal lokalisiert
sind, d.h. F; = 0, die im Frequenzbereich optimal lokalisiert sind, d.h. E, = 0 und mit
Funktionen fiir die E; ~ F, gilt, beschéaftigen.

Die Definitionen fiir ¢ bzw. 1 im multivariaten Fall erfolgen durch ein Tensorprodukt
von univariaten Funktionen, welche wir auch wieder mit ¢ bzw. 1) bezeichnen.
Wir definieren

d
¢:R* R durch o(z):= H o(zy),
t=1

wobei wie iiblich der Vektor & = (x1,2s,...,14)T ist. Analog definieren wir ¢ : R? —
R als Tensorprodukt von Funktionen ¢ : R — R. Es ist klar, dass sich die Fourier-
Koeffizienten der multivariaten Funktionen ¢ einfach als Produkt der Fourier-Koeffi-
zienten der univariaten Funktionen ¢ ergeben. Diese Beziehung folgt aus der Definition
(1.9), denn es gilt

d
p(k) = [ [ &(ks) mit k:= (ky,. .. ka)".

t=1
Wir unterscheiden in der Bezeichnung von ¢ und % nicht beziiglich der Raumdimension
d, da dies stets aus dem Zusammenhang deutlich wird.
In den drei folgenden Unterabschnitten werden wir uns auf Fehlerabschétzungen im ein-
dimensionalen Fall beschréinken. Fiir multivariate Fehlerabschatzungen verweisen wir auf
[34, 29]. Im Abschnitt 1.8 werden verschiedene numerische Tests durchgefithrt. Wir ver-
gleichen dort die verschiedenen Ansatzfunktionen ¢ beziiglich der Approximationsfehler
und der Laufzeiten der Algorithmen (siehe Beispiele 1.1 und 1.2).

1.3.1 Ansatz mit B-Splines (Zeitbeschrankte Funktionen)

In diesem Abschnitt wollen wir Funktionen ¢ betrachten, fiir die der Abschneidefehler
E; verschwindet. Im Zusammenhang mit der NFFT wurden solche Funktionen erstmals
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in [8] betrachtet. Die Abschétzungen in diesem Abschnitt sind im wesentlichen aus [116]
iibernommen. Es sei 0 < m < N eine gegebene natiirliche Zahl.
Wir fiithren die zentrierten kardinalen B-Splines iiber die Rekursionsbeziehung

_ 1 fiir r € |[-1/2,1/2),
My(z) == { 0 sonst,
1/2
My (x) == / My (z—t)dt m=1,2,... (1.28)
~1/2
ein. Als Triager der B-Splines ergibt sich supp My, = [—m,m]. Die Fourier-Transfor-

mierte von M; kann mit Hilfe der sinc-Funktion

1 fiir xr =0,
sincx := sin x

sonst
T
in der Form
1/2
M (v) = / e 2™ 4y = sinc(rv) (1.29)
—1/2

geschrieben werden. Wir benutzen den Faltungssatz, um die Fourier-Transformation der
Funktion M, zu berechnen. Unter Beriicksichtigung der Definition (1.28) ist

(M 5 My) () o= / Myn(z — )My (1) dt = My ()

und mit der Faltungseigenschaft der Fourier-Transformation ergibt sich

~

M, (k) = (sinc(mk))™ (m € N). (1.30)

Mit diesen Vorbemerkungen sind wir in der Lage, Beispiele fiir Funktionen ¢ und v aus
Abschnitt 1.1 mit Hilfe von B-Splines zu definieren.
Dazu sei ¢ mittels der skalierten, zentrierten, kardinalen B-Splines der Ordnung 2m
durch die Formel

o(x) := Mo, (6 Nx) (x € R) (1.31)

gegeben. Damit ist ¢ eine stetige Funktion mit beschréanktem Trager supp ¢ C [—3—%, 3—%]

Mit der Definition 1 := ¢ ergibt sich sofort, dass in (1.25) der Abschneidefehler E; ver-
schwindet. Um auch den Uberlappungsfehler E, abzuschéitzen, formulieren wir zunéchst

folgendes Lemma (vgl. [116, 104]).
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Lemma 1.4 Fiir 0 < u < 1 und m € N gilt die Ungleichung

2m 2m
U 4m U
E < .
(u—l—'r’) 2m—1<u—1)

reZ\{0}

Beweis: Fiir r > 0 gelten wegen der Ungleichung

2m 2m
U U
<
<u + T) B <u — r)
die Abschétzungen

2m
(i) = e
u—+r

reZ

< 1+2
Dies liefert die Behauptung des Lemmas. |

Wir formuliern folgenden Satz (vgl. [116]).

Satz 1.5 Zur Berechnung der Summe (1.1) durch den NFFT-Algorithmus 1.1 sei fiir
den univariaten Fall d = 1 die Ansatzfunktion ¢ = 1 in (1.31) gegeben. Dann kann der
maximale Approximationsfehler fiir alle Vektoren f := (fy)rep, durch

A 4m 1 o
Eoo = maXE(%) < ||f||1
J€ Yy 2m =1 \20 =1

abgeschétzt werden.

Beweis: Da ¢ einen kompakten Trager hat und wir ¢ = ¢ gesetzt haben, verschwindet
der Abschneidefehler £, in (1.25). Um den Uberlappungsfehler E, in (1.23) abzuschétzen,
betrachten wir die Fourier-Koeffizienten von (. Diese ergeben sich nach der Definition
(1.9) unter Beachtung von (1.30) und (1.31) zu

p(k) = cul@) = / () e 2T 4y

= /Mzm(aN:c) ™R dp
R

1 . 7k 2m
= —— | sinc—— .
oN oN
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Damit folgt dann

sin(km/(oN)) )2m
kr/(oN)+rm

(o) ()

oNg(k+roN) = (

_ oNG(k) (%)Zm

und wir erhalten mit (1.23) die Ungleichung

N/2-1
. 4m (/(oN))*™
E. < .
<Ml 5= 2. (k/(oN) — 1)2m
k=—N/2
k#0
Da die Funktion u*™/(u — 1)*™ monoton wachsend fiir v € [0,1/2] und |k| < N/2 ist,
folgt die Behauptung. [ |

Bemerkung 1.6 In [104] haben wir Fehlerabschétzungen fiir diskrete Sobolev-Normen
hergeleitet. Dazu sind Informationen zum Abfall der Fourier-Koeffizienten fk notig. Dann
konnen die Fehlerabschéitzungen und damit die Laufzeiten der Algorithmen verbessert
werden. Am Beispiel von diskreten trigonometrischen Transformationen fiir nichtaqui-
distante Daten (siehe Abschnitt 1.5) erfolgte die Untersuchung in [95, Example 4.1].

O

1.3.2 Ansatz mit GauB-Funktionen

In diesem Abschnitt geben wir Fehlerabschétzungen fiir den Approximationsfehler (1.22),
die sich aus den Algorithmen aus Abschnitt 1.1 beim Ansatz von Gauf-Funktionen er-
geben. Im Zusammenhang mit der NFFT wurden solche Fehlerabschéatzungen erstmals
in [31] betrachtet und mit unserem allgemeinen Ansatz in [116, 104] wie im Folgenden
verbessert. Im univariaten Fall werden die Gaufl-Funktionen ¢ durch

| S
o() = (@Na/b - (p € RY) (1.32)

definiert. Nutzen wir die Fourier-Transformierte der normierten Gauf-Funktion e~
(siehe z.B. [23, Example 2.6])

/ e qp = re ™R (1.33)

R

22

so folgt mit der Definition von (1.9) die Fourier-Transformierte von (1.32)

@) = (k) = — e () (1.34)



Abschnitt 1.3 Fehlerabschatzungen 25

0.4

ooo
nonon

ow
T

03

021

0.1r-

!
-05 -0.4

0.035

b
0.03f A - b
A o

0.025 S

0.02 , \

0015 G
0.01F i

0.005 o \"-
/
. /f/ L \‘\

-15 -10 -5 0 5 10 15

Abbildung 1.1: GauB-Funktionen ¢ in (1.32) (oben) und ¢ (unten) fiir oN = 32 und
verschiedene Parameter b € {2, 15,30}.

An dieser Stelle tritt natiirlich die Frage auf, wie wir den Parameter b wéhlen miissen. Es
ist klar, dass wir mit diesem Parameter die Orts- und Frequenzlokalitéit steuern kénnen
(siehe Abbildung 1.1).

Algorithmen zur NFFT, die die GauB-Funktionen benutzen, wurden erstmals in [31]
angegeben, wobei dort der Parameter b durch numerische Untersuchungen bestimmt
wurde. Wir wéhlen b so, dass die Fehler Fy und FE, von der gleichen Groflenordung
sind. Diese Wahl folgt aus den Fehlerabschétzungen von Satz 1.7. In [116] ist belegt,
dass diese theoretischen Untersuchungen schnellere bzw. genauere Algorithmen zur Folge
haben (siehe auch [29]). Wir beweisen die Fehlerabschétzung fiir die Gaufi-Funktionen
im folgenden Satz.

Satz 1.7 Zur Berechnung der Summe (1.1) durch den NFFT-Algorithmus 1.1 sei fiir
den univariaten Fall d = 1 die Ansatzfunktion ¢ in (1.32) gegeben. Es gelte o > 3/2

und b := 2"1 . Dann kann der maximale Approximationsfehler fiir alle Vektoren f

(fi)ker, durch

Bse = max () < 4| f|j e (1=57=1)

A

abgeschétzt werden.

Beweis: Fiir positive Zahlen a und ¢ wird die Abschétzung

o0 [e.9] o0

_Ca2
/em2 dx:/e ceta)’ gy < e 0“2/ L (1.35)
2ac

a 0 0




26 Kapitel 1. Fourier-Transformationen fiir nichtdquidistante Daten

benutzt. Wir betrachten zunichst den Uberlappungsfehler E,. Mit der Fourier-Trans-
formierten ¢ der Gauf-Funktion (1.34) ergibt sich in (1.23)

£ —br2( 2k gy
Ea(as) < | flmax 37 e (),
N rez\{0}

Da e" + e~ monoton wachsend fiir u > 0 und monoton fallend fiir u < 0 ist, folgt
Eulay) < [1fih 30 (e 0o 4 o)
r=1
~ ,r o\ 2
< 1Al (eww (14 &) 1 o

2bm2

< i [ e 0 (14 o) 4 SE)

und schlieBlich mit Hilfe der Formel (1.35)

Ea(z;) < Hf||1e—b7r2(1—§) <1 L7 wne (1 n L)) |

(20 — 1)br? (20 + 1)bm?

Um den Abschneidefehler E; abzuschétzen, substituieren wir (1.32) und (1.34) in (1.27)
und erhalten unter Beriicksichtigung der Definition (1.15) von v die Ungleichung

~ 2 2 o0 .
Ei(z;) < ||f“1meb(2o) Ze 2/b
T L P
Vb

Mit (1.35) ergibt sich

Ei(z;) < |Ifll:

2 (14 ) (B,

2 gewihlt haben, ist

)~ (%) -1-2

20
20—1

Da wir b =

und somit
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Demzufolge bekommen wir fiir den Gesamtfehler £ < F; + FE, die Ungleichung

~ 1 —4dmm 20-_1 1+ﬁ
E. < —bm?(1-2) [ 4 2 Sl (14— - _ Qo Um
<|[fll e +o—te 550 7 ) T -

Der Ausdruck in den eckigen Klammern ist fiir festes m > 1 monoton wachsend fiir
wachsendes ¢, und monoton fallend fiir festes o und wachsendes m. Da fiir ¢ — o0
dieser Ausdruck gegen

Vm +m 4+ 2mm

2+ m3/2

strebt, erhalten wir fiir m > 2 die Behauptung

B < 4[|flli e (2)
= 4|Ifll e ().

1.3.3 Ansatz mit Sinc- und Kaiser-Bessel-Funktionen
(Frequenzbeschriankte Funktionen)

In diesem Abschnitt wollen wir Ansatzfunktionen so wihlen, dass der Uberlappungsfeh-
ler F, verschwindet. Es ist klar, dass wir dazu frequenzlokale Funktionen, d.h. trigono-
metrische Polynome, verwenden miissen. Zwei verschiedene Moglichkeiten, die Ansatz-
funktion ¢ zu wéhlen, werden beschrieben.

Ansatz mit Sinc-Funktionen

Im Folgenden wollen wir wieder einen B-Spline-Ansatz beschreiben. Diesmal soll aber der
Fehler E, vollstéindig verschwinden, d.h., es wird verlangt, dass ¢(k) einen kompakten

Tréger im Frequenzbereich hat. Die Fourier-Transformierte der Ansatzfunktion ¢ sei
durch

definiert. Da der Tréger des B-Splines (vgl. die Definition (1.28)) durch suppMs, =
[—m,m] gegeben ist, folgt, dass $(k) = 0 fiir [k| > oN (1 — 5 ) ist und damit ist
E.(z;) = 0in (1.23), denn ¢(k + oNr) = 0 fir —N/2 < k < N/2 und r # 0. Jetzt
wird die Funktion ¢ so berechnet, dass die Fourier-Transformierte von ¢ durch (1.36)
gegeben ist. Dazu starten wir mit der Identitét (vgl. (1.30))

. 1 2m
/MQm(Nx) e 2w g = N (sinc (%)) :
R



28 Kapitel 1. Fourier-Transformationen fiir nichtdquidistante Daten

N25(20—1)

5 und erhalten
m

substituieren z = ( 2mk setzen w =

__<emk ___
2% 1)NZ°

2 . N(20 —1 Ns(20 — 1)\ \*™"
/MQm 7mk e~ 2miks qf — 7( g ) sinc TSR ) 8( g ) .
(20 — 1)N om om
R

Also berechnet sich die Ansatzfunktion ¢ durch die Formel

) = M=) (g (=YY asm

2m m

Satz 1.8 Zur Berechnung der Summe (1.1) durch den NFFT-Algorithmus 1.1 sei fiir
den univariaten Fall d = 1 die Ansatzfunktion ¢ in (1.37) gegeben. Es gelte o > 1. Dann
kann der maximale Approximationsfehler fiir alle Vektoren f := (f)ie 1, durch

- 1 4 o am=1
Ey = E(z;) <
max B(z;) < | flhg, — (Ugm + <20__1) )

M

abgeschétzt werden.

Beweis: Da ¢ einen kompakten Triger im Frequenzbereich hat, verschwindet der Uber-
lappungsfehler F, in (1.23). Deshalb miissen wir nur noch den Abschneidefehler F; in
(1.27) abschétzen. Wir beginnen mit der Berechnung von
1 1 1
max —— = — = —
rely o(k) ¢ (%) Mo, (20—_1)

und schreiben den Funktionswert des B-Splines als Integral

2 N(20 —1 Ns(20 — D\ ..
Mo, mhk = (20 >/ sinc TR =) 5(20 ) e2miks (g,
(20 — 1)N 2m 2m
R

Wegen

& <g) = My, (20”1 1) - N(an_ D R/ (sinc (—WNS(: - 1>))2m Ve s

gilt mit der Ungleichung sin(z) > 2z fiir 2 € [0, 7/2)]

_m_
2(20—1)N

M2m<2ani1) = W / <%>2md3

_ m
2(20—1)N
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und schliefilich

1 < (71’)27”
max — .
kerl, p(k) — \2

2m
(sinc <77m(20 — 1))) dx
2mo
9 2m
om de
mx(20 — 1)

_ [(2\"™20-1 N o\
o\ 2 2m—1\20-1
B 9 2m No . 2m—1
- \7) 4m-2\20-1 '

Nun schitzen wir noch ¢ (%) ab. Auf Grund der Definition (1.37) ist

90( mn ) _ N@2o-1) (sinc(%?_ 1)7T>2m.

ﬁ 2m o

Weiterhin folgt

[o()as = NeooD

N(20 —1)
2m

IN

5\8 3\»8

Da fiir 0 > 1 die Abschitzung § < %ﬂ' < 7 und die Ungleichung

|sin(z)] < 5 + e fir z e (5,7(‘)

sinc T < —
20 TOo

() <M1 ()"

Hieraus folgt fiir die Ungleichung (1.27)
.1 /m\2m [N2o—1) / 2\ [/2\*"" No o\
Bo < Ak (D) [Memn (2 2
- ||f||10N 2 [ 2m <7m) +<7T) dm —2 \20 —1

T el S S o\
N ! m o?tl - 2m—1\20—1

und somit die Behauptung. |

gilt, erhalten wir

und damit
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Ansatz mit Kaiser-Bessel-Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir einen Ansatz mit Kaiser-Bessel-Funktionen beschreiben.
Im Zusammenhang mit der NFFT wurden diese Funktion erstmals in [44, 45] betrachtet.
Wir definieren sie als

( sinh(by/m2 — (o N)222)
) m/m? — (0N)2a2

plr)=< 7 fir [z = 7%, (1.38)

sin(by/(oN)2a2 — m?)
7/ (o N)222 — m2

fiir lz] < % (b=:7r( —l)),

sonst

\

und koénnen die Fourier-Transformierte fiir gerade N unmittelbar, mit Hilfe der modifi-
zierten Bessel-Funktion nullter Ordnung I, angeben (vgl. beispielsweise [90])

(k) = { L Io(m /B = @rk/(ON))?) fiir k= —oN (1= 2£),...,oN (1- L),

0 sonst.

(1.39)
Aus dieser Definition folgt sofort, dass der Uberlappungsfehler F, verschwindet, denn
O(k+oNr) =0 fir r # 0 und —N/2 < k < N/2 und somit E,(z;) =0 in (1.23).
Bevor wir den Abschneidefehler F; abschitzen kénnen, geben wir folgendes Lemma an.
Fiir den Beweis verweisen wir auf [44].

Lemma 1.9 (vgl. [44, Satz 2.5.11]) Fiir b= (2— 1) mit 0 > 1 und mit t € R gilt

sin(bv/r2 — m?2
T (bv )

2mitr <
s e <2(1++/m).

[r|>m

Satz 1.10 Zur Berechnung der Summe (1.1) durch den NFF'T-Algorithmus 1.1 sei fiir
den univariaten Fall d = 1 die Ansatzfunktion ¢ in (1.38) gegeben. Es gelte o > 1. Dann
kann der maximale Approximationsfehler fiir alle Vektoren f := (f)ie I, durch

& 1
B = max B(z;) < | fll 4 (v/im +m) {1 - = e300
jel g

M

abgeschétzt werden.

Beweis: Wir haben wieder nur den Abschneidefehler E; in (1.27) abzuschétzen, denn
der Uberlappungsfehler E, verschwindet. Da ¢(k), gegeben in (1.39), fiir wachsende k
monoton fallend ist, folgt

1 1 oN

max = =

ket oK) e (5) ] I (zmﬂ 1 i) '
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Nun ist ¢ (%) = ; und wegen Lemma 1.9 kénnen wir mit b = 7w ( ) den Approxi-

mationsfehler wegen (1.26) durch

Ew < Iflh(2+2vm)/ Iy (zmm/ - g)

1
abschétzen. Mit Hilfe der Formel Iy(z) > e fiir x > 1 (vgl. [43, S.160]) folgt die
V2rx
Behauptung. [ |

Die Ergebnisse dieses Abschnitts wollen wir in einem Satz zusammenfassen.

Satz 1.11 Der Approximationsfehler E in (1.22), der im univariaten Fall durch die
naherungsweise Berechnung der Summe (1.1) durch s in (1.16) mittels Algorithmus 1.1
entsteht, kann fiir alle j € I3, durch

[/ () = s(a;)| < Clo.m)|| £l

mit

(4 (5= 1) fiir die B-Splines (1.31),

4 e=mm(1=1/(20-1)) fiir die Gau3-Funktionen (1.32),
Cloym) -= 5 (20‘11)2m_1 fiir die Sinc-Funktionen (1.37),

4e(v/m + m) {*/E e™2/1-1/7  fir die Kaiser-Bessel-Funktionen (1.38)

abgeschéitzt werden.

Beweis: Aus Satz 1.5, Satz 1.7, Satz 1.8 und Satz 1.10 folgt sofort die Behauptung. W

Um eine vorgegebene Genauigkeit € des relativen Approximationsfehlers zu erhalten,
miissen wir fiir festes o > 1 den Abschneideparameter m mindestens wie m ~ log(1/e)
wahlen. Damit betrédgt die arithmetische Komplexitéat des Algorithmus 1.1 im univaria-
ten Fall O(cNlog(oN) +mM)=O(N log N + log(1/€e)M).

Wir bestétigen durch numerische Testbeispiele in Abschnitt 1.8 (vgl. Beispiel 1.1), dass
der Fehler E fiir wachsendes m exponentiell fillt.

1.4 FFT-Verfahren fiir beliebige Knoten und beliebige Frequenzen

Die in Abschnitt 1.1 beschriebenen Algorithmen sind FFT-Verfahren fiir beliebige Kno-
ten und ganzzahlige Frequenzen. Wir wollen diese Verfahren weiter verallgemeinern und
einen Algorithmus fiir beliebige Knoten und beliebige Frequenzen vorstellen, d.h., einen
Algorithmus fiir die schnelle Berechnung der Summe

v)= > freTEw (eI, (1.40)

kel
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wobei x), € T¢ v; € NT? sind. Diesen Algorithmus bezeichnen wir als NNFFT. Erstmals
wurde dieser Algorithmus von B. Elbel und G. Steidl in [35, 34] vorgeschlagen (siche
auch [104]). Es stellt sich heraus, dass der NNFFT-Algorithmus eine Kombination aus
dem NFFT-Algorithmus 1.1 und dem NFFTT-Algorithmus 1.3 darstellt.

Es sei o1 € Ly(RY) N Li(RY) eine hinreichend glatte Funktion, wobei die Fourier-Trans-
formierte durch

fil0) = [ @) e
R4

gegeben ist und der Bedingung ¢, (v) # 0 fiir alle v € NT? geniigt. Damit erhalten wir

fiir die Funktion
G(@):= > frpr(x— )
kelk
die Fourier-Transformierte
Glo) = 3 fre 7 1 (o)
kel}
und es gilt A
G(v;) : 1
V) = — e Iy).
f( J) 1 (vj) (.7 N)
Also miissen wir fiir gegebene Fourier-Transformierte ¢, die Funktion G an den Knoten
v; (j € Iy) berechnen.
Es sei Ny := oy N (07 > 1), m; € N (2m; < Ny). AuBerdem fiithren wir den Parameter
a € Rt ein, um a-periodische Funktionen zu benutzen. Wir schreiben G(v) als

G(v) = Z fr /gpl(az—azk)e_%m dx

kel}v Rd

und diirfen die Summation und Integration wegen [20, Lemma 5.3] vertauschen, so dass

Glv) = Z Ix Z o1 (x + ar — o) e 2@V gy (1.41)

keIl oTd rczd
gilt. Anschlieflend diskretisieren wir dieses Integral wieder mit der Rechteckregel
A _ t —2mi(-L +a
60) = (0= X AN Y T e rar—age R (1
ker} teldy rerd
Analog zu Abschnitt 1.1 wird die Funktion ¢; durch eine Funktion ¢y mit supp¢; C

[_2]\%1’ %Vﬂll]d approximiert. Damit enthélt die innere Summe in (1.42) nur fiir » = 0 einen

Summanden ungleich Null. Vertauschen wir die Reihenfolge der Summation, so ergibt
sich

S1(v) ~ Sy(v) = N[ ¢ Z Z fi wl(]\fil — @) | e 2t/

teldy, \kely
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Nachdem wir die innere Summe iiber k € I berechnet haben, kénnen wir die Auswer-
tung der dufleren Summe mit Hilfe des NFFT-Algorithmus 1.1 schnell berechnen. Die
zugehorigen Ansatzfunktionen und Parameter indizieren wir mit dem Index 2 und fassen
den Algorithmus zusammen.

Algorithmus 1.12 (Schnelle Berechnung der NNFFT (1.40))
Eingabe: N e N, 01 > 1,0, > 1, Ny:=0;N,a:=1+ 2]\%1, Ny := gy09aN,
xp €T, freC(kely), v, € NT (5 €l})).
Vorberechnung: (i) ¢1(v;) (5 € Iy), wobei $1(v;) # 0 vorausgesetzt wird,
(ii) 1 (5 — i) (k € I§, m(t),t € Lan, iy (@),
(iii) ce(p2) (t € I2y,), wobei cy(2) # 0 vorausgesetzt wird,
(iv) Yot — 57) (7 € Iy, 1€ Ingms (R2))-

1. Berechne

Ft)= Y fivn (5 —o) (€ Tovm),

kell .

2. Setze gy = F(t)/ce(p2) (t € Ily,).
3. Berechne mit der d-variaten FFT

gp = N;d Z gteizﬂtl/NQ (l c I]a\lb)

telly,

4. Bilde l
— v; .
s(v;) = N;¢ Z gu s (Fjl — ﬁz) (€l .

1€ Ty g (05/N1)

5. Berechne S(v;) := s(v;)/¢1(v;) (j € Iy).

Ausgabe: S(v;) Néiherungswerte fiir f(v;) (j € I)).
Komplexitéit: O((oy09aN)?log(oy09aN)) = O(N¥log N).

Den Approximationsfehler von Algorithmus 1.12 berechnen wir durch

E(v;) < Ei(vj)+ Ei(v;) + E3(vj)

mit £y(v;) := |(0;) = 2051 Bi(vg) = |2CL502), und Ey(v)) == | 220502 Der
Fehler Es(v;) ist das Produkt aus dem Approximationsfehler des NFFT-Algorithmus
1.1 und |@1(v;)|~'. Der Abschneidefehler Fi(v;) verhilt sich wie der Abschneidefehler
in Algorithmus 1.1. Der Fehler E,(v;) entsteht aus der Diskretisierung des Integrals

(1.41) und kann mittels der Aliasing-Formel abgeschitzt werden (siehe [35]).
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1.5 Diskrete trigonometrische Transformationen

Neben der DF'T sind eine Reihe diskreter trigonometrischer Transformationen von prak-
tischem Interesse. Sie stehen in engem Zusammenhang mit der DFT und lassen sich
ebenfalls mittels schneller Algorithmen berechnen. Eine herausragende Rolle spielen da-
bei die diskreten Kosinus-Transformationen, die breite Anwendung in der numerischen
Analysis und in der digitalen Signalverarbeitung finden [118]. In diesem Abschnitt ent-
wickeln wir schnelle diskrete trigonometrische Transformationen an beliebigen Knoten.
Zunichst sei, wie in [127], die DCT-I (Discrete Cosine Transform of Type I) definiert.
Unter der DCT vom Typ I der Linge N + 1 (DCT-I(N + 1)) verstehen wir diejenige
lineare Abbildung von R¥*! in sich, die jedem Vektor & = (z;)}_, € RV*! den Vektor
x = ()N, € RV mit

N .
R gk
Ty := E EN.;T; COS ——
Jj=0

zuordnet, wobei wir eyog = enn = 1/2, ey; =1 (j = 1,..., N — 1) gesetzt haben.
Daraus kann die Matrix-Vektor-Darstellung der DCT-I

e\ N
x = Ch. %, Chyi = <5N,j cos u) (1.43)
k,j=0

abgeleitet werden.

Es existieren verschiedene Méoglichkeiten einer schnellen Realisierung dieser Transforma-
tionen in O(N log N) arithmetischen Rechenoperationen. Hintergrund dieser schnellen
Algorithmen, die dann nur reelle Additionen und Multiplikationen bendétigen, sind die
Additionstheoreme, die eine Teile-und-Herrsche-Strategie ermoglichen (siehe hierzu z.B.
[115, 1, 117, 118]).

Wir wollen nun einen schnellen Algorithmus, die NFCT (Nonequispaced Fast Cosine
Transform), fiir die nichtdquidistante diskrete Kosinus-Transformation NDCT (None-
quispaced Discrete Cosine Transform) herleiten. Diese Algorithmen werden neue Anwen-
dungen und schnelle numerische Verfahren erméglichen (siehe z.B. [57, 123]). Dazu gehen
wir ahnlich wie in Abschnitt 1.1 vor, beschranken uns aber auf den univariaten Fall, d.h.
d = 1. Drei verschiedene Methoden fiir die NFCT wurden bereits in [95] veroffentlicht.
Die besten numerischen Ergebnisse konnten wir wieder mit dem Algorithmus erzielen,
der auf der Approximation durch Translate basiert. Diese Herleitung beruht auf Eigen-
schaften des sogenannten Chebyshev-Shiftes. Hier wird ein einfacherer Zugang als in [40]
beschrieben. Algorithmen fiir die nichtiquidistante Hartley-Transformation sollen hier
nicht untersucht werden. Sie ergeben sich aber in dhnlicher Weise wie die Algorithmen
fiir die NFCT und NFST.

1.5.1 Schnelle Kosinus-Transformationen fiir nichtdquidistante Daten

Wir suchen eine Methode, die Funktion

i

fC(z) = € cos(2mk) (1.44)

B
Il
o
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schnell an beliebigen Knoten z; € [0,1/2] (j = 0,..., M — 1) auszuwerten. Natiirlich
kann diese Summe wieder als Matrlx—\/ektor Produkt A f mit den Bezeichnungen A :=
(COS(QW/fl'j));\/IolkNO "und f = (fO)N o aufgefasst werden. Ein schneller Algorithmus fiir
die NDCT leitet sich aus dem NFFT- Algonthmus 1.1 ab.

Der Oversamplingfaktor o > 1 (6N € N) sei gegeben und wie in (1.6) werden 1-
periodisierte Versionen ¢ einer geraden Funktion ¢ € L*(R) N L'(R) mit gleichmiBig
konvergenter Fourier-Reihe betrachtet. Ziel ist es nun, die Koeffizienten g, € R (I =
0,...,0N) der Linearkombination

Zgzso (x - 20——N) (1.45)

so zu bestimmen, dass s; die Funktion f¢ gut annihert. Dazu wihlen wir in

fl)=Y fre™* (1.46)

(siehe auch (1.1)) die Koeffizienten f, € R (k=0,..., N—1) mit fy = f_; und f_y = 0.
Dann gilt die Identitiit fC(x) = f(x), falls f,? = 2eNk fi. Da @ eine gerade Funktion ist,
erhalten wir fiir die Fourier-Koeffizienten die Eigenschaft ¢, (@) = ¢_x(@) und mit (1.13)
auch gp = §_x. Beachten wir diese Symmetrie in Schritt 2 vom NFFT-Algorithmus 1.1,
so konnen die Koeffizienten g; einfacher durch

oN

1 2mkl
= Re(g1) = ZEUngkCOS( aN) (l=0,...,0N)

berechnet werden. Es gilt dann g; = gognr—; (7 € Z), d.h., die Koeffizienten g; in (1.45)
ergeben sich mit einer schnellen Kosinus-Transformation vom Typ-I der Lénge oN.
Anschlieend approximieren wir s; wieder durch

[20 Nz]+m

sy= > g <a: - ﬁ) (1.47)

I=|20Nz|—m

Fiir einen festen Knoten z; enthélt die Summe (1.47) hochstens 2m+2 von Null verschie-

dene Summanden. Damit kann die Summe (1.44) an den Knoten z; (j =0,...,M —1)
wegen

f(z) = s1(x) = s(x)
néherungsweise durch Funktionsauswertung von s(z;) (j =0, ..., M —1) berechnet wer-
den.

Zusammenfassend erhalten wir folgenden schnellen Algorithmus, den wir mit NFCT
bezeichnen.
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Algorithmus 1.13 (NFCT)

Eingabe: N.M €N, 0 >1, meN, z; € 0,1/2] (j =0,...,M —1),
FeR(k=0,...,N—1).

Vorberechnung: (i) Berechne die Fourier-Koeffizienten ci(p) fiir k = 0,...,N — 1,

wobei ¢ (@) # 0 vorausgesetzt wird.

(ii) Berechne die Funktionswerte ¢ (z; — 51 ) fiir

j=0,...,M—1und!l € I,nm(z;).
1. Setze o
A f7k;~ fufk:(),,N—17
k=98 2¢,NkCk(P)
0 firk=N,...,oN.

2. Berechne mit Hilfe der DCT-I die Daten

1 & mkl
gl::ﬁZe:aN,kgkcos(ﬁ) (l=0,...,0N).

k=0

3. Setze
[20Nz;]+m

sz)= > gﬂ/?(xj—%ijv) (j=0,...,M—1).

I=|20Nz;]—m

Ausgabe: s(z;) (j =0,...,M — 1) Néiherungswerte fiir f°(x;) in (1.44).
Komplexitdt: O(N log N +mM).

Wir diskutieren jetzt einen Algorithmus fiir das ,transponierte“ Problem, d.h. fiir die
schnelle Berechnung von

S

h(k) := ~ h; cos(2mkz;) (k=0,...,N—1). (1.48)

J

Il
o

Dazu schreiben wir Algorithmus 1.13 in Matrix-Vektor-Form, denn die Berechnung der
Summe (1.44) an den Knoten z; bedeutet eine Matrix- Vektor-Multiplikation mit der Ma-
trix AT, Die Matrix A kann durch das Produkt BCY, 11D néherungsweise faktorisiert
werden. Jede der folgenden Matrizen korrespondiert zu einem Schritt im Algorithmus
1.13:

1. D € RY* st eine Diagonal-Matrix

D := diag (1/(2eonr cr(9)))r -

2. CL, 41t € RIN*N st eine abgeschnittene Kosinus-I Matrix
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3. B € RM*9N ist eine diinn besetzte Bandmatrix mit hochstens 2m + 1 Eintriigen
ungleich Null pro Zeile
M-1,0N—1
B := (bj,l)jzo,lzo )

wobel

{ VU (z; — 55) falls 1€ {|[20Nz;| —m,...,[20Nz;] +m},

0 sonst.

Der NDCT? Algorithmus

Die Faktorisierung fiir A erlaubt es uns, einen schnellen Algorithmus fiir die Berechnung
von (1.48) herzuleiten, denn

g:=(h(k)is) = A'(hy)iLy!

=0
DY (Cy14)" B (hy)i% "
Daraus folgt unmittelbar der folgende Algorithmus.

Algorithmus 1.14 (NFCTT)
Eingabe: N e Nyo > 1,meN, z; € [0,1/2] (j =0,...,M — 1),
hyeR(j=0,...,M—1).

Vorberechnung: (i) Berechne die Fourier-Koeffizienten ci(p) fiir k = 0,...,N — 1,
wobei ¢ (@) # 0 vorausgesetzt wird.
(ii) Berechne die Funktionswerte ¢ (v; — %) fiir | € I}y und

j € ]UTN,m(l)
1. Setze g := BT h mittels

forl=0...,0N
g1:=0
end
forj=0,....M —1
for l = |oNz;| —m,....[oNz;] +m
g1:= g+ hy (2 — 555)
end
end.

2. Berechne mit Hilfe der DCT-I die Daten

oN

1 7wkl

= — EgN,1 g1 COS ——.
oN p 7 oN

~

gk *

3. Setze h(k) := Gu/(2egnk cr(@)) fiir k =0,1,...,N —1.
Ausgabe: h(k) (k=0,..., N — 1) Niherungswerte fiir h(k) in (1.48).
Komplexitat: O(Nlog N +mM).
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1.5.2 Schnelle Sinus-Transformationen fiir nichtaquidistante Daten

Die Berechnung der NFFT wird jetzt so modifiziert, dass die Funktion
By =Y" fSsin(2rkz) (1.49)

an den beliebigen Knoten z; € [0,1/2] schnell auswertbar ist. Dazu beginnen wir wieder
mit der Formel (1.46), setzen jetzt aber voraus, dass fr € R mit f, = —f, (k =
1,...,N—1) und fo = f_ ~ = 0 gilt. Dann folgt fiir das trigonometrische Polynom in
(1.46) die Gleichung

N-1 N-1
flz) = Z fp ek — Z 2 fy sin(2mk).
k=—N k=1

Wir erhalten fiir f§ = 2fy, dass fS(x) = if(x) ist. Damit folgt fiir die Koeffizienten
gr aus (1.13) die Beziehung g, = —¢_ (K = 1,...,0N — 1) und es ergibt sich fiir
[=0,...,0N analog zu (1.14) die Gleichung

oN—-1 oN—1

g = o omikl/oN) _ L N~ o (TR
g =5~ Z gi € =N Z gesin | —= |- (1.50)
k=—oN k=1
Insbesondere gilt die Eigenschaft goon,—; = —g; (r € Z). Schlielich berechnen wir wie

in (1.16) die Summen

[20Nz;|+m

is(zj)i= Y igl@<xj—ﬁ) (1.51)

I=|20Nz;|—m

und haben damit eine gute N&herung fiir f5(x;) = if(z;) ~ is(z;).
Zusammenfassend liest sich der Algorithmus fiir die schnelle Berechnung der NDST wie
folgt:

Algorithmus 1.15 (NFST)

Eingabe: N e N,o>1,meN, z; €[0,1/2], (j =0,...,M —1),
ffeER(k=1,...,N—1).

Vorberechnung: (i) Berechne die Fourier-Koeffizienten ci(p) fiir k = 0,...,N — 1,
wobei ¢ (@) # 0 vorausgesetzt wird.
(ii) Berechne die Funktionswerte ¢ (z; — 51 ) fiir
j=0,....M —1und!l € I,nn(z;).

1. Setze

L i — _
G = Ten(D) firk=1,...,N —1,
0 firk=0;k=N,...,oN.
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2. Berechne mit Hilfe der DST-I die Daten
oN—-1

1 Tkl
= 01 Si — [=0,...,.0N).
9= ; gk Sin (UN) (l=0,...,0N)

3. Setze fiir
[20Nzj|+m I
s(x;) = Z ay <xj - —QUN) (j=0,...,M—1).
I=|20Nz;]—m
Ausgabe: s(x;) (j =0,..., M — 1) Naherungswerte fiir f5(z;) in (1.49).
Komplexitat: O(Nlog N +mM).

Den Algorithmus zur schnellen Berechnung von

M-1

h(k) =Y hysin(2rka;), (1.52)

j=0

der unmittelbar aus dem Transponieren des Matrix-Vektor-Produktes folgt, bezeichnen
wir als NFST? (vergleiche Algorithmus 1.14). Beispiel 2.9 nutzt die Algorithmen 1.13,
1.14, 1.15 und die NFST? zur schnellen Summation.

1.6 Rundungsfehleranalyse

Neben dem Approximationsfehler entsteht durch die numerische Berechnung der NFFT
noch ein Rundungsfehler. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass dhnlich wie die
FFT [107, 66], unser Algorithmus robust beziiglich der Rundungsfehler ist. Wir untersu-
chen hier nur den NFFT-Algorithmus 1.1 fiir den univariaten Falld = 1 und M = N. Fiir
eine ausfiihrliche Diskussion von Rundungsfehlern der schnellen Fourier-Transformation
und der schnellen diskreten trigonometrischen Transformationen sei auf die Dissertation
[112] und den Ubersichtsartikel [122] verwiesen.

Im Folgenden nutzen wir das Standard-Modell der reellen Gleitkommaarithmetik (siehe
[66, S. 44]): Fiir beliebige £, n € R und eine Operation o € {+, —, X, /} besteht zwischen
dem exakten Wert £ o und dem berechneten Wert fl(¢ o 7) der Zusammenhang

(€ on) = (€ o n)(1+0) (|o] <u),

wobei wir mit v die Maschinengenauigkeit (unit roundoff) bezeichnen. Im Fall der ein-
fachen Genauigkeit (24 Bits fiir die Mantisse (mit einem Bit fiir das Vorzeichen), 8 Bits
fiir den Exponenten) erhalten wir

u=2""~596x 108

und im Fall der doppelten Genauigkeit (53 Bits fiir die Mantisse (mit einem Bit fiir das
Vorzeichen), 11 Bits fiir den Exponenten) ergibt sich

u=2"~1.11x 10716,
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Da meistens die komplexe Arithmetik mit Hilfe der reellen Arithmetik implementiert ist

(siehe [66, S. 78 — 80]), folgt fiir beliebige &, € C
A€+n) = €+n) A+ (0l <wu), (1.53)

fgn) = en(i+) (3]< 220

). (1.54)
Insbesondere erhalten wir fiir £ € RU iR und n € C den Zusammenhang

fi(gn) = &n(1+6) (|0] <u). (1.55)

Um die folgende Rundungsfehleranalyse zu vereinfachen, setzen wir voraus, dass alle Ein-
trage der Matrizen A, B und D in (1.18) exakt vorberechnet wurden. Aufierdem sollen
die Eingabevektoren f € RN sein. Wenn wir f := A f mit einfacher Kaskadensumma-
tion berechnen, erhalten wir mit (1.53), (1.55) und [66, S. 70] die komponentenweise
Abschétzung 0 1 )
logo, N| + 1)u

und unter Nutzung der Euklidischen Norm

8(F) = fll2 < (uN ([logy NT+1) + Ou?) || fl2 -

£l

Insbesondere ergibt sich fiir f:= Fy f mit der Fourier-Matrix F, = F}V ~ die Abschét-
zung

IA(FNf) = Fyflle < (uN ([logy NT+1) + O(u?)) |1 f]2- (1.56)

Falls wir das Matrix-Vektor-Produkt f = F} f ( f € RN, N ist eine Zweierpotenz) mit
dem Cooley-Tukey-Algorithmus realisieren, erhalten wir unter Nutzung der Ideen aus
dem Beweis in [129] und Beachtung von (1.53) — (1.54), die Rundungsfehlerabschétzung

I0(Fy ) = Fifll < (u(@+vV2)VNIog, N + O@)) |Iflo. (157)

Der nachfolgende Satz zeigt, dass der Rundungsfehler, der durch den NFFT-Algorithmus
1.1 erzeugt wird, abgeschétzt werden kann und sich d&hnlich wie der Rundungsfehler der
gewohnlichen FFT (1.56) verhélt. Es wird nur ein weiterer konstanter Faktor, der nur
von dem Abschneideparameter m und von dem Oversamplingfaktor o abhéngt, benotigt.

Satz 1.16 Es seien m, N € N und es sei cN (0 > 1) eine Zweierpotenz mit 2m < N.
Sei h € L*(R) N LY(R) eine nichtnegative reelle, gerade Funktion, welche fiir x > 0
monoton féllt, so dass ¢ und v durch

Blz) == Y hoN(z+7),
(@) = > (Xmmh)(@N(z + 7))

reZ
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gegeben sind. Weiterhin setzen wir voraus, dass ¢ eine gleichméBig konvergente Fourier-
Reihe mit monoton fallenden Fourier-Koeffizienten

27Tk

“ 7
hat. Die Knoten x; € [—3,3) (j € I}) seien so verteilt, dass in jedem ,Fenster® [—2% +
L, L) (L € ILy) hochstens /o Knoten enthalten sind. Falls die Summe (1.1) im

univariaten Fall mit Hilfe vom NFFT-Algorithmus 1.1 mit den Funktionen ¢, 1 berech-
net wird, d.h. _ o
f=BF,yDf (feR"),

wobei D € CoV*N und B € RV*°N durch (1.19) — (1.21) gegeben sind, kann der
Rundungsfehler vom NFFT-Algorithmus 1.1 durch die Ungleichung

m+1
+2

185) = Flls < 87 (u(t-+ VD)V (logy(0) + 3752+ 002)) 171,

beschrieben werden, wobei
(h*(0) + [|Al2,)"

O T o)

ist.

Beweis: 1. Zunichst schitzen wir die Spektralnorm von D und B ab ([66, S. 120]).
Nach Voraussetzung und mit (1.19) sehen wir sofort

I1Dl2 = gg}}\UNCk(@\*l = (oN [enpa(@))) ™" = [h(w/o)| " (1.58)

Weil @Z) eine gerade, monoton fallende Funktion fiir z € [0, %] ist, gilt die Abschétzung
1 - l 1 -, 1z
— —— ) < — d
—~ l; 0 (x UN) A I OLL
oN

Damit folgt aus der Definition von ¢ die Ungleichung

B l m/(ocN)
> (- —) < +aN/ h(oNz)da

lEI;N m/(oN)

< K*(0) +[[AllZ, - (1.59)

Aus der Definition (1.21) fiir die schwach besetzte Matrix

. N/2—-1,0N/2—1 5 k
B = (ijk>j:—N/2,k:—aN/2 » bjg=p (xj - —) )
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ergibt sich fiir die j-te Komponente (By); von By (y = (yk)‘;fg;\}ﬂ e C°N) die
Abschétzung

2m 2
(By);|* < (Z 105, | kar|> (bjk, >0, ky € {=0N/2,...,0N/2—1})
r=1
2m 2m
< (D) (L)
r=1 r=1

Benutzen wir die Ungleichung (1.59), so erhalten wir

2m

~ k
ST < Y dlay - =) < R0) + [|AI2,
r=1

oN
kelly
und damit ,
(By), > < (h*(0) + 112, Y v, - (1.60)
r=1
Nach der Voraussetzung des Satzes enthélt jedes , Fenster® [— 7% + #, =+ #) (lell)

hochstens /o Knoten z; (j € I}). Damit enthilt jede Spalte von B hdchstens /o
Eintréige ungleich Null, so dass mit (1.60) die Ungleichung

Nj2-1
~
1Byl = > [(By)l* < — (1(0) + [1211Z.) llyll3
j=—N/2
und schlieflich
~ .
Bl < /2 (20) +11l,) = (1.61)
gilt.
2. Es ist einfach einzusehen, dass mit (1.55) und (1.58) die Ungleichung
I(DF) = Dflla <wlh(x/o) || fll2 (1.62)
gilt. Aus (1.58) ergibt sich
I8(DF)ll: < I8(DF) = DFlla+ | DFllz < |a(w/o)| " (w+1) || fll2 - (1.63)

3. Setzen wir §:= i(F,y(A(Df)) und y := F,xyDf, dann kénnen wir
19 —ylls < 1§ — Fox((DF))ll2 + |Fon((Df)) = FonDf|
abschiitzen, so dass mit (1.57), (1.62) und (1.63) die Ungleichung
l9 -yl < (uld+V2VoNlogy(oN) + O(u?) [H(DF).
+VoN |A(Df) — Df|l,
< |h(r/jo)| ! (u(4 +V2)VoN logy(oN) + Vo Nu + 0(u2)) 1£]l2 (1.64)
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folgt.
4. SchlieBlich betrachten wir den Fehler zwischen fi(f) := fi(Bg) und f := By. Mittels
(1.61) und (1.64) erhalten wir

18(F) = Fll: < IA(BY) Byl + |B@—y)lls
< |fi(Bg)—- Byl + ﬁ|h(7r/0)|_1 X

(u<4 +V2)VoN logy(oN) + Vo Nu + O(UZ)) Iflla.  (1.65)

Aus (1.53), (1.55) und (1.21) folgt mit [66, S. 76], dass

) . 2mu . \oN/2-1
Ifi(Bg) — By| < 1= 9mu B (|yk|)k:70N/2

und mit (1.61) schlielich die Ungleichung

2mu
< ———||B 7
S 1T omu 1Bz (|91

< (2mBu+ 00)) 191

Mit den Ungleichungen (1.63) und (1.58) wird abgeschétzt

I(Bg) — By

19l < 113 =yl + lyll: = |Fox D2 + Ow) |1 £1
< (VoNlim/o)| "t + 0@w) Ifl.

Folglich gilt

10(Bg) - Ball: < (2m BVoN li(r /o) ut O@?)) I fl2. (1.66)
Zusammen mit (1.65) ergibt dies die Behauptung des Satzes. u

Fiir ,,gleichméBig” verteilte Knoten z; ist stets v ~ 2m.
Ein Algorithmus fiir die Berechnung der NDFT heifit robust, falls fiir alle f € R eine
positive Konstante ky mit ky u < 1 existiert, so dass

18(F) = fll2 < (knu+ O@W?) || Fll2-

Aus Satz 1.16 folgt, dass der NFFT-Algorithmus 1.1 robust ist. In Abschnitt 1.8, Beispiel
1.4 werden wir diese theoretische Aussage durch numerische Ergebnisse bestéatigen.

1.7 lterative Rekonstruktion

In den vorigen Abschnitten wurden ausschlieBlich Matrix-Vektor-Multiplikationen be-
handelt und die Frage der ,inversen Transformation®“ noch nicht erlautert. Wir be-

schrianken uns in diesem Abschnitt wieder auf die NFFT. Analoge Aussagen gelten
aber auch fiir die NFCT und die NFST. Um die Problematik zu erkldren, beginnen
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wir mit dem eindimensionalen Problem. Zu den gegebenen Daten f; := f(z;) (j =
—M/2,...,M/2 — 1) des trigonometrischen Polynoms

N/2-1

Z fk o2k

k=—N/2

sollen die Fourier-Koeffizienten f;, (k= —N/2,...,N/2 — 1) berechnet werden. Fiir den
Spezialfall N = M bedeutet dies, dass ein lineares Gleichungssystem mit der nichtéqui-
distanten Fourier-Matrix

A= (ezﬂikxj/N)j‘V:/i;\fl/é\j]éiilN/Q c CNxN
zu losen 1st Fiir dquidistante Punkte x; = jn/N erhalten wir die Fourier-Matrix
Fy, =N F n und damit ist A = F fast unitéir. Fiir sehr kleine Anderungen die-
ser aquldlstanten Punkte bleibt die Kondltlonszahl der Matrix A in Bereichen, die ein
numerisches Invertieren der Matrix erlauben. Schnelle Algorithmen wurden dazu mit
Hilfe der Multipol-Methode entwickelt (siehe [32]). Numerische Ergebnisse zeigen aber,
dass diese Algorithmen instabil werden, wenn die Punkte zu weit vom &quidistanten
Gitter jm/N (j = —N/2,...,N/2 — 1) abweichen (siehe [28]). Verallgemeinerungen der
Ergebnisse von [32] auf den mehrdimensionalen Fall sind nicht bekannt. Aufferdem ist
fiir viele Anwendungen die Forderung M = N zu einschrinkend.

Deshalb wollen wir einen anderen Losungsweg vorschlagen und formulieren diesen gleich
fiir den d-dimensionalen Fall:

Gesucht ist ein £ € CN" mit || f — Af|l» < ||f — Agl)» fir alle g € CN*.  (1.67)

Dabei ist der Vektor f durch (1.3), die nichtéiquidistante Fourier-Matrix A durch (1.4)
definiert und f ist der Vektor der gegebenen Daten f = (f (:/rzj))jE 1

Falls die Dimension N¢ kleiner als die Anzahl M der gegebenen Punkte, d.h. falls
N¢ < M ist, ergibt sich die Lésung des Approximationsproblems (1.67) durch die Nor-
malengleichung (siehe [12, Kapitel 1])

APAf = AYf (1.68)

Nehmen wir an, dass die Matrix A vollen Rang besitzt, so erhalten wir die Losung f
fiir das Kleinste-Quadrate-Problem durch Invertieren der Matrix A" A.

Im Fall N¢ > M formulieren wir das Approximationsproblem (1.67) zu einem speziellen
Optimierungsproblem (siehe [12, Kapitel 1]):

Gesucht ist ein f € CV * mit mind I f |2 unter der Nebenbedingung A f=r7r.
fecN

Es sei auch hier wieder vorausgesetzt, dass die Matrix A vollen Rang besitzt, so ergibt
sich die Losung f eindeutig aus der Losung y des linearen Gleichungssystems

AA%y = f mit f = A'y. (1.69)
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Fiir viele Anwendungen ist es weder moglich noch notig obige Gleichungssysteme exakt
zu 16sen. Da wir eine schnelle Matrix-Vektor-Multiplikation fiir die Matrizen A bzw. AT
in Algorithmus 1.1 bzw. 1.3 zur Verfiigung haben, bietet sich ein iteratives Losen der
Gleichungssysteme (1.68) und (1.69) an.

Vom System (1.68) abgeleitete iterative Methoden werden oft mit den Buchstaben NR
(N fiir ,Normal“ und R fiir ,Residual® ) bezeichnet, wihrend Methoden die vom System
(1.69) ausgehen, mit den Buchstaben NE (N fiir ,,Normal®“ und E fiir ,,Error*) bezeichnet
werden. Damit ist CGNR das Verfahren der konjugierten Gradienten angewandt auf das
System (1.68) und CGNE das Verfahren der konjugierten Gradienten angewandt auf das
System (1.69) (siehe [109]).

Es gibt verschiedene mathematisch dquivalente Moglichkeiten, das CG-Verfahren fiir die
Normalengleichungen zu implementieren. In exakter Arithmetik erzeugen diese Verfah-
ren alle die gleiche Folge von Approximationen an die Losung, doch in endlicher Arith-
metik kénnen sie sehr unterschiedliche Naherungen liefern. Es sei hier betont, dass ein
CG-Verfahren fiir symmetrisch positiv definite Matrizen nicht direkt auf eine schlecht
konditionierte Normalengleichung angewendet werden soll (siehe dazu die Diskussion in
[92, Sec. 7.1]).

Die beiden Methoden CGNR und CGNE liefern Approximationen aus den gleichen af-
finen Krylov-Unterrdumen, aber jeweils mit verschiedenen Optimalitiatseigenschaften:
kleinstes Residuum fiir CGNR und kleinster Fehler fiir CGNE.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass der CGNR-Algorithmus auflerdem ein ,,fehlerredu-
zierender” Algorithmus [80] ist. Ein Beispiel fiir eine iterative Rekonstruktion geben wir
in Beispiel 1.3 an, verweisen aber auch auf die Diskussion am Ende des Kapitels sowie
auf Bemerkung 3.4.

1.8 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt présentieren wir einige numerische Beispiele. Die NFFT-Algorith-
men (Algorithmus 1.1 und Algorithmus 1.3) wurden von uns in C fir die Félled = 1,2, 3
implementiert und sind als Softwarepaket von der NFFT-Hompage
http://www.math.uni-luebeck.de/potts/nfft
abrufbar [76]. Dieses Programmpaket benutzt die FFTW-Bibliothek (siehe [47]).
Unser Softwarepaket testeten wir auf verschiedenen Plattformen. In den anschlieBenden
Beispielen beziehen sich die numerischen Ergebnisse auf Tests, die auf einem Pentium 3
Rechner mit 256 MB und SuSe-Linux 8.0 durchgefiihrt wurden. In allen Féllen sind die
Knoten x; und die Fourier-Koeffizienten fr als Zufallszahlen mit x; € [-0.5, O.5]d und
fk € [0, 1] gewéhlt. Eine ausfiihrliche Beschreibung von Testbeispielen haben wir bereits
in der Dokumentation zu unserem Softwarepaket in [78] veroffentlicht.
Insbesondere sind wir in der Lage, durch wenige Modifikationen im Programmcode ver-
schiedene Ansatzfunktionen ¢ zu testen. Dies erlaubt eine einfache Anpassung fiir eine
Reihe von Anwendungen. Im Folgenden wird sich auf die vier Ansatz-Funktionen, fiir
die wir auch in Abschnitt 1.3 die Fehlerabschitzungen angegeben haben, beschrankt.
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Beispiel 1.1 (Genauigkeit)
Wir interessieren uns fir die Fehler

NI

Ey:= 17 = sll> _ DoIfi=s@) /D 1P

i\ & e,
und If I
J— S £
EOO = 4 = ma1X|f] - S (ZL‘]) |/Z |fk|
IFl e
N

von Algorithmus 1.1. Algorithmus 1.3 liefert den gleichen Approximationsfehler (siehe
Abschnitt 1.3). Wir untersuchen neben dem Fs-Fehler auch den E.-Fehler, weil wir in
Satz 1.5, Satz 1.7, Satz 1.8 und Satz 1.10 genau diesen Fehler beschrieben haben.

Abbildung 1.2 und Abbildung 1.3 zeigen die Fehler Fs und F,, im univariaten Fall fiir
doppelte und einfache Rechengenauigkeit. Wir haben N = 1024, M = 2000, 0 = 2
und verschiedene Parameter m gewihlt. Abbildung 1.4 und Abbildung 1.5 zeigen die
Fehler im bivariaten Fall d = 2 und im Fall d = 3. Um die Resultate der Abbildun-
gen nachvollziehbar zu gestalten, haben wir die Testprogramme in unserem Software-
paket zur NFFT [76] im Unterverzeichnis ./test_cases/test _error.c abgelegt. Fiir
alle vier Ansatz-Funktionen ¢, die B-Splines (1.31), die Gauf-Funktionen (1.32), die
Sinc-Funktionen (1.37) und die Kaiser-Bessel-Funktionen (1.38), beobachten wir einen
exponentiellen Abfall der Fehler Fy und E,, fiir wachsenden Abschneideparameter m.
Damit bestétigen sich unsere Fehlerabschétzungen in Abschnitt 1.3 (vgl. Satz 1.11) durch
numerische Tests. O

Beispiel 1.2 (CPU-Zeiten)

Im Folgenden sind wir an CPU-Zeiten unserer Algorithmen interessiert. Wir vergleichen
die Laufzeiten der Routinen NDFT und NFFT in doppelter Genauigkeit fiir die Funk-
tionen sinc®” mit den Parametern m = 5, ¢ = 2. Mit der Routine NDFT bezeichnen
wir dabei eine Realisierung des langsamen Algorithmus. Die Ergebnisse fiir diesen Test
zeigen wir in Abbildung 1.6 fiir den univariaten Fall d = 1 (links) und den bivariaten
Fall d = 2 mit M = N, wobei keine Werte vorberechnet wurden (rechts). Diese Tests
kann man wieder in [76] unter ./test_cases/test_time.c finden. Die Abbildungen be-
legen, dass sich in unseren Implementierungen die Laufzeit der Routinen proportional
zur angegebenen arithmetischen Komplexitét verhélt.

Da sich die Algorithmen 1.1 und 1.3 mit verschiedenen Ansatzfunktionen nur im ersten
und dritten Schritt unterscheiden, untersuchen wir die CPU-Zeiten fiir diese Schritte
mit verschiedenen Ansatzfunktionen gesondert (siehe Abbildung 1.7). Diese Testbeispie-
le zeigen, dass wir mit den schnellen Algorithmen zur NFFT erstmals Problemgréfien
behandeln konnen, die mit der NDFT zur Zeit undenkbar sind. ]
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Die Fehler F5 (links) und E, (rechts) fiir den univariaten Fall d = 1
mit den Parametern N = 1024, M = 2000, ¢ = 2 bei Rechnungen mit

doppelter Genauigkeit.
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Abbildung 1.3:
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2m
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Die Fehler F5 (links) und E, (rechts) fiir den univariaten Fall d = 1
mit den Parametern N = 1024, M = 2000, ¢ = 2 bei Rechnungen mit

einfacher Genauigkeit.

Beispiel 1.3 (Fehlende Pixel)
In diesem Beispiel testen wir den CGNR Algorithmus, um ein Bild mit fehlenden Pi-
xeln zu rekonstruieren (siche [58]), wobei wir die Matrix-Vektor-Multiplikation wieder
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Abbildung 1.4: Die Fehler Es (links) und E,, (rechts) fiir den bivariaten Fall d = 2

mit den Parametern N = 128, M = 10000, ¢ = 2 bei Rechnungen mit
doppelter Genauigkeit.
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Abbildung 1.5: Die Fehler F; (links) und E, (rechts) fiir den Fall d = 3 mit den Pa-

rametern N = 16, M = 4000, 0 = 2 bei Rechnungen mit doppelter
Genauigkeit.

mit Algorithmus 1.1 und 1.3 realisieren. Unser Testbild (siche Abbildung 1.8 (links))
ist ein Ausschnitt der GroBe 256 x 256 eines Bildes der Gatlinburg Konferenz (siehe
online Reference in MATLAB). Das Bild ist an 40000 zuféllig gewédhlten Punkten ab-
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Die CPU-Zeiten mit den Optionen doppelte Genauigkeit, ¢ = sinc
den Parametern m = 5, ¢ = 2 und keiner Vorberechnung; fiir den uni-
variaten Fall d = 1, FFTW_OUT_OF_PLACE und M = N (links) und den
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Die CPU-Zeiten mit den Optionen doppelte Genauigkeit, d = 1, den
Parametern m 5, 0 2, M = N und keiner Vorberechnung; fiir
Schritt 1 von Algorithmus 1.1 (links) und Schritt 3 von Algorithmus 1.1
(rechts).
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Abbildung 1.9: Rekonstruiertes Bild nach 10 Iterationen.

getastet worden, d.h. etwa 39% der Bildpunkte blieben unberiicksichtigt. Diese sind als
schwarze Punkte in Abbildung 1.8 (rechts) gedruckt. Nach 10 Iterationen berechnen wir
mittels bivariater FFT das rekonstruierte Bild (siehe Abbildung 1.9). Die Randeffekte,
die durch den Ansatz mit periodischen trigonometrischen Polynomen entstehen, lassen
sich vermeiden, wenn wir Kosinus-Polynome auf [0, 7] benutzen. U
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Abbildung 1.10: Links: (¢, Ec(t)) fir t = 1,..., 13, rechts: (¢, Exppr(t)) firt =1,...,15.

Beispiel 1.4 (Rundungsfehler)

Schliefflich wird gezeigt, dass wir die theoretischen Ergebnisse aus Satz 1.16 durch nu-
merische Berechnungen bestétigen kénnen. Wir benutzen in Algorithmus 1.1 die Gauf-
Funktionen und setzen o = 2. Weiterhin sei fo € C* der Vektor, welcher mittels
Kaskadensummation in (1.1) berechnet wird. Wir definieren

Ec(t) = logyy (I fc = £ll2)/II fl2)

und zeigen in Abbildung 1.10 (links) den Fehler E¢(¢) fiir 10 numerische Tests mit
verschiedenen, zufillig gewéhlten Knoten z; als Funktion der Transformationslénge N =
2!, Zum Vergleich zeigt Abbildung 1.10 (rechts) den entsprechenden Fehler

Exgrr(t) = logio(|1f = Fll2)/11£1l2)
der durch den Algorithmus 1.1 entsteht (vgl. [105]). O

Weitere Themen und Literaturhinweise

NFFT

In den letzten Jahren sind sehr viele Arbeiten zur schnellen Approximation fiir die NFFT
(31, 8, 93, 35, 34, 128, 29, 87, 42, 45, 89] entstanden. Der in Abschnitt 1.1 beschriebene
Ansatz basiert auf den Arbeiten [116, 104] und erlaubt erstmalig einen einheitlichen
Zugang zur NFFT. Damit ist es moglich, die vorhandenen Arbeiten einzuordnen, zu
vergleichen und neue Ansétze zu beschreiben. In verschiedenen Arbeiten wurden weitere
Ansatzfunktionen ¢ betrachtet, so z.B.:
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- GaufB-Funktionen mit einem Hanning-Fenster [29],
- GauB-Funktionen kombiniert mit sinc-Kernen [93],

- besonders optimierte Fensterfunktionen [67, 29].

Weiterhin wurden spezielle Zugénge, basierend auf ,,Skalierungsvektoren“ [87], basierend
auf Minimierung der Frobenius-Norm bestimmter Fehlermatrizen [89] oder basierend auf
Min-Max-Interpolationen [42], vorgeschlagen. Numerische Ergebnisse in [89, 42] zeigen
aber, dass diese Zugéinge unserem Algorithmus 1.1 mit Kaiser-Bessel-Funktionen als
Ansatzfunktionen ¢ nicht {iberlegen sind.

Zweifellos ist es ein Verdienst von A. Dutt, V. Rokhlin [31] und G. Beylkin [8], erst-
mals den genauen Zusammenhang zwischen arithmetischer Komplexitdt und Appro-
ximationseigenschaften angegeben zu haben. Dennoch wurden &hnliche Ideen, die als
Gridding-Methoden bekannt sind, schon in fritheren Arbeiten verdffentlicht (siehe z.B.
91, 114, 67, 111]).

In den letzten Jahren erschienen auch umfangreiche numerische Tests der NFFT (siche
dazu auch die Diplom- bzw. Studienarbeiten [28, 34, 75, 13]), wobei diese Algorithmen in
verschiedenen Bereichen angewandt werden. Wir gehen in den folgenden Kapiteln darauf
ein. Nach vielen weiteren umfangreichen Tests haben wir uns entschlossen, die verschie-
denen implementierten Algorithmen konzeptionell zu iiberarbeiten, zu erweitern und als
Softwarepaket in [76] zu veroffentlichen. Weitere Software fiir die NFFT, basierend auf
[42], ist als Matlab-Paket von [41] abrufbar.

Iterative Rekonstruktion

Fiir die iterative Rekonstruktion (siche Abschnitt 1.7) ist die Existenz schneller Algo-
rithmen eine Voraussetzung. Die unregelméflige Abtastung von Signalen fiihrt sehr oft zu
schlecht konditionierten Systemen. Im Allgemeinen tritt dieses Phanomen auf, wenn die
Abtastmenge grofle , Locher” hat. Um diese grofien linearen Gleichungssysteme zu l6sen,
ist die CG-Methode ein sehr effizientes Verfahren. Auflerdem haben viele CG-&hnliche
Methoden regularisierende Eigenschaften [62].

Schnelle, direkte und effiziente Algorithmen zur Lésung von (1.67) mit reellen Funk-
tionen f wurden in [37] fiir den univariaten Fall d = 1 entwickelt. Die Algorithmen
basieren auf der Losung von Eigenwertproblemen und benotigen O(M N) arithmetische
Operationen. In [108] wurde ein Zugang mittels QR-Zerlegung veroffentlicht. H. Feichtin-
ger, K. Grochenig und T. Strohmer veréffentlichten in [39] eine neue (“second gene-
ration”) Rekonstruktionsmethode fiir irreguldr abgetastete Daten. Diese so genannte
ACT-Methode ist eine Kombination der adaptiven Gewichtsmethode [38] und der CG-
Methode zur Losung der positiv definiten Gleichungssysteme (1.68). Die Autoren nutzten
den Fakt, dass fiir den univariaten Fall d = 1 die Matrix A"W A (W ist eine Diagonal-
matrix von Gewichten) eine Toeplitz-Matrix ist (siehe auch [31]). Insbesondere konnten
sie die Konditionszahl fiir den univariaten Fall d = 1 und in einigen besonderen Féillen
fiir den bivariaten Fall d = 2 (siehe [58]) abschétzen. Im Gegensatz zur ACT-Methode
verzichtet unsere Methode auf das explizite Aufstellen der Normalengleichung (siehe
auch [96]).
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2 Schnelle Summation radialer Funktionen

In diesem Kapitel entwickeln wir neue Algorithmen fiir die schnelle, approximative Be-
rechnung der Summen

fly) = Z%’C(y — xy) (2.1)

an den Punkten y = y; € R? (j = 1,..., M) fiir gegebene Knoten x, € R? (k =
1,...,N) und gegebene Koeffizienten o, € C (k = 1,..., N). Wir werden uns hier auf
reellwertige, radialsymmetrische Kerne K, d.h. K(x) = K(||x||2), beschranken. Dabei ist
K eine univariate Funktion.

Die schnelle Berechnung von speziell strukturierten, diskreten Summen ist eine héufig
wiederkehrende Grundaufgabe der numerischen Mathematik. Bekannte Kerne, die z.B.
beim Losen von Integralgleichungen auftreten, sind die Singularitétenfunktionen K (x) =
log|z|, K(z) = 1/z oder K(z) = x?log(x) des zwei- bzw. dreidimensionalen Laplace-
operators oder des biharmonischen Operators. Weitere bekannte Kerne wie z.B. die
Multiquadric K(x) = /22 + ¢2 oder die inverse Multiquadric K(z) = 1/vVx? + ¢? tre-
ten im Zusammenhang mit der Approximation durch radiale Basisfunktionen auf (siehe
2.B. [110]). Ein anderer, hiufig benutzter glatter Kern, der GauB-Kern K(z) = =%’
wird beim Losen der Warmeleitungsgleichung [52], in der Bildverarbeitung [36], in der
Stromungsmechanik oder in der Finanzmathematik [17] verwendet. Die entsprechende
Transformation (2.1) heifit dann die diskrete Gauf-Transformation.

Die bekanntesten Methoden zur effizienten Berechnung von (2.1) sind die schnellen
Multipol-Methoden (Fast Multipole Methode, FMM). Die FMM entwickelten urspriing-
lich L. Greengard und V. Rokhlin [51, 53]. Diese Algorithmen benétigen nur O((N +
M)(log(1/e)) arithmetische Operationen, wobei € die gewiinschte Genauigkeit der Be-
rechnung ist. Um die Summen (2.1) mit der FMM schnell berechnen zu kénnen, miissen
die Multipol-Ideen fiir jeden Kern neu angepasst werden. Insbesondere haben R. Beatson
w.a. die FMM fiir verschiedene Kerne, z.B. fiir den Thin Plate Spline K(z) = z?log |z,
die Multiquadric K(z) = Va2 + ¢ oder die inverse Multiquadric K(z) = 1/va? + ¢2
[6, 4] entwickelt. In den letzten Jahren wurden viele Modifikationen und Verbesserun-
gen fiir die FMM vorgeschlagen (siehe z.B. [131, 121, 7, 22]). Algorithmen zur schnellen
Berechnung der diskreten Gauf-Transformation sind in [54, 55, 4, 120] veroffentlicht.

Den gemeinsamen Hintergrund dieser Algorithmen bildet die Zerlegung des Kerns K in
der Form

Ky —z) =Y en(@)uly) + K(z,y), (2.2)
k=1

wobei K klein fiir hinreichend grofe ¢ < N und die meisten Knoten z; und y; wird.
Die Summe mit den separierten Funktionen an Stelle von K in (2.1), erlaubt dann
eine effiziente Berechnung von f in (2.1) an den Knoten y; (j = 1,...,M). Im Fall
singulérer Kerne muss noch eine sogenannte Nahfeld-Berechnung K addiert werden, um
Funktionsauswertungen bei sehr kleinem Abstand |ly; — @2 in (2.1) zu summieren.
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So benutzt die zweidimensionale Multipol-Methode Taylor-Entwicklungen in (2.2), d.h.
Polynome fiir ¢; und vy, wihrend die schnelle Gauf-Transformation in [54] Hermite-
Taylor-Entwicklungen, d.h. Polynome und Hermite-Funktionen, verwendet.

In unseren Algorithmen zur schnellen Summation nutzen wir Fourier-Summen. Genau-
er, der Kern K wird in die Summe von Funktionen Kyg (K im Nahfeld) mit einem
kleinen Tréager und glatten 1-periodischen Funktionen g zerlegt. Den Kern Kg nédhern
wir durch eine Fourier-Summe Kgp := > bg €*™* an, wobei k aus der endlichen Index-
keld
Menge I¢ ist. Dann verwenden wir die herausragende Eigenschaft der Exponentialfunk-
tion emM¥—®) — 2™y e=2m= 1y die geforderte Separation der Knoten = und y zu
erhalten. Wir kénnen die Grundidee unseres neuen schnellen Summationsalgorithmus in
der Formel
Ky —x) ~ Z by, €*™kY o 72mik® o p(y — @)

kelgd

ausdriicken. Im Gegensatz zu (2.2) lauft der Summationsindex k iiber eine grofie Index-
Menge I¢. Wir sind nun aber in der Lage, die Summe in (2.1) unter Nutzung der NFFT
in O(M + N log N) arithmetischen Operationen zu berechnen. Fiir glatte Kerne redu-
ziert sich die arithmetische Komplexitét sogar zu O(M + N). Die Konstante in diesen
Komplexitatsaussagen héingt nur von der geforderten Exaktheit des Ergebnisses ab.

Aus Sicht der linearen Algebra lésst sich die Summe (2.1) als Matrix-Vektor-Produkt
mit der speziell strukturierten, aber i.a. voll besetzten Matrix

K := (K(Hyj - mkHQ))jeI}w,kG[}\r

schreiben.

Unser Zugang ist eine konsequente Erweiterung des Summationsalgorithmus fiir den
dquidistanten Fall. Im univariaten, dquidistanten Fall ist die Matrix K eine Toeplitz-
Matrix. Der Standard-Algorithmus zur schnellen Matrix-Vektor-Multiplikation beruht
auf der Einbettung der Toeplitz-Matrix K in eine zirkulante Matrix, die dann durch die
Fourier-Matrix diagonalisiert wird. Die Realisierung dieses Algorithmus erfolgt durch
den Aufruf einer FFT, einer Multiplikation mit der Diagonal-Matrix und der Anwen-
dung einer weiteren FFT. In unserem neuen Summationsalgorithmus ersetzen wir die
FFT durch die NFFT. Neben der einfachen algorithmischen Umsetzung ist ein weiterer
wesentlicher Vorteil unserer Algorithmen, dass sie in einfacher Weise fiir sehr viele Kerne
KC benutzt werden kénnen.

Weitere Methoden, die auch zur schnellen Matrix-Vektor-Multiplikation mit speziell
strukturierten Matrizen herangezogen werden, sind z.B. Paneel-Methoden [61], Wavelet-
Methoden [9], H- und H2-Matrix-Methoden [59, 60] oder Mosaik-Skeleton Approxima-
tionen [125, 49].

Einige Teile dieses Kapitels wurden bereits in [101, 88] veroffentlicht.
Dieses Kapitel ist wie folgt gegliedert:
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In Abschnitt 2.1 stellen wir einen Algorithmus zur schnellen Berechnung der Summe
(2.1) fur dquidistante Daten vor, der eine Verallgemeinerung auf den nichtéiquidistanten
Fall erlaubt. Im folgenden Abschnitt 2.2 werden dann die schnellen Summationsalgo-
rithmen présentiert. Wir beginnen zunéchst mit dem schnellen Summationsalgorithmus
fiir singuldre Kerne (sieche Algorithmus 2.3) und vereinfachen diesen neuen Algorithmus
dann auf nichtsingulére Kerne (siehe Algorithmus 2.6). Da es sich um approximative Al-
gorithmen handelt, beweisen wir in Abschnitt 2.3 die Fehlerabschiatzungen. Aus diesen
Ergebnissen lésst sich folgern, wie gewisse Parameter im Summationsalgorithmus giinstig
zu wihlen sind. Diese theoretischen Resultate belegen wir durch umfangreiche numeri-
sche Tests in Abschnitt 2.4. Das Kapitel schliet mit einigen weiteren Bemerkungen und
Literaturhinweisen.

2.1 Schnelle Summation fiir dquidistante Knoten

Wir betrachten zunéchst den bekannten Standard-Algorithmus zur schnellen Summa-
tion, falls die Knoten &dquidistant verteilt sind. In diesem Fall ist die Matrix K eine
(multilevel) Toeplitz-Matrix. Da die Grundidee unseres neuen schnellen Summationsal-
gorithmus von Methoden zur schnellen Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer Toeplitz-
Matrix abstammt, formulieren wir diesen Algorithmus in einer Form, die eine Verallge-
meinerung auf den nichtédquidistanten Fall zuldsst. Hintergrund dieses schnellen Algo-
rithmus ist, dass die Toeplitz-Matrix in eine zirkulante Matrix eingebettet werden kann
und diese mit Hilfe der Fourier-Matrix diagonalisiert wird.

Es seien xj, und y; dquidistante Punkte aus dem Quader [—1/4,1/4)%, z.B. die Punkte
k/(2N) (k € I%) und 3/(2M) (5 € I;). Im Folgenden setzen wir (0) := 0, falls K eine
Singularitéit im Ursprung hat. Fiir die schnelle Summation, d.h. fiir die Berechnung von

/ (ﬁ) kXIj e (ﬁ - %) G eIt (2.3)

wenden wir die folgende Aliasing-Formel (Uberlappungsformel) an

Satz 2.1 (Aliasing-Formel)
Es sei f € Lo(T9) eine multivariate, 1-periodische Funktion mit absolut konvergenter

Fourier-Reihe .
fl@) =Y cu(f) e
keZd
und mit den Fourier-Koeffizienten cy(f) (vgl. Definition (1.8))

/ f —2rikax de.

Dann gilt fiir die Approximation der Fourier-Koeffizienten cg(f) durch die Rechteckregel

;1 I\ —omijk/n
= (1)

jerd
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der Zusammenhang

sz = Ck:(f) + Z Ck:—l—'rn(f)'

rezd
r#£0

Es sei n:= 2kgV(N, M) das Doppelte des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der natiirli-
chen Zahlen N und M. Auflerdem sei Ky eine glatte, multivariate, 1-periodische Funk-
tion mit Kg(j/n) = K(j/n) fir 5 € I2. Dann folgt mit obiger Aliasing-Formel

Kr(z) = ) a(Kg)e™™

1c74

_ Z a(KR) p2rile Z Z Cline(KR) p2mi(ltnr)®

lerd l1e1d rezd
n n 'I";éO

_ Z b p2mile + Z Z Cl+n'r<KR) e27rilm( p2rinre 1)’ (2.4)
lerd lerd rezd
r#£0
wobel wir mit b; abkiirzen
1 J —2rigl/n
bl::ﬁZK(g) e 2mgl/n (2.5)

jerd

Die Formel (2.4) ist Voraussetzung fiir die Herleitung und Fehlerabschétzung des nicht-
dquidistanten Summationsalgorithmus (siche Abschnitte 2.2 und 2.3). Fiir die Differenz
der dquidistanten Knoten « := j/(2M) — k/(2N) folgt aus der Formel (2.4) und der
Definition von n, dass der Ausdruck e*™"™® — 1 fiir alle r € Z? verschwindet. Also ist

J kN _ (a3 kN 2mil(j/ (20M)—ke/(2)
Kr (QM 2N) =k (QM 2N) = _he

lerd
und mit (2.3) folgt

J o\ _ oril(j/ (2M)—k/(2N)
1) = T ewue

kel leld
— E bl E g e—27r1lk:/(2N) eQﬂ'll]/(QM)'
lerd kel

Damit kénnen wir folgenden Algorithmus fiir die schnelle Summation von (2.3) angeben.

Algorithmus 2.2 (Schnelle (multilevel) Matrix-Vektor-Multiplikation fiir Toeplitz-Ma-
trizen)

Eingabe: Ny M € N, oy, € C (k € I%).
Vorberechnung: Berechnung von by (I € I?) in (2.5) mittels d-variater FFT(n®%).
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1. Berechne die Summe

a = Z (e~ 2T/2N) (] ¢ 1)

keld,

mittels einer d-variaten FFT((2N)®?). Benutze den Zusammenhang ajjons = ap
fir s = —(n/2—1N)/(2N),...,(n/2 —1N)/(2N).

2. Bilde fiir I € I? die Produkte
dl = albl.

3. Berechne fiir j € 1%, die Summe

f (ﬁ) _ Zd‘ o2milg/(2M) _ Z Z dysonts o2milg/(2M)

lerd lerd, \2Mseil_,,,

mittels d-variater FFT((2M)®9).

Ausgabe: Funktionswerte f (%) (7 € I¢,) von (2.1).

Komplexitéit: O(N%log N + M<log M).

Im univariaten Fall d = 1 und fiir M = N ist die Matrix K := (K(%))?Zi:lmz
RY*N eine Toeplitz-Matrix der Groie (N, N). Damit ist Algorithmus 2.2 der Standard-
Algorithmus fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer Toeplitz-Matrix, basierend
auf der Einbettung von K in eine zirkulante Matrix der Gréfie (2N,2N). Die Multi-
plikation des Vektors mit der zirkulanten Matrix erfolgt dann mittels schneller Fourier-
Transformation (siehe z.B. [19]). Es sind schnellere Algorithmen fiir die Multiplikation
eines Vektors mit einer reellen Toeplitz-Matrix bekannt, die auf trigonometrischen Trans-
formationen basieren (siehe [11, 15, 97, 94, 65]). Diese Algorithmen konnen in dhnlicher
Weise hergeleitet werden, wenn man Chebyshev-Reihen an Stelle der Fourier-Reihen
benutzt. Es gibt fiir reelle Eingabedaten o € R im nichtidquidistanten Fall aber auch
Algorithmen, die auf nichtdquidistanten trigonometrischen Transformationen beruhen
(vgl. Beispiel 2.9).

2.2 Schnelle Summation fiir nichtaquidistante Knoten

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir Algorithmus 2.2 fiir nichtéquidistante Knoten,
d.h., wir werden schnelle Algorithmen zur Berechnung von Summen der Form

Fly)= Y akly — @) =) ank(|ly — zil2), (2.6)

an M beliebigen Knoten y =y, € R? (j =1,..., M) vorstellen. Dabei ist f : R — R.
Da wir mit 1-periodischen Funktionen arbeiten wollen, skalieren wir die Knoten xj; und
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=T i an 1
Abbildung 2.1: Singuldrer Kern K mit der Regularisierung 71 und 7T%.

y; so, dass [|zg|[z < 1/4 —1/32 = 7/32 und ||ly,|lo < 7/32 ist. Somit muss fiir alle
Absténde zwischen Punkten [|z), — y,ll2 < 7/16 = 1/2 — 1/16 gelten. Weiterhin sollen
die Punkte @), (k = 1,..., N) in der d-dimensionalen Kugel {z € R? : ||z|, < 7/32}
approximativ gleichméfig verteilt sein.

Singulire Kerne

Zunichst betrachten wir Kerne K, die mit Ausnahme vom Nullpunkt beliebig glatt
sind. Hier lassen wir zu, dass K oder Ableitungen von K eine Singularitéit im Nullpunkt
haben. Beispiele fiir solche Kerne sind

1
, —, log z, x*log |z|. (2.7)

1
Ll

2

Sl

Die Idee besteht darin, die singuldre Funktion in der Néhe der Singularitét (im Nahfeld)
und am Rand zu regularisieren, so dass wir eine glatte (p-mal stetig differenzierbare,
1-periodische) Funktion g erhalten (sieche Abbildung 2.1).

Die Funktion g wird dann durch eine Fourier-Summe Krpr angenédhert. Da die Funktion
KCr aber p-mal stetig differenzierbar ist, sind wir in der Lage, in Abschnitt 2.3 den Fehler
IKr — Krr|lso abzuschitzen. Der Kern K kann also durch Krp und einen Kern Kyg,
dessen Trager nur im Nahfeld liegt, approximiert werden. Im Folgenden geben wir die
genaue Konstruktion von g sowie g an und leiten einen schnellen Algorithmus zur
Berechnung von (2.6) an den beliebigen Knoten y; (j = 1,..., M) her.

Wir regularisieren C in der N&he von 0 und in der Ndhe des Randes von ||x|ls = 1/2
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durch einen glatten 1-periodischen Kern
Tzl falls el < 2.
To(lell) falls % < el < 4
el ) . 2.8
r(T) TB(%) falls %SHJ?Hz, (2.8)

K(||x||2) sonst,

wobei a € N ein zuvor gewéhlter Parameter ist, und die Polynome 77 und 7x durch die
Definition

Ti(z):= Z aj cos ziajx, (2.9)
und »
Tg(x) := Z af cos(8mj (x —1/2)) (2 € (7/16,1/2)) (2.10)

gegeben sind. Jetzt soll die Bedingung Kgr(||x|2) = Kr(x) fur ||z|2 < 1/2 mit Ky €
CP(T) erfiillt werden. Wir setzen

b fir d =1,
P+ lp-1)/2) fird>2

und bestimmen die Koeffizienten a;- und a}B durch die Forderung, dass die Ableitungen
von 71 und K in a/n bis zur Ordnung p — 1 identisch sind, also durch

7" (3> = K™ (3) (r=0,...,p—1), (2.11)

n n

und dass die Ableitungen von 75 und K in 7/16 bis zur Ordnung p — 1 identisch sind,

n(7 7
TQ(@) - KO (1_6> (r=0,....,p—1). (2.12)

Damit wir im multivariaten Fall eine , glatte Periodisierung® Ky erhalten, fordern wir
fiir d > 2 zuséatzlich

T (%) =0 r=1,...,|(p—1)/2]) . (2.13)

Aus der Definition des trigonometrischen Polynoms 7% in (2.10) ergibt sich T; éQrH) (1/2) =
0 fiir alle » € Np. Starten wir mit dem Ansatz (2.9) und benutzen die Bedingung (2.11),
I I )L%J

N o . 123+)
so konnen wir die Koeffizienten ag,,, = (aj;);-7 ~ und agqq := (ah;,,);-5

Losung der zwei linearen Gleichungssysteme

20\ %" a L")
Vhven Bhuen = ((—) K (—)) , (2.14)
™™ n

r=1

eindeutig als
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1232

%2 2r+1 a
vl — - (22) ke (-) 2.1
0dd Bodd = ( < 7rn) 0 (2.15)
r=0
berechnen, wobei V! und V!, die reguliren Mosaik-Vandermonde-Matrizen
r—+q -\ 27 L%J r—+7 . r LPT%J
Viven = ((_1) +](2j)2 )r,jzl ) Vodd - ((_1) +](2j + 1)2 +1)7",j:0 (216)

sind.

Natiirlich sind diese Matrizen fiir grole p € N sehr schlecht konditioniert. In unseren

Algorithmen miissen wir die Gleichungssysteme aber nur fiir kleine Parameter p < 16

l6sen, was ohne Probleme moglich ist.

In dhnlicher Weise folgt aus der Definition (2.10) fiir das trigonometrische Polynom Ty
B 1

mit den Forderungen (2.12) und (2.13), dass die Koeffizienten a2, := (azj)jL I I und

even
|2B-2

B

aly = (a3;,1);—¢ I die eindeutig bestimmte Losung des linearen Gleichungssystems

r 1251
ngen % aB ( 2 (7/16))r 21
N ( 0By ) = | (xCro16) 2 | (2.17)
v, V. 0

Pl 1y L2520, 282
Vo = ((=1)"7(2j + 1) H)r —0.j=0 ;

. p=1 pp—1
VB .- ((_1)r+]<2j>2r)L 5 J,L BQ ]

r=1,j=1 )

1252, 282

r=1,7=0

VE = (<1 (25)7) T vE (a4 1))

€ r=1,7=1
sind.
Im univariaten Fall folgt die Eindeutigkeit der Losung des trigonometrischen Hermite-
Interpolationsproblems (2.10) mit den Forderungen (2.12) wieder aus der Regularitét
der Vandermonde-Matrizen. Die Regularitét der Matrix in der Gleichung (2.17) haben
wir fiir p < 16 elementar nachgerechnet.
Alternativ zu der vorgeschlagenen Regularisierung mittels trigonometrischer Polynome
konnen z.B. zwei-Punkte Taylor-Interpolationen [26, S. 37] oder Splines benutzt werden.
Jetzt approximieren wir die glatte Funktion g durch das Lagrange-Interpolationspoly-
nom

Krp(z):= > b, (2.18)

lerd

wobei die diskreten Fourier-Koeffizienten b; durch Abtasten des regularisierten, 1-perio-
dischen Kerns Kg, also durch

1 . —2rigl/n d
by := EZICR(_]/TL)G 2rigl/n (1 e %) (2.19)

jerd
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gegeben sind. Wir zerlegen unseren Kern K in der Form
’C == (IC — ICR) + (ICR — /CRF) + ]CRF == }CNE + ICER + ICRF (2.20)

mit den Definitionen g := K — K und Kgr := Kr — Kgrp. Die Abkiirzungen Kyg
verweisen auf das Nahfeld (Nearfield) und Kgg auf den Fehler (Error), der zwischen dem
regularisierten Kern ICgr und dessen Fourier-Summe gy entsteht. Weil der 1-periodische,
regularisierte Kern Kg sehr glatt (p-mal stetig differenzierbar) ist, erwarten wir, dass
die Approximation KCrr nur einen sehr kleinen Fehler Kgr erzeugt. Wir vernachléssigen
diesen Fehler und approximieren f durch

f(@) = fxe(x) + fre(z), (2.21)
wobei
fap(x) = kz]\::aleNE<w —Ty), (2.22)
frr(z) = éak/CRF(CE — xy) (2.23)
ist. _

Nun wird nicht f, sondern f an den Punkten y; berechnet. Dies kann sehr schnell
erfolgen, namlich:

1. Berechnung des Nahfeldes (2.22)

Nach Definition (2.8) von Ky hat die Funktion Kyg einen kleinen Trager in der
Einheitskugel mit dem Radius a/n um den Nullpunkt 0. Der Kreisring 7/16 <
|lz|l2 = 1/2 ist fur die Berechnung uninteressant, da wir die Punkte so skaliert
haben, dass ||z}, — y,||» < 7/16 gilt. Wir setzen voraus, dass die Knoten x; (k =
0,...,N) in ||x|]s < 7/32 so verteilt sind, dass jede Kugel mit dem Radius 1/n
hochstens v Punkte @ (k= 0,..., N) enthdlt. Wir wihlen die Lénge der Fourier-
Summe in (2.18)

n=QO(NYY), (2.24)

Die Summe (2.22) enthélt fiir festes y; nur a’v Summanden, so dass die Berech-
nung an den M verschiedenen Knoten nur O(a?vM) arithmetische Operationen
benotigt.

2. Berechnung der Summe frp (2.23)

Substituieren wir die Fourier-Summe (2.18) des Kerns gr in die Summe (2.23),
so erhalten wir

N

N
fRF(yj) — Z g Z b e2milly;—mk) Z b (Z ap ezmzmk> e2mily;
k=1

k=1 lerd lerd
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Der Ausdruck in den Klammern kann durch eine d-variate NFFTT (n®?) berechnet
werden. Dann multiplizieren wir das Ergebnis mit den n? Daten ; (I € I¢) und
berechnen schlieflich mit einer d-variaten NFFT(n®?) die #ulere Summe. Wenn
wir wieder m als den Abschneideparameter und den Oversamplingfaktor o = 2
fiir die NFFT- und NFFTT-Algorithmen (Algorithmus 1.1 und Algorithmus 1.3)
wihlen, dann kénnen wir frp an den Punkten y; (j = 1,..., M) in O(m*(N +
M) + Nlog N) arithmetischen Operationen berechnen.

Zusammenfassend folgt der Algorithmus:

Algorithmus 2.3 (Schnelle Summation fiir singulidre Kerne)

Eingabe: a,p,n €N, ap, € C (k=1,...,N), zx € R (k=1,...,N),

Vorberechnung: (i) Berechnung von a (j = 0,...,p — 1) in (2.14) und of (j =
0,....pp — 1) in (2.15).
(ii) Berechnung von (by);cr¢ mittels FFT durch (2.19) und (2.8).
(iii) Berechnung von Kng(y; — @) fiir alle (j = 1,..., M) und k €
INV(4), wobei INV(j) = {k e {1,... N} [ly; —xxll2 < &}.
Beachte auch die Bemerkung 2.4.

1. Berechne fiir I € I die Summen

N
ay = E :&k ef2mlmk
k=1

mit einer d-variaten NFFTT (n®?) unter Nutzung von Algorithmus 1.3.

2. Bilde fiir alle 1 € I¢ die Produkte
dl = Clel.

3. Berechne fiir j = 1,..., M die Summen
fRF(yj) = Z dl eQWil’.’Jj

lerd

mit einer d-variaten NFET(n®¢) unter Nutzung von Algorithmus 1.1.

4. Berechne fiir j = 1,..., M die Nahfeldsummation
fNE(yj) = Z aleNE(yj — ).

keING(5)
5. Bilde fiir j = 1,..., M die Summen
Fy;) = fxe(y)) + frr(y,).

Ausgabe: f(yj) (j =0,..., M) Naherungswerte fiir f(y,) in (2.6).
Komplexitéit: O(Nlog N +m%(M + N) + a®vM) = O(Nlog N + M).
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Bemerkung 2.4 Bis jetzt wurde vorausgesetzt, dass die Werte Kyg(y,; — ) in Schritt
4 von Algorithmus 2.3 durch Knp(y; —xr) = K(y; — =) — Kr(y; — i) = K(y; — 1) —
Ti(|ly; —xkll2) (k € ING(5); § = 1,..., M) berechenbar sind. Alternativ kénnen wir aber
wie folgt vorgehen: Wir betrachten die Aufspaltung

fap(y) = D Ky —x) — Y aillly; — 2l

keINE()) keINE()

wobei die erste Summe in O(avM) Schritten berechnet werden kann. Nach Definiti-
on (2.9) von T wiirde die zweite Summe O(pavM) Operationen benstigen. Um diese
Summe effizient zu bestimmen, approximieren wir sie wie folgt: Wir berechnen TI(%%)
(s = —ap,...,ap) im Vorberechnungsschritt und bestimmen Ti(||y; — x|2) mittels
kubischer Spline-Interpolation. Nun kann die (ndherungsweise) Berechnung der zweiten
Summe mit der gleichen arithmetischen Komplexitét wie die der ersten Summe erfolgen.

O

Bemerkung 2.5 (Matrix-Vektor-Schreibweise von Algorithmus 2.3)

Es seien die Matrix K := (K(y; — a:k))jw:ivk:l und der Vektor « := (ay,)a_, definiert.

Dann kann Algorithmus 2.3 in Matrix-Vektor-Schreibweise
Ko = (AMDICRA% + KNE) (0%
mit Dy, = diag(b)ere, An = (e*mien) Ay o= (e%ilyf)j:
Kyg := (ICNE(yj — wk));‘if{k:l geschrieben werden. Nutzen wir die Matrix-Vektor-No-
tation (1.18) fiir die NFFT/NFFT'-Algorithmen, so kénnen wir K« in der Form

k=1,...,N;leIld’

schreiben, wobei C := F4

on,n

DDy, D(F¢, )" eine Multilevel-zirkulante Matrix ist. [

Nichtsingulidre Kerne

Im Folgenden wollen wir glatte Kerne wie z.B.

<x2 +02)i1/2’ e—6$2

(2.25)
betrachten. Diese Funktionen sind als Multiquadric, inverse Multiquadric und als Gauf3-
Kerne bekannt. Multipol-Algorithmen sind fiir die schnelle Gauf-Transformation schon
langer bekannt [54], wihrend schnelle Algorithmen fiir die Multiquadric in [6, 4, 7]
entwickelt wurden. Wir erwdhnen nochmals, dass unsere Algorithmen einen neuen, ein-
heitlichen Zugang fiir eine grofle Klasse von Kernen erlaubt. Insbesondere zeichnen sich
diese Verfahren durch einfach strukturierte Algorithmen (FFT, NFFT) aus.

Fiir die Kerne (2.25) ist keine Regularisierung im Nullpunkt nétig und somit entfallt die
Nahfeldberechnung. Falls der Kern K sehr klein am Rand ist, z.B. bei groflen Werten ¢
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fiir den Gaufl-Kern, ist auch die Regularisierung am Rand nicht nétig, d.h. wir kénnen
einfach g := IC definieren. Ansonsten setzen wir
TB(HiBHQ) falls 1_76 < HCUHQ < %,
Kr(x) := TB(%) falls % < [|x]|2, (2.26)
K(||x||2) sonst.

Damit vereinfacht sich Algorithmus 2.3 wie folgt:

Algorithmus 2.6 (Schnelle Summation fiir nichtsingulidre Kerne)

Eingabe: a,p,n € N, ap, € C (k=1,...,N), zx e R* (k=1,...,N),
B

Vorberechnung: (i) Berechnung von a;

am Rand ndétig ist.
(ii) Berechnung von (by)yc e mittels FF'T durch (2.19) und (2.26).

(j =0,...,pg—1), falls eine Regularisierung

1. Berechne fiir I € I¢ die Summen

N
al = § ak; e—27r1la:k
k=1

mit einer d-variaten NFFTT (n®?) unter Nutzung von Algorithmus 1.3.
2. Bilde fiir alle I € I¢ die Produkte

dl = Clel.

3. Berechne fiir j = 1,..., M die Summe

JE(yj) = frr(y;) = Z d; €2m1;

lerd
mit einer d-variaten NFET(n®¢) unter Nutzung von Algorithmus 1.1.

Ausgabe: f(yj) (j =0,..., M) Naherungswerte fiir f(y,) in (2.6).
Komplexitéit: O(m*(M + N) + a®vM) = O(M + N).

Da wir keine Nahfeldberechnung durchfithren miissen, héngt die Grofle n der NFFT/
NFFTT Algorithmen im Gegensatz zu Algorithmus 2.3 (vgl. Formel (2.24)) nur vom
Kern K, aber nicht von der Anzahl N der Knoten ab. Deshalb benétigt Algorithmus 2.6
nur O(n?logn +m¥(M + N)) = O(M + N) arithmetische Operationen.
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Bemerkung 2.7 (Zusammenhang zum Multiresolutionszugang von Beylkin und Cra-
mer [10])

Kiirzlich haben G. Beylkin und R. Cramer einen schnellen Summationsalgorithmus,
basierend auf einem Mehrskalenzugang, vorgestellt. Dieser Algorithmus benétigt auch
O(N log N) arithmetische Operationen. Wir wollen den Zusammenhang zu unseren Ver-
fahren fiir den univariaten Fall d = 1 verdeutlichen. Die Idee in [10] fassen wir wie folgt
zusammen: Fir |y — z| > R wird gezeigt, dass der Kern K mit einer Genauigkeit, die
von R abhéngt, durch

Ztr s<p<x——)so(y—2—8]) (2.27)

approximiert werden kann. Dabei bezeichnet ¢ eine Skalierungsfunktion mit kleinem
Tréager. Wie in [8] bevorzugen die Autoren kardinale B-Splines fiir ¢ (sieche auch Ab-
schnitt 1.3). Die Koeffizienten ¢; miissen durch Losen eines grofien linearen Gleichungs-
systems berechnet werden. Dann kann die Summe (2.6) durch

Zak;tr w(m——)w(y—;—)
_Zakztr s¢<$k——) (?/——> Z%K — Ty)

kely

mit I, := {x} : |y — zx] < R} approximiert werden. Die Berechnung der letzten zwei
Summen benétigt wie Schritt 4 von Algorithmus 2.3 nur O(M) arithmetische Operatio-
nen, wobei aber die Konstante in O(M) von R abhéngt. Die erste Summe wird in der

Zztr SZO%SO( k__> <p<y—2$—]>

geschrieben. Daraus ergibt sich folgende Berechnungsmoglichkeit:

e Berechne fiir alle » die Summe

v S f).

Da ¢ einen kleinen Tréger hat, erfordert die Berechnung fiir alle » zusammen nur
O(N) arithmetische Operationen.

e Berechnung von g, := > g,t,_ fiir alle s mittels schneller Toeplitz-Matrix-Vektor-

Multiplikation. Dies kann mit Hilfe der FFT in O(N log N) arithmetischen Ope-
rationen (siehe Algorithmus 2.2) realisiert werden.

e Berechnung von Y g, ¢ (y — &) in O(M) arithmetischen Operationen.
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Der Zusammenhang zur NFFT-Summation wird deutlich, wenn wir beachten, dass die
Funktionen e~2™%% durch

—2rikx ~ —2rikr/(on)
O (K

approximiert werden konnen. Falls ¢ einen kompakten Tréger hat, z.B. wenn ¢ die B-
Splines sind, setzen wir ¢ = ¢ (siehe Abschnitt 1.3). Wir erhalten aus der Definition
(2.18) fur |y — x| > a/n (und |y — x| < 1/2 — a/n) mit einer Genauigkeit, die von a/n
abhéngt

n/2—1
KRF(y . LIT) ~ Z b, e~ 2milz (2mily
l=—n/2
n/2—1
~ Z blA Z@Z} (fE o L) —2milr/(on) ,1723 ( ) e27rils/(z7n)
e (on)?|o(1)]? - on on
- T )i )
s an an
wobei )
n/2—1
7= Z b o2l
S IO

ist. Dies zeigt den Zusammenhang zu Formel (2.27). Dennoch scheint Algorithmus 2.3
einfacher zu sein. Insbesondere ist die Regularisierung leichter als in der Veroffentlichung
[10] zu berechnen. Weiterhin ist unser Zugang nicht auf Funktionen ¢ beschrankt, die
einer Zwei-Skalen-Relation geniigen. ]

2.3 Fehlerabschatzungen fiir die schnellen Summationsalgorithmen

In diesem Abschnitt wird bewiesen, dass der Fehler fiir die approximativen Summati-
onsalgorithmen (Algorithmus 2.3 und Algorithmus 2.6), in Abhéngigkeit von den Pa-
rametern a und p, klein werden kann. In Abschnitt 1.3 haben wir uns schon mit dem
Approximationsfehler beschéftigt, der durch die NFFT-Algorithmen erzeugt wird. Jetzt
wird der Fehler untersucht, der durch die Approximation von f durch f in (2.21) entsteht.
Das Ziel dieses Abschnitts ist wieder, den genauen Zusammenhang zwischen Approxi-
mationsfehler und arithmetischer Komplexitéit des Algorithmus zu beschreiben. Mit der
Zerlegung des Kerns in Formel (2.20) und der Definition von f in (2.21) erhalten wir

N
Z Oék/CER(yj — )
k=1

SchliefSlich ergibt sich mit der Holder-Ungleichung

F(yy) = Tyl < lledly || (Kon(y; = 20)),y |

(2.28)
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Im Folgenden wollen wir Kgr in der Maximum-Norm

IKerl[o := max  [Kgr(z)|

1
lelle<3—%

abschétzten. Diese Form der Fehlerabschédtzung wird auch immer im Zusammenhang
mit den schnellen Multipol-Algorithmen untersucht. Die Holder-Ungleichung (2.28) ist
in dem Sinne scharf, dass die Gleichheit angenommen wird, falls o, = 0 fiir alle Indizes
k mit Ausnahme der Indizes, fiir die |KCgr(y; — )| den grofiten Wert annimmt. Unsere
Fehlerabschéitzungen basieren auf der bekannten Formel fiir den Aliasing-Fehler (Satz
2.1).

Anschlieend untersuchen wir zunéchst den Approximationsfehler fiir den Algorithmus
2.3 und danach den Approximationsfehler fiir Algorithmus 2.6.

Singulire Kerne

In diesem Teilabschnitt werden wir Kerne K betrachten, die mit Ausnahme des Ur-
sprungs Funktionen aus C*°(R) sind und die einer Abfallbedingung der Form

[KO(x)] < Ok W (z € [-1/2,1/21\{0}), (2.29)

fir alle r = 1,...,p (p > 2) mit einer Konstanten Cx > 0 und « € Ny geniigen. Die
Ungleichung (2.29) ist z.B. fiir homogene Kerne K(x) = 1/|x|* oder fiir K(z) = log ||
mit a = 0 erfiillt.

Der anschlieBende Satz gibt die Fehlerabschitzungen fiir den univariaten Fall d = 1 an.
Im bivariaten Fall d = 2 sind einige neue Beweisideen nétig, die in der Verdffentlichung
[88] herausgearbeitet wurden. Wir beweisen jetzt den folgenden Satz:

Satz 2.8 FEs sei K ein gerader Kern, der die Abfallbedingung (2.29) erfiillt. Dann gilt
fiir 2 < p < 50 mit Kgg := Kr — Krr die Abschétzung

n® (p+a-+da—2) [\’
@)l <c (%)

max |Kgr(x
z€[—1/2,1/2] [ Ken a®—1 p—1

wobei (3 := /14 (2/m)? und 0y, das Kronecker-Symbol ist.

Die Einschrankung p < 50 ist wahrscheinlich nicht notwendig. Sie tritt nur deshalb auf,
weil in unserem Beweis numerische Berechnungen bis p < 50 mit einflieBen. Wir bendti-
gen aber im Algorithmus 2.3 nur Werte p < 16, da diese bereits doppelte Genauigkeit
des approximativen Algorithmus garantieren.

Beweis: In diesem Beweis sind C' jeweils verschiedene Konstanten, die nicht von der
Glattheit p, der GroBle des Nahfeldes gesteuert durch a, der Lénge der Fourier-Summe
n und dem Kern-Parameter o (vgl. (2.29)) abhdngen. Wir gehen wie in Abschnitt 2.1
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vor, d.h., wir benutzen die Fourier-Summe von Ky und die Aliasing-Formel, so dass wir
schlieflich wie in Formel (2.4) fiir den Fehler die Identitét

n/2—1

KER Z ch-l—rn KR 27r1ka:( 2rirne 1)

k=—n/2 r€Z
r#0

erhalten. Unter zusétzlichen Voraussetzungen an n (sieche Abschnitt 2.1) war dieser Feh-
ler Kgr fiir dquidistante Knoten gleich Null. Fiir beliebige Knoten =z € [—1/2,1/2]
schétzen wir diesen Fehler durch

o

[Ker()| <22 D [ew(Er)| + [enja(Kr)|

k=n/2+1

ab. Nach Konstruktion ist Kg p-mal stetig differenzierbar, so dass wir durch partielle

Integration
on(KR) = (2mik) ™ cp(KP))

erhalten und damit

- 1/2
Kenle) <2 (2 > o) 4 ) ? | [ K@) da
k=n/2+1 ~1/2

folgern. Fiir p > 2 kann die obige Summe durch ein Integral vergrofiert werden. Dies
fithrt zu

1/2
C
| Ker ()] SW / |K1(>f))(5’3)|d5’3
~1/2

und weil 71, Tg und K gerade Funktionen sind, erhalten wir zusammen mit der Definition
n (2.8)

7
16
7
16
(2.30)

Auf Grund der Abfallbedingung (2.29) folgt fiir das mittlere Integral von (2.30) die
Ungleichung

7 7
16 16
/|K(p) ) dz < C’(p+oz—1)/ =Pt dy
—1+a
< Clp+a—2) (g)p . (2.31)
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Fiir die Abschétzung des ersten und des letzten Integrals in (2.30) konzentrieren wir uns
nur auf den Fall, dass p gerade ist. Wir setzen dazu ¢ := p/2—1. Der Beweis fiir ungerade
Zahlen p verlduft dhnlich. Aus der Definition (2.9) des trigonometrischen Polynoms T}
folgt

pa coS —:c

1@ = (5 )

T™N\P
Z py 1
S (2a> j:lj |a]|

und damit

a
n

/|T ()|dx<( ) ( )p_ Zﬂal\ (2.32)

0

Die Koeffizienten aj; und aj; , sind durch das lineare Gleichungssystem (2.14) und (2.15)
mit den entsprechenden Matrizen (2.16) bestimmt. Wir betrachten die Gleichung

V4Iaven (Ck,l)z,lzl = Iq

wobei wir mit I, die Einheitsmatrix der Gréfe (¢, ¢) bezeichnen. Nun wird die Beziehung
zwischen den Vandermonde-Matrizen und der polynomialen Interpolation verwendet.
Wir konnen folgern, dass ¢, die Koeffizienten der geraden Lagrange-Polynome

q

Loy(z) == Y (1) epya™ =

k=1 s=1
s#£l

.’:l@
—
o~
I
—_
=
SN~—

(2.33)

sind. Beachten wir den Satz von Vieta, so sehen wir, dass die Koeffizienten c; positiv
sind. Zusammen mit (—1)¢;; = LS?(O)/(Z!@)! folgt cx; = |Lgp)( )|/(2k)! und damit

Lo (IES20)]
((Veven) ) - (W)lk:l .

Analog erhalten wir
k
(v gyt (1B O
odd @+ )

wobei jetzt die Lagrange-Polynome durch

H :L‘ — 28+1) (l:()"“7q) (234)

L
2tt1() (20+1)2— (25 + 1)2

2l+1

i
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gegeben sind. Damit folgt fiir die Koeffizienten aéj (j =1,...,q) auf Grund der Forde-
rung (2.14) die Beziehung

q

(a3;)i-1 = ((Vﬁven)T)*((i—Z)%K@” (%)) , (2.35)

r—=

was zusammen mit der Abfallbedingung (2.29) die Ungleichung

k| < C(g)aki(;) %\ L5(0)]

C(P-i;_z;%,d! (g)a i <%) | sz( )

k=1

ergibt. Auf dem gleichen Weg erhalten wir fiir die ungeraden Indizes die Abschétzung

q

(p—2+a+6da)! /n\e 2\ ks
|ag;] < C H=1) (g) Z p |Lé]+1p(0)|
k=0

Schlieflich ergibt sich mit der Aussage (2.32) die Ungleichung

/ TP@lde < (5)" (5)7 PR (Snlp) + S,

wobel wir die Summen mit

q 2k q

Seen(p) = Z( ) RCOHEACI] (2.36)
q 2k+1 ¢

Sanlp) = Y0 (2) i+ Lo (237
k=0 Jj=0

abkiirzen. Die Abschétzung fiir diese Summen Seyen (p) und Spaq(p) werden wir in Lemma
2.9 geben. Nutzen wir das dortige Ergebnis (2.41), so folgt

/|T 2)de < C(p—2+a+d,)! (f>p (ﬁfm (@)p. (2.38)

2 a 2

Das dritte Integral in (2.30) kann in analoger Weise wie das erste Integral in (2.30)
behandelt werden, allerdings mit den Koeffizienten a? anstatt aj Die Koeffizienten a?
erhalten wir wie in (2.35), nur mit kleineren Werten auf der rechten Seite von (2.15).
Weil die Inverse unserer Vandermonde-ihnlichen Matrix (V'L . )T nur positive Eintrige
enthiilt, folgt daraus, dass das dritte Integral in (2.30) kleiner als das erste Integral ist.
Wir beenden den Beweis durch Kombination der Ergebnisse in (2.38), (2.31) und (2.30).
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Im obigen Satz haben wir bereits folgendes Lemma benutzt.

Lemma 2.9 Es sei p > 2 eine gerade natiirliche Zahl und q durch q := p/2 — 1 gegeben.
Weiterhin seien L, und Lyj.q, durch (2.33) und (2.34) definiert. Die Summen Seyen(p)
und Soqa(p) in (2.36) und (2.37) kénnen durch

. _ 2k gl 2
2\ 1 (B! = [(q—k)!]
Seven(p) < (;) 5 (5) Z(p -2k — 2)1) W > (239)
k=0 “(p—2k—2)!
2
(p—D!(g—k)!
2 B\ & |:2k(p72k71)!q!i|
S < (2)(5) w21y EEET (2.40)
k=0 “p—2k—1)!
abgeschétzt werden. Fiir p < 50 gilt die Ungleichung
1 ™\
Seven/odd(p) < 5 (%) (p_ 1)' . (241)

Beweis: Wir beschrinken uns hier auf den Beweis von Seyen(p). Die Abschétzung fiir
Soada(p) kann in dhnlicher Weise erfolgen. Mit der Definition (2.33) ergibt sich

q—1 9

— (23) _ 1 1 q—1 , ;
(p—2)2—(25)2 (p—2)2v-3 SHO(l“ —(2s)%)

Ly2p(z) = (p— 2)2

s=1

sowie
2 — (p —2)?

27— (27
Fir k=1,...,q folgt aus der Regel von Leibniz

L2j7p<x) = Lajp2 ()

(j=1,...,q—1).

(25)2—(p—2)% (22— (p—2)2 22
EREE-1) oo
(25)2 — (p — 2>2L2j,p72( )

L(Qk)(l_) _ R ()

27,p 27,p—2

und insbesondere fiir z = 0 die Identitat

(k) () _ 7 (2K) =27 = 2k(2k — 1)
Paip O = Lm0, — o =y ~ P2 O Zop — e

Wir substituieren dies in Seyen(p) und beachten, dass ngd(()) und L;?»f“pfz)(O) unter-

(2.42)
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schiedliche Vorzeichen haben, so dass die Abschétzung

Soal) = 30 (2) (- 21L, 00

™
k=1

+ (p—2) i( )m: )I o 5(0)

< (- 2>pk2q; (%) L2, 0)
+ <1+<2)>p 22q:< )2]“:1 T

1,20
2] p—2

(0)|

folgt. Nach Anwendung der Gleichung (2.42) mit p — 2 anstelle von p in der letzten

Summe wird dieses Vorgehen iteriert. Zur Abkiirzung sei

k=1

Wir erhalten auf diesem Weg die Summe

(p—4)P

Seven<p) S (p_2)pR<p>+(p_2)2ﬁ2 (p_2)2_(p_4)2R<p_2>
0N2(0 N2 4 (p—6)"
B A i A (PP E ey g ) (A ey )
2 2 ap—4 2P
B e e e IF e T VO RN O

Z‘H {ﬁ} 2
2k q
k=0 p 2k— 2)'

Nun betrachten wir

p—2)! c~\7
wobel
q—1
wp(x) = [( (25)%)
s=0
Da aber

(2.43)
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ist, folgt aus der Regel von Leibniz
w®(0) = —wP(0)(p — 4)% + 2k(2k — Dw ™, > (0).

p—2 p—2
Damit kann die Summe R(p) in der Form

R(p) < ﬁ% <(p—4)2 <%> |w;}2—k2)(0)|

1 32 =l o 2k o) 7 9
(p— 423 & <;) lw, 22 (0)] = (5) R(p—2)

JORTHONOE

geschrieben werden. Substitution des oberen Ausdrucks fir R(p — 2k) in (2.43) ergibt
die Behauptung (2.39).

Die Abschétzung (2.41) erhalten wir einfach aus den Ungleichungen (2.39) und (2.40)
mit Hilfe eines Computers. Damit ist der Beweis vollstéindig. |

IN

Folgerung 2.10 Mit der Holder-Ungleichung (2.28), Satz 2.8 und der Stirling-Formel

A )\
Al <11 <—> 21\
e

erhalten wir die Fehlerabschétzung

+C¥+50a72
: o son VPO T O 000 —2) (ptatdoa—2fr\"H™
‘f('y])_f(yg)‘ < Cllallin® a™ p—2 a 4e .

Der Fehler fallt also exponentiell mit p, falls
Prp+atin-2 (@,Vl).

4e 3
In unseren numerischen Beispielen setzen wir einfach a = p. Bessere Naherungswerte

ergeben sich natiirlich fiir gréBere Werte von a, jedoch steigt damit auch die arithmetische
Komplexitét zur Berechnung des , Nahfeldes“ in unserem Summationsalgorithmus 2.3.

4e a 3

Umfangreiche numerische Beispiele in Abschnitt 2.4 bestétigen (siche insbesondere Bei-
spiel 2.1 sowie Abbildung 2.2) die vorangegangenen theoretischen Aussagen.

Nichtsingulidre Kerne

Im Folgenden leiten wir die Fehlerabschétzung fiir die schnelle Gauf-Transformation,
die mit Hilfe von Algorithmus 2.6 ohne Regularisierung berechnet wird, her. An diesem
Beispiel werden Fehlerabschétzungen im bivariaten Fall, d.h. fiir d = 2, ausgearbeitet.
Nutzen wir wieder die Holder-Ungleichung (2.28), so geniigt es, den Fehler zwischen K
und der Summe gp zu berechnen. Wir formulieren den folgenden Satz.
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Satz 2.11 Es sei 6 > 2, K(x) == e l1®l3 und 2 € RY mit d = 2. Weiterhin sei die
Differenz Kgg := K — Krr, wobei Krr die endliche Fourier-Summe (2.18) von K ist. Mit
n = f > 1, gilt dann die Abschétzung

\/5 e 9/

1 1 2
KR |loo < 20max{—,—=} e + 40— 5 44
UARVE) n ( )

Beweis: Die Fourier-Transformierte der univariaten Gauf-Funktion e~ ist in (1.33)
durch

e}

—x2 —omi T 2.2
/e5m e27r1kasdx:\/;ek7r/5.

—00

gegeben. Fiir den weiteren Beweis werden wir die folgenden Abschétzungen benutzen:

1 1 2
Zﬁ < Zﬁ = n (2.45)
k=1 k=1
n/2 0
—k2n2/5 / —a?n? /5 _1 é
Z o < o dr — ’ (2.46)
p / 2V
k=n/2+1 n/2
[e'e] oS 5
S e o [ertng < Doty
k=n/2+1 n/2 "

wobei die letzte Ungleichung aus (1.35) folgt.
Wir wenden partielle Integration zweimal auf das folgende Integral an und erhalten fiir
k # 0 die Identitat

1/2
Cr (e—6m2> — / e—6$2 e—27rikx dz
~1/2
1/2
5 5 2 .
. (_1\k+1 —6/4 . 2\ —0x* | —2mikx
= (-1) 5252 © + 5272 /(1 20z7) e e dz
~1/2
5 L[ |
_1)\k+1 —6/4 —dxz?\1 —2rmikx
(—1) 5252 © 47r2k:2/<€ )" e dx
0 2 —6x?
~ (1 —26z7) e cos(2rkx) dx

1/2
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und damit fiir § > 2 die Abschétzung

_S5x2 ) _ T 2.2 ) r _ 52
\ck(e5 )| < 27T2k2e5/4+\/;ek /‘S+7T2k2/(25:z;2—1)e5 dx

1/2

_ T _k2n2/5 R
—\/;e /+We/. (2.49)

Da wir keine Regularisierung fiir den Gaufl-Kern benutzen, folgt fiir Kg = K aus der
Aliasingformel (2.4) die Ungleichung

n/2
Ker(@)| < 2 ) (lewpn )+ lcuanK)) +2 Y lal(K)]
k=—n/2 kez?
IKlloo 2m/241
= 231 + 232

Es verbleiben die Summen S; und Sy abzuschéitzen. Die Tensorproduktstruktur der
bivariaten GauB-Funktion ergibt fiir k := (k1, ko)™ und @ := (21, 29)" die Identitit

cx(K) = ey (e )ep, (e772)
Vergroflern wir Sy und verwenden wir (2.49), so erhalten wir

n/2

49 ™ 2,2 ) ™
S, <2 —n?m2/(46) —d/4 N kA /o —4/4 n
e (\/; T k_z/ 5 ¢ Tt ) TG

k#0

und weiter mit (2.45) und (2.46)

wobei C':= (1+2e7%4 4 \/§) ist. Die zweite Summe S kann in der Form

n/2
Sy <4 Z Z Cran(K) + 4 > Z | €ty ko) (K
ki=n/2+41 ko=n/2+1 ki=—n/2 ko=n/2+1

geschrieben werden. VergroBern wir die rechte Seite mit (2.49), (2.47) und (2.48), ergibt
sich

Sy <4 A(n,d) (An,d) +C),
wobei

An,d) = ——e " +
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ist. Mit den Definitionen
C := max{4 C/m,4(A(n,0) + C)/(V/7)} , Cy:= max{8C/(mn),8(A(n,d) + C)/(r)}
folgt die Abschétzung
1 1
' \Ve
Die Behauptung des Satzes ergibt sich mit den Ungleichungen C' < 2.7 und A(n,d) < 0.4.
|

ICER |00 < C1 max{ } et Co— e

Der erste Summand in (2.44) fallt mit wachsendem 7. Der zweite Summand ist fiir
groBe § zu vernachlissigen, d.h., wir haben v/ e /4 < 2.7-107% fiir § > 60. Diese
Fehlerabschétzungen bestéatigen wir durch numerische Tests in Beispiel 2.7. Insbesondere
wird deutlich, dass wir fiir 6 < 60 eine Randregularisierung benétigen. In Tabelle 2.9
geben wir numerische Ergebnisse fiir 6 = 1 mit Randregularisierung an.

2.4 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt prisentieren wir einige numerische Beispiele. Die Algorithmen sind
in C implementiert und auf einer SGI O2 mit doppelter Genauigkeit getestet.

Wir beginnen mit der Berechnung der Summe (2.1) fiir den univariaten Fall, d.h. d = 1,
mit M = N und y; =2; € R (j =1,...,N). Die Summe

fla) =Y oK@ —x;) (=1,....N)

P

soll fiir die verschiedenen Kerne (2.7) mittels Algorithmus 2.3 berechnet werden. In
allen Berechnungen wéhlen wir n = N, so dass unser Algorithmus 2.3 eine arithmetische
Komplexitidt O(Nlog N + mN + aN) = O(Nlog N) hat. Dabei ist m die Anzahl der
Summanden in (1.16) und a die Anzahl der Summanden fiir die Nahfeldberechnung.
Wir wenden die NFFT/NFFTT mit Kaiser-Bessel-Funktionen ¢ (siche Abschnitt 1.3.2)
und einem Oversamplingfaktor ¢ = 2 an. Diese Berechnungen beruhen noch auf FFT
Implementierungen aus , Numerical Recipes in C* [106, S. 523 ff]. Die Laufzeiten unseres
Summationsalgorithmus werden sich weiter verbessern, wenn wir das Programmpaket
[76], welches auf der FF'TW basiert, verwenden.
Die Koeffizienten oy, wurden zufillig in [0,1] und die Knoten z; wurden zuféllig in [—1/4+
a/(2n),1/4 — a/(2n)] gewéhlt. Jeder Test zeigt den Durchschnitt von 20 verschiedenen
Berechnungen. Wir wollen das Verhalten der Fehler

B max J®) = f(@) (2.50)

=LeNo ()]
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!
= ' ' I ' ' ! ' !
LS © ® U e A A W oo e

Abbildung 2.2: Fehler log,, E, fiir K(z) = 1/|z| (links) und K(z) = 1/|z|? (rechts) fiir
N =512, m=12und (p,a) € {1,...,9}2, d=1

und v .
1 (=) — f(=))]
By = — (2.51)
P yis]
untersuchen. Dabei sind f(z;) (j = 1,...,N) die Funktionswerte von f, falls wir einen

naiven Summationsalgorithmus der Komplexitit O(N?) anwenden und f(z;) die Funkti-
onswerte, falls wir den schnellen approximativen Summationsalgorithmus 2.3 benutzen.

Beispiel 2.1 (Parameterwahl von p und a)

Wir betrachten in diesem Beispiel die Kerne K (z) = 1/|z|* (o = 1,2) genauer. Ahnliche
Resultate ergeben sich fiir die anderen Kerne in Formel (2.7). Abbildung 2.2 zeigt den
Fehler log,, E, von Algorithmus 2.3 fiir (p,a) € {1,...,9}> und N = 512. Zunichst
setzen wir m = 12, damit kein zusétzlicher Fehler durch die NFFT/NFFTT entsteht.
Aus der Abbildung entnehmen wir, dass a = p eine gute Wahl ist. Dies wurde auch
durch die theoretischen Untersuchungen in Abschnitt 2.3 bestétigt. U

Beispiel 2.2 (Parameterwahl von m)

Im Folgenden wollen wir den Parameter m so klein wie moglich wihlen, damit der
konstante Faktor in der arithmetischen Komplexitit der NFFT/NFFTT méoglichst klein
ist. Abbildung 2.3 zeigt den Fehler log,, Fw fiir a =p € {1,...,9} und m € {1,...,9}
fiir die Kerne K(z) = 1/|z| (links) und K(z) = 1/|x|* (rechts), wobei N = 512 ist.
Wir sehen, dass fiir p < 5 die Wahl a = p = m sehr gute Resultate liefert, wahrend fiir
groflere Werte von p die Wahl m = 5 ausreichend ist. U
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!
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Abbildung 2.3: Fehler log,, E, fiir K(z) =1/|z| (links) und K(z) = 1/|z|? (rechts) fiir
(a,m) e {l,...,9}>und a =p, N =512, d = 1.

T
i 1
0° - —+ M
—-log ||
— £log|y

Abbildung 2.4: Fehler E, fiir verschiedene Kerne mit a =p =m € {2,4,...,10}, wobei
N=512,d=1.

Beispiel 2.3 (Genauigkeit im univariaten Fall)

Die Abbildung 2.4 zeigt numerische Ergebnisse fiir die Kerne (2.7). Wir betrachten den
Fehler F, als Funktion von p = a = m. Diese Ergebnisse bestéitigen den exponentiellen
Abfall von E,, mit wachsendem p (siehe Satz 2.8 und Folgerung 2.10). U
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CPU-Zeiten Fehler

N tslow INE Lapp lrMM Eu Ernvm
64 1.152e-03 | 1.193e-03 | 2.952e-03 | 1.584e-03 || 1.634e-06 | 1.060e-05
128 || 4.608e-03 | 2.429e-03 | 5.911e-03 | 3.243e-03 | 6.778e-06 | 1.580e-05
256 1.849e-02 | 4.938e-03 | 1.194e-02 | 6.738e-03 | 4.521e-06 | 1.223e-05
512 7.396e-02 | 9.557e-03 | 2.419e-02 | 1.450e-02 || 6.366e-06 | 5.0164e-06
1024 || 3.010e-01 | 1.956e-02 | 5.034e-02 | 3.940e-02 || 9.184e-06 | 4.010e-06
2048 || 1.524e4-00 | 3.953e-02 | 1.171e-01 | 8.093e-02 || 9.483e-06 | 5.676e-06
4096 || 6.702e+400 | 7.843e-02 | 2.559e-01 | 2.263e-01 || 4.256e-06 | 1.770e-06
8192 || 2.730e+01 | 1.590e-01 | 5.997e-01 | 1.112e+00 || 5.449e-06 | 1.372e-06

Tabelle 2.5: Vergleich der CPU-Zeiten und der Approximationsfehler von Algorithmus
2.3 mit a = p =m = 4 und der FMM fiir den Kern K(z) = 1/|z|.

Beispiel 2.4 (CPU-Zeiten und Vergleich mit FMM im univariaten Fall)

SchlieBlich zeigt Tabelle 2.5 einen Vergleich der CPU-Zeiten von unserem Algorithmus
mit der FMM, die in [30, Algorithmus 3.2] vorgeschlagen wurde. Unsere Implementierung
der FMM benutzt die Chebyshev-Polynome bis zum Grad 5, um einen Fehler F <
107 zu erhalten. Es sei erwihnt, dass kiirzlich ein etwa doppelt so schneller FMM-
Algorithmus (siehe [131]) vorgeschlagen wurde. Mit tqow, tapp und tpavy bezeichnen wir
die CPU-Zeiten fiir die naive langsame Summation, fiir Algorithmus 2.3 und fiir den
Algorithmus, basierend auf der FMM. Auflerdem zeigen wir in Spalte 3 die CPU-Zeit
tyg fiir Schritt 4 von Algorithmus 2.3, unter Beachtung von Bemerkung 2.4. Die sechste
und siebente Spalte zeigen den Approximationsfehler F,, von Algorithmus 2.3 und von

der FMM. O

In den folgenden Beispielen wollen wir den schnellen Summationsalgorithmus fiir den
bivariaten Fall testen. Dazu wird fiir die NFFT/NFFT? ein Tensorprodukt aus Kaiser-
Bessel-Funktionen fiir die Ansatzfunktion ¢ gewahlt.

Beispiel 2.5 (Genauigkeit im bivariaten Fall)

Abbildung 2.6 zeigt den Fehler E, fiir die Parameter ¢ = p und fiir die verschiedenen
Kerne (2.7). Wir haben n = 256, N = 40000 und m = 8 gewé&hlt. Der grofie Wert von m
stellt sicher, dass die NFFT keinen zuséatzlichen Approximationsfehler liefert. Auch hier
im bivariaten Fall féllt der Fehler exponentiell mit wachsendem p. Weiterhin wéchst der
Fehler mit wachsender Ordnung der Singularitét von . O
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T T
¢ Kx)=1x
* R L K=
o Kix)=log(x)
& K(=xlog(x)

Abbildung 2.6: Fehler F, von Algorithmus 2.3 in Abhéngigkeit von a = p fiir die Kerne
(2.7), wobei n = 256, N = 40000, m = 8 und d = 2 gewahlt wurde.

Parameter CPU-Zeiten Fehler
n N tolow tapp E

32 | 1000 2.950e-01 | 5.700e-01 | 1.184e-05
64 | 4000 | 4.755e+00 | 2.305e+00 | 4.820e-06
128 | 16000 | 7.699e+01 | 1.166e+01 | 2.815e-06
256 | 65000 || 1.502e+4-03 | 5.144e+01 || 1.757e-06
512 | 65000 || 1.496e+-03 | 3.314e+01 || 1.754e-06
512 | 260000 || 2.885e+-04 | 2.138e+02 || 1.026e-06

Tabelle 2.7: Vergleich von CPU-Zeiten fiir die Approximation von Algorithmus 2.3 fiir

K(x)=1/||z|2 mita=p=m=4,d=2.

Beispiel 2.6 (CPU-Zeiten im bivariaten Fall)

In diesem Beispiel werden die CPU-Zeiten im bivariaten Fall untersucht. Wir testen
dies am Beispiel fiir den Kern K(x) = 1/||x||2. Mit tgow und t,,, bezeichnen wir wieder
die CPU-Zeiten fiir den naiven, langsamen Algorithmus und fiir Algorithmus 2.3. Man
beachte, dass in ¢,p, auch die Zeit fiir das Suchen aller Punkte im Nahfeld enthalten
sind. Dies kann aber auch fiir jeden Punkt in O(log N) Schritten erfolgen. O
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In den beiden folgenden Beispielen wird Algorithmus 2.6 mit den glatten Kernen (siehe
(2.25))
e—(SxQ’ (ZEQ +02):|:1/2

getestet.

Beispiel 2.7 (Schnelle Gau-Transformation)

Wir beginnen mit der Gauf-Funktion K(x) = e Hier wurde der Faktor 2 ein-
gefiithrt, weil die Berechnung in [54] mit ||z||2 < 1/2 an Stelle von ||z||2 < 1/4 stattfand.
Tabelle 2.8 zeigt sowohl die Approximationsfehler als auch die CPU-Zeiten unseres Al-
gorithmus. Mit £ und ¢,pp, bezeichnen wir wieder die CPU-Zeiten fiir den langsamen
Algorithmus bzw. fiir Algorithmus 2.6. In Ubereinstimmung mit Algorithmus 2.6 sehen
wir, dass die arithmetische Komplexitiat O(N) ist. Weiterhin zeigen die numerischen
Experimente, dass wir n? ~ ¢ setzen sollten, um einen festen Wert fiir den Fehler F.
zu erhalten. Damit bestéitigen die numerischen Tests die theoretische Aussage von Satz
2.11.

Natiirlich kann fiir 6 = 1 der Approximationsfehler weiter verbessert werden, wenn
wir auch an den Réndern regularisieren. Fiir festes n benotigt die Randregularisierung
keine weitere Rechenzeit. Tabelle 2.9 zeigt den Approximationsfehler von Algorithmus
2.6 mit Randregularisierung fiir verschiedene Parameter n und die entsprechend besten
Parameter p. O

—3j2ll3

Beispiel 2.8 ((Inverse) Multiquadric)
In diesem Beispiel wenden wir Algorithmus 2.6 mit Randregularisierung fiir die Multi-
quadric und die inverse Multiquadric K(z) = (||z]|3 + ¢®)*¥/2? an. Weil die CPU-Zeiten
fiir diese Kerne die gleichen sind wie in Beispiel 2.7, wird nur der Approximationsfehler
untersucht. Abbildung 2.10 zeigt den Approximationsfehler in Abhéngigkeit vom Para-
meter p fiir die Randregularisierung.
Fiir den Parameter ¢ = 0 stimmt die Multiquadric und die inverse Multiquadric mit
den Funktionen K () = |||/3" iiberein. Dann haben die Kerne bzw. deren Ableitungen
Singularitdten im Nullpunkt. Dies erklért, warum der Approximationsfehler fiir kleiner
werdende ¢ wichst. Fiir sehr kleine Parameterwerte von ¢ miissen wir unseren Kern
wieder in der Ndhe von Null regularisieren, d.h., wir miissen Algorithmus 2.3 an Stelle
von Algorithmus 2.6 anwenden. Dies ist z.B. fiir den Fall ¢ = 1/+/N nétig (siehe [22]).
O

Beispiel 2.9 (Schnelle reelle Summation)

In diesem Beispiel wollen wir den schnellen Summationsalgorithmus 2.3 modifizieren.
Wir verbessern den Algorithmus fiir reelle Eingabedaten. Dazu nutzen wir die Algo-
rithmen zur schnellen Kosinus- und Sinus-Transformation fiir nichtdquidistante Knoten
(siehe die Algorithmen 1.13, 1.14 und 1.15). Wir wenden diese Algorithmen zur schnellen
Berechnung der Summe

fly) = arK(y — )
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Parameter CPU-Zeiten Fehler
) n N tslow tapp E
1 32 | 25000 | 7.384e+01 | 1.340e-01 | 3.659e-05
1 32 | 50000 | 2.965e+02 | 2.700e-01 | 3.808e-05
1 32 |1 100000 || 1.187e+03 | 5.400e-01 | 3.647e-05
15 16 | 25000 || 7.400e4-01 | 1.360e-01 | 4.319e-07
15 16 | 50000 || 2.971e402 | 2.700e-01 | 4.567e-07
15 16 | 100000 || 1.189e+4-03 | 5.420e-01 | 4.447e-07
50 32 | 25000 | 7.400e+01 | 1.340e-01 | 3.383e-07
50 32 | 50000 | 2.971e+02 | 2.700e-01 | 3.485e-07
50 32 | 100000 || 1.192e+03 | 5.400e-01 | 3.577e-07
100 | 64 | 25000 | 7.392e+01 | 1.560e-01 || 3.354e-07
100 | 64 | 50000 | 2.968e+02 | 2.960e-01 || 3.407e-07
100 | 64 | 100000 || 1.189e+03 | 5.780e-01 || 3.525e-07
200 | 64 | 25000 | 7.399e+01 | 1.560e-01 | 3.832e-07
200 | 64 | 50000 | 2.972e+02 | 2.980e-01 | 3.696e-07
200 | 64 | 100000 | 1.190e403 | 5.800e-01 | 3.790e-07
800 | 128 | 25000 || 7.398e¢+01 | 4.800e-01 | 5.449e-07
800 | 128 | 50000 | 2.972e+02 | 6.800e-01 | 4.769e-07
800 | 128 | 100000 || 1.189e+-03 | 1.046e+-00 | 4.213e-07
2400 | 256 | 25000 || 9.014e+401 | 1.726e+00 | 3.480e-07
2400 | 256 | 50000 | 3.614e+02 | 1.924e+00 || 3.435e-07
2400 | 256 | 100000 || 1.447e+03 | 2.490e+00 || 3.388e-07
10000 | 512 | 25000 || 1.238e+02 | 7.372e+00 || 3.538e-07
10000 | 512 | 50000 || 4.977e+02 | 7.484e+00 | 3.384e-07
10000 | 512 | 100000 || 1.983e+03 | 8.242e+00 || 3.523e-07

Tabelle 2.8: Vergleich der Approximationsfehler von Algorithmus 2.6 ohne Randregula-

risierung fiir den Kern K(x) = e 912213 m = 4 und d = 2.
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Parameter Fehler
n P FE E
32 2 1.699e-06 | 6.418e-06
64 4 1.474e-08 | 1.666e-07
128 6 2.268e-10 | 2.074e-09
256 8 4.027e-13 | 3.739e-12

Tabelle 2.9: Vergleich der Approximationsfehler von Algorithmus 2.6 mit Randregulari-
sierung fiir den Kern K(z) = e I2#I3, N = 10000, m = 8 und d = 2.

T T
4 K(X)=sqrt(x’+0.1) = KX)=Lsqrt(x+0.1)
+ K()=sqrt(x%+0.01) + K()=Lsqrt(x>+0.01)
0 K(x)=sqrt(x*+0.0001) 0 K(x)=Lsqrt(x>+0.0001)

Abbildung 2.10: Fehler F, fiir Algorithmus 2.6 in Abhéngigkeit vom Regularisationspa-
rameter p fiir die Multiquadric (links) und fiir die inverse Multiquadric
(rechts), wobei n = 256, N = 40000 und m = 8, d = 2 gewé&hlt wurden.

an den Knoten y; € R (j = 1,..., M) an. Der glatte Anteil des Kerns K wird im
Gegensatz zu Formel (2.18) in der Form

n—1
Kge(z) == Z by cos(2mix)
1=0

geschrieben. Die Koeffizienten b; (I =0, . ..
2.2 durch

,n—1) berechnen wir &hnlich wie in Abschnitt

261 i ( j ) <7rlj)
’ Enj KR | == Jcos | — |.
n = 2n n

by = (2.52)
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Dazu ist Kr wieder der regularisierte Kern wie in (2.8). Wir gehen jetzt analog wie in
Abschnitt 2.2 vor und zerlegen den Kern K in die Form K = Kyg + Kgr + Krc mit
Kng := K — KR, Kgr := Kr — Krc und vernachlassigen wieder Kgr. Also approximieren
wir K durch Kyg + Kre und damit f durch f(y) == fxe(y) + fre(y), wobei

N
fro(y) =Y axKroly — ),
k=1

N
fe(y) =Y anKnsly — )
k=1

gesetzt wurden. Die Summe fyg kann analog zur Summe (2.22) sehr schnell berechnet
werden. Fiir die Summe fre gilt

N n—1
frely) = Z oy Z b, cos (27Tl(y — xk))
k=1 1=0
N n—1
- Z ay, Z by (cos(2nly) cos(2mlzy) + sin(2wly) sin(2wlxy)).
k=1 1=0

Der Ausdruck in den inneren Klammern von

n—1 N n—1 N
fre(y;) = Z by (Z Qg cos(27rlxk)> cos(2mly;) + Z b, (Z Qg sin(27rl:ck)> sin(27ly;)

1=0 k=1 =1 k=1
kann mit der NFCTT/NFSTT sehr effizient berechnet werden. Dann folgt die Multi-
plikation mit den Daten b; und schlielich eine NFCT/NFST fiir die Berechnung der
aufferen Summen. Zusammenfassend erhalten wir einen modifizierten Algorithmus 2.3
(siche Algorithmus 3.1 in [40]). Im néchsten numerischen Test vergleichen wir die CPU-
Zeiten fiir diesen reellen Summationsalgorithmus und Algorithmus 2.3. Da eine effiziente
Implementierung der DCT bzw. DST von grofler Bedeutung fiir einen Laufzeitvergleich
ist, benutzen wir, wie auch in Algorithmus 2.3 fiir die FFT, fiir die DCT und die DST
Implementierungen von , Numerical Recipes in C* [106]. Die Algorithmen wurden in
C implementiert und auf einem Rechner AMD Athlon(tm) XP1800+, 512MB RAM,
SuSe-Linux mit doppelter Genauigkeit getestet. Die Koeffizienten «; sind zuféllig in
[0,1] verteilt und die Knoten =, = yx (k = 1,...,N; M = N) haben wir zufillig in
[0, % — 5] gewdhlt. In diesen Algorithmen ist n = N/2 gesetzt worden und jedes Resul-
tat der Durchschnitt von 20 Testlaufen. Abbildung 2.11 vergleicht die CPU-Zeiten des
schnellen Summationsalgorithmus, basierend auf der NFCT/NFST, mit Algorithmus
2.3 fiir den Kern K (x) = 1/|z|. In den Algorithmen fiir die schnellen nichtédquidistanten
Transformationen haben wir m = a = p = 4 und als Ansatzfunktion ¢ die Kaiser-Bessel-

Funktion gewéhlt. Der Approximationsfehler

e W) = ()]
R Vi T T

fiir diese schnellen approximativen Algorithmen ist dann etwa 107°. U
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Abbildung 2.11: CPU-Zeiten (in Sekunden) von (a) Algorithmus basierend auf
NFCT/NFST und (b) Algorithmus 2.3 in Abhéngigkeit von V.

Weitere Themen und Literaturhinweise

Die multivariate Interpolation mit radialen Basisfunktionen ist auf Grund ihrer Flexibi-
litdt eine sehr populdre Methode und wird in verschiedenen Bereichen benutzt.

Radiale Basisfunktionen

Die neuen Summationsalgorithmen beruhen auf einer Verallgemeinerung von &quidis-
tanten Daten auf nichtidquidistante Daten. Damit sind schnelle Matrix-Vektor-Multi-
plikationen sehr effizient moglich. Um eine schnelle Konvergenz von iterativen Losern
zu erreichen, ist die Konstruktion von Vorkonditionierern eine weitere Aufgabe. Im Zu-
sammenhang mit der Multipol-Methode wurde dieses Thema bisher in [3, 5] behan-
delt. Da fiir Aquidistante Daten der Zusammenhang zu Toeplitz-Matrizen in Abschnitt
2.2 verdeutlicht wurde, ist ein Ubertragen der Konstruktion von Vorkonditionierern fiir
Toeplitz-Matrizen (siehe z.B. [19, 94]) auf den nichtdquidistanten Fall von groflem In-
teresse. Durch die Nutzung der Theorie der Toeplitz-Operatoren (siche z.B. [56]) hat
B. Baxter [2] effiziente Vorkonditionierer fiir Toeplitz-Matrizen, die durch Interpolati-
on von dquidistanten Daten mit der GauB-Funktion und der Multiquadric entstehen,
konstruiert und deren Effizienz nachgewiesen.

Numerische Lésung von Operatorgleichungen

Weitere sehr interessante Fragestellungen ergeben sich im Kontext der numerischen
Losung von Integralgleichungen. Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf das sehr
interessante Buch von M.A. Goldberg und C.S. Chen [48]. Schnelle Summationsalgo-
rithmen sind z.B. in Verbindung mit der Methode der Fundamentall6sung von groflem
Interesse. Viel Aufmerksamkeit erlangten in den letzten Jahren die sogenannten , gitter-
losen Methoden“ (meshless methods), da die Gittergenerierung in vielen Anwendungen
die meiste Rechenzeit benotigt. Fiir einen Vergleich zweier gitterloser Methoden verwei-
sen wir auf [81]. Die Anwendungen unserer schnellen Summationsalgorithmen auf das
néherungsweise Losen von Operatorgleichungen soll in Zukunft untersucht werden.



86 Kapitel 3. Fourier-Rekonstruktion in der Computer-Tomographie

3 Fourier-Rekonstruktion in der Computer-Tomographie

Ein Spezialfall der Computer-Tomographie besteht in der Rekonstruktion einer Schei-
be (gr. Tomos) eines Korpers durch Messung der Absorption von Réntgenstrahlen, die
den Korper durchdringen. Dieser Vorgang kann durch die Radon-Transformation model-
liert werden. Eine Rekonstruktion des Bildes aus den Messdaten entspricht dann einer
numerischen Invertierung der Radon-Transformation.

Die zu besprechenden Verfahren sind auf die parallele, dquidistante Anordnung der Li-
nienintegrale aus der jeweiligen Richtung ausgelegt (Standard-Parallelgeometrie). Ein als
Projektionssatz oder Fourier-Slice-Theorem bekanntes Ergebnis besagt, dass die eindi-
mensionale Fourier-Transformation einer Parallel-Projektion der Fourier-Transformation
des Objektes auf einem Zentralstrahl entspricht, der senkrecht zur Projektionsrichtung
liegt. Die Diskretisierung der Integrale dieses Satzes und Realisierung wird als Fourier-
Rekonstruktion bezeichnet.

In diesem Abschnitt werden wir zwei neue Fourier-Rekonstruktions-Algorithmen fiir di-
gitale Bilder mit IV Zeilen und N Spalten vorstellen. Fiir eine umfassende mathematische
Darstellung der Radon-Transformation und daraus resultierender Algorithmen verweisen
wir auf [85, 86].

Der Standard-Rekonstruktions-Algorithmus, zur Zeit in fast allen Computer-Tomogra-
phen implementiert, ist als gefilterte Riickprojektion bekannt und liefert qualitativ gute
Bilder. Allerdings ist die arithmetische Komplexitit der Algorithmen O(N?). Fourier-
Rekonstruktions-Algorithmen reduzieren die Anzahl der arithmetischen Operationen auf
O(N? log N). Ein naiver Ansatz fiir die Fourier-Rekonstruktion liefert allerdings Bilder
mit nicht zu akzeptierenden Artefakten, so dass diese Algorithmen in der Praxis nutzlos
sind. Eine bessere Qualitdt der rekonstruierten Bilder kann mit Hilfe von Linogramm-
Algorithmen [33, 113], mit Gridding-Algorithmen [91, 111], mit UFR-Algorithmen [71,
72] oder mit Algorithmen von K. Fourmont [44], J. Walden [126] oder D. Gottlieb u.a.
[50] erreicht werden.

Im Folgenden schlagen wir zwei neue Fourier-Rekonstruktions-Algorithmen vor, die glei-
che oder bessere Rekonstruktionsergebnisse als die gefilterte Riickprojektion liefern. Die-
se Verfahren basieren auf den NFFT-Algorithmen (Algorithmus 1.1 und Algorithmus
1.3) und benétigen nur O(N?log N) arithmetische Operationen. Die Algorithmen ent-
wickeln wir fiir zwei verschiedene Abtastgeometrien im Fourier-Bereich des Bildes, fiir
ein Polar-Gitter und fiir ein Linogramm-Gitter. Der erste Algorithmus verwendet ei-
ne bivariate NFFT auf dem Polar-Gitter und der zweite Algorithmus benutzt mehrere
univariate NFFT auf dem Linogramm-Gitter.

Einige Teile dieses Kapitels wurden bereits in [98, 99] verdffentlicht.

Dieses Kapitel ist wie folgt gegliedert:

Im Abschnitt 3.1 werden die beiden neuen Fourier-Rekonstruktions-Algorithmen vorge-
stellt und im Abschnitt 3.2 présentieren wir numerische Ergebnisse. Es wird gezeigt, dass
die neuen Algorithmen zu guten Rekonstruktionsergebnissen fithren. Wir belegen dies
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Abbildung 3.1: Réntgenstrahl in der Standard-Parallelgeometrie.

auch mit Daten vom Computer-Tomographen ,,Somatom Plus 4. Das Kapitel schlief3t
mit einigen weiteren Bemerkungen und Literaturhinweisen.

3.1 Anwendung der NFFT-Algorithmen in der
Computer-Tomographie

In diesem Abschnitt présentieren wir zwei neue Fourier-Rekonstruktions-Algorithmen,
wobei wir uns auf die Standard-Parallel-Geometrie beschréanken.

Die Radon-Transformation ordnet einer Funktion aus dem Schwartz-Raum S(R?) die
Menge ihrer Integrale iiber Hyperebenen des Raumes R¢ zu. Wir betrachten im weiteren
Verlauf nur den zweidimensionalen Fall d = 2. Die Radon-Transformation beschreibt
dann fiir festes 8 := (cos ¢, sin )T und s (siehe Abbildung 3.1) das Linienintegral von f
entlang der Geraden, die senkrecht zu @ mit Abstand s zum Ursprung verlauft.

Die Radon-Transformation ist fiir f € S(R?) durch

Rf(s,¢):= / f(z)de (0 := (cos ¢, sin ¢)7)
{z:xTO=s}

definiert. Da f € S(R?) C L;(IR?) ist, existiert die Fourier-Transformierte von f. Wir
sind an der Inversion der Radon-Transformation, basierend auf dem Projektionssatz
(Fourier-Slice-Theorem)

/(<) = / RF(s, 6)e 2% ds = Rf (e, ). (3.1)

interessiert. Dieser Satz stellt einen Zusammenhang zwischen der Radon- und der Fourier-
Transformation fiir Funktionen aus dem Schwartz-Raum S(R?) her. Hierbei ist auf der
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linken Seite die zweidimensionale Fourier-Transformation, auf der rechten Seite hinge-
gen die eindimensionale Fourier-Transformation nach dem ersten Parameter gemeint.
Fiir einen Beweis des Satzes siehe z.B. [85, Theorem 1.1]. Wir setzen voraus, dass fiir
den Triger von f gilt supp f C Q:= {x € R?: ||z||, < 1}. Die Funktion f wollen wir
auf dem Gitter

2 .
o) = (inky)  Gkery (32)
rekonstruieren. Dazu sei die Radon-Transformierte R f auf dem Gitter
2 7 R R
1= —, t= =—, ..., ——1:t=0,....,T—1
(87’7 ¢t) (TR’ T) (T 9 9 ) 9 ) 07 ) )

gegeben, Wobei auf Grund des Shannon’schen Abtastsatzes [69] die Ungleichungen R >
Nund T > T* gelten sollen.

Die Standard Fourier-Rekonstruktionsmethode folgt direkt aus der Diskretisierung des
Fourier-Slice-Theorems (3.1) und besteht aus den folgenden drei Schritten:

Algorithmus 3.1 (Fourier-Rekonstruktion)

Eingabe: T, R, N € N, Rf(r%,t%) (T:—g,...,%—l;t:O,...,T—l).

1. Berechne fiir allet = 0,...,T — 1 die Werte (m = =21 . B 1)

4 ) 74
E_y
A m m 2 3 2 7 Y
=0 - 2 Z 4L 727r1rm/(7)
(60 =R 17 = 3 _ZRRﬂrR, T)e

2

mittels T univariaten FF'T der Lange . Hier ist 3 > 1 ein Oversamplingfaktor
und 6, := (cos(tZ),sin(t%))T.

2. Interpoliere vom Polar-Gitter zum kartesischen Gitter.

3. Berechne f(xj,yx) (j,k € I5) mit einer bivariaten FFT der Lénge ZN.

Ausgabe: f(xj,y) fiir j,k € Iy.
Komplexitéit: O(TRlog R+ N?log N).

Der obige Algorithmus ist fiir die Praxis unbrauchbar, da er viele Artefakte produziert.
In [84] hat F. Natterer bewiesen, dass diese Artefakte durch eine Interpolation in radialer
Richtung hervorgerufen werden. Dies fiihrte zu einer Reihe von weiteren Untersuchungen
und neuen Algorithmen (siehe auch [85, 86]).

o Algorithmus von Fourmont [44, 86, 126]
Durch Anwendung von 7T univariaten NFFT der Lange N in Schritt 1 benotigt
der Algorithmus in Schritt 2 nur eine lineare Interpolation in Winkelrichtung.
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Abbildung 3.2: Polar- und kartesisches Gitter von Algorithmus 3.2 (links), Linogramm
von Algorithmus 3.3 (rechts).

e Gridding-Algorithmus / UFR-Algorithmus [91, 111, 71, 72, 113, 86]
Dabei wird Schritt 1 von Algorithmus 3.1 mit einem Oversamplingfaktor berechnet,
d.h. 3 >1,2B. 7 =4 [113]. An Stelle von Schritt 2 tritt ein Gridding-Schritt auf.

Dieser approximiert die Werte f auf einem kartesischen Gitter. Schritt 3 stimmt
dann wieder mit dem entsprechenden Schritt von Algorithmus 3.1 iiberein.

e Linogramm-Algorithmen [33, 113]
Mittels T" Chirp-z Transformationen der Lange % in Schritt 1 bendétigt der Algo-
rithmus nur lineare Interpolation in z- bzw. in y-Richtung, d.h., Interpolationen
nfast nur® in Winkelrichtung. Eine andere Version eines Linogramm-Algorithmus
[33] berechnet lineare Interpolationen im Radon-Bereich (Sinogramm). Damit kann
in Schritt 2 die lineare Interpolation im Fourier-Bereich vermieden werden und
statt dessen eine Chirp-z Transformation in Schritt 3 benutzt werden.

Im Folgenden werden zwei Fourier-Rekonstruktions-Algorithmen vorgeschlagen, welche
die lineare Interpolation vollstindig vermeiden. Beide Algorithmen basieren auf der NF-
FT und haben eine arithmetische Komplexitit von O(N?log N). Wir geben den Algo-
rithmus zunéchst an und erkldren anschlieend die Details.

Der erste Algorithmus benutzt eine bivariate NFFTT. Ein Algorithmus, der dhnlich zu
Algorithmus 3.2 ist, wird auch in [45] vorgeschlagen.

Algorithmus 3.2 (Fourier-Rekonstruktion (Polar-Gitter))
Eingabe: T,R,N e N, Rf(r2.t7) (r=—-%,... . 2 -1;t=0,.... T —1).
1. Berechne fiir allet =0,...,T — 1 die Werte
~m ~oom T Ry Ry
—0,) = —, t= =—...,— =1

mittels T' univariaten FFT der Lange % (3 >1).
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2. Berechne fiir j, k € I, die Werte

oy}

Tl -1

fas ) = 7 i J (229, @2rim st thmsin )/ ()
v T =0 t=-T v

!

S

mit einer bivariaten NFFTT, wobei v,, durch

L m=0,
”m::{;{i m=1,... 51 (33)

gegeben ist.

Ausgabe: f(x;,y) fir (j,k € I}).
Komplexitéit: O(TRlog R+ N%log N).
Der erste Schritt des Algorithmus stimmt mit dem ersten Schritt von Algorithmus 3.1

tiberein. Man beachte, dass 7 wieder als Oversamplingfaktor angesehen werden kann.
Fiir praktische Anwendungen ist es oft ausreichend, 3 = 1 zu wéhlen.

Der zweite Algorithmus basiert auf der Linogramm-Geometrie. Wir kombinieren dazu
T univariate NFFT und % univariate NFFTT,
Im Folgenden setzen wir voraus, dass 1" durch 4 teilbar ist.

Algorithmus 3.3 (Fourier-Rekonstruktion (Linogramm—Gitter))
Eingabe: T,R,N € N, Rf(r&,¢,) (r=—%,... L;t=0,...,T — 1) mit ¢, := t%.

2 ’2_

1. Berechne fiir allet =0,...,L 3L T —1 die Werte

40 4
R
somo 1 s.om o1 —2mirm—L_/(£1)
. 0 — _ cos¢t 2
4 7y COS @y ) =R 7y cos gbt Z RI r Pi)e

fiir m = [—%2 cos ¢y ], . f% os gbt} — 1 mittels NFFT.
1,.

4
Berechne fiir alle t = + — 1 die Werte

%IH

&

~m 1 ~..m 1 2 “omirm oL /(E1)
—_— fry = J— sm¢t 2
f v sin Qﬁtet) R ¥ sin ¢, R Z RI TR u)e

fiir m = [—&sing,], ..., [%2 sin¢,] — 1 mittels NFFT. Die anderen Werte

f(%cosl@t t) und f(’y sin ¢ t) ( [_%7 ) % - 1],m S Z) seien Null.
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2. Berechne
Ry 4 r_q
TS < L o m msingy . opsmot,p/(Nay oo Ny
f €T — R 1% f —_ —— e cos ¢t 2 e ﬂ-ljm/(T)
1\ L5, Yk 2 m 2 )
VT e, S eos Gr” "y Y cos gy
m=—-y =71
Ry 4 T
4 4 .
~ . sin ¢. .0 N .
oy, us) = o y 1 f(msmcﬁt @)GQm—Cowim]/(%)ezmkm/(%)
2 jayk 2 m 2 5
e ™ A cost Pty cosgy
B =T

(j, k € I},) mittels & univariaten NFFTT der Léinge % fiir die inneren Summen

und N univariaten FFT der Lénge % fiir die dufleren Summen. Setze dann

i) = 5 Rel i 0) + far i)

Ausgabe: f(x;,yy) fiir (j,k € Iy).
Komplexitéit: O(TRlog R+ N%log N).

Bei beiden Algorithmen wird die Tatsache

A~ ~

f(=<0) = f(<0) (3.4)

ausgenutzt. Basierend auf (3.4) sind Vereinfachungen in unserer Implementierung moglich.
Weiterhin fithren wir standardméfig einen , Filter-Schritt® im Fourier-Bereich nach
Schritt 1 durch. Im Folgenden geben wir einige Erlauterungen zu den Algorithmen.

Erster Schritt A
Fiir beliebige feste Winkel ¢, := t7, (t = 0,...,T — 1) sei h(s) := Rf(s,¢:) und h(c) :=
Rf (s, ¢¢). Im ersten Schritt von Algorithmus 3.2 und 3.3 wird das Integral

1

h(s) = /h(s)e_%isg ds

1
diskretisiert. Nach der Poissonschen Summenformel erhalten wir

R
&

R A R 2 R ;

h(s)+ ) h(s+ ny) =4 S h(rg)e’z’”“/(%). (3.5)
nez T:—E
n#0 2

Da nur Details von f mit Absolutbetrag grofier % und R > N rekonstruiert werden

sollen, konnen wir nach dem Abtastsatz von Shannon die Werte h(s) fiir |¢| > & ver-
nachléssigen. Damit ist die rechte Seite von (3.5) eine gute Approximation an h(s) fiir
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ce[- ].

Y

|
|3

Zweiter Schritt
Im zweiten Schritt von Algorithmus 3.2 und Algorithmus 3.3 berechnen wir eine diskre-
tisierte Form des Integrals

flzy) = //f(u,v)e%i(w””)dudv (3.6)

— /g / ]E(C cos ¢, < sin ¢)62wi§(xcos¢+ysin¢) deds.
0 -7

Da das innere Integral, betrachtet als Funktion von ¢, gerade ist, kann obige Formel als

1 ™ 00 A . .
f(x,y)=§ / / 5|/ (s cos ¢, s sin p)e?™is(Feos@rysing) q¢ 4o (3.7)

—TT —00

umgeschrieben werden. Wir diskretisieren zunéchst das innere Integral. Fiir beliebig,
aber fest gewiihlte (z,y) € [-1,1)> und ¢ € [, 7r] setzen wir

os) =I5l (s conssin p)ePritemssruing)
g(v) == /g(g)e%i”gdg.

Wir erhalten dann mit Hilfe der Poissonschen Summenformel fiir die Diskretisierung auf

dem Polar-Gitter ,
. m
0)+ Y g(yn) = . > g (—) ,

nez meZ "}/
n#0

und fiir das Linogramm-Gitter

0)+ Y dlmcos 6) = — Zg( m) (@el-77)-

— Y COS ¢ =" \7ycos )
n#0

Da wir f(s cos ¢, < sin ¢) fiir |¢| > & wieder vernachlissigen konnen, erhalten wir

0)+ > g(vm) ~ % Z g(%) (3.8)
i m=-1a
bzw.
1 [ cosp]—1 m
+2_glmeosd) s Z 9<¢cos¢) (@el-7.7)- (9
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Der Aliasing-Fehler der sich duch das Ndherungszeichen in den den Gleichungen (3.8)
und (3.9) ausdriickt, wird kleiner fiir wachsenden Oversamplingfaktor .

Weiterhin ist cos ¢ > ? (¢ € [=7,7])- Falls wir v = ~, in (3.8) wihlen wollen, sollten wir
v = \/5% in (3.9) setzen, um einen vergleichbaren Aliasing-Fehler zu erhalten. Unter der
Voraussetzung, dass (<) := ¢ f (g cos ¢, ¢ sin ¢p)emis(@coso+ysing) eine  quasi® Bandweite
(essentially band-limited) < v bzw. < «ycos ¢ hat, kann der Aliasing-Fehler wie in [86]

durch '
Z@(’m) ~ W]E(O?O)v (310)

nez fy
n#0
bzw. .
> glyncos ) & mf((]aO) (3.11)

nez
n#0

abgeschétzt werden. Da wir nur Details von f mit Absolutbetrag grofier % rekonstruieren
wollen, diskretisieren wir das duflere Integral in (3.7) mit einem kleineren Aliasing-Fehler
durch die Trapez-Regel an den Knoten ¢, = t% (t = —T,...,T — 1), falls T > 77%.
Damit erhalten wir Schritt 2 von Algorithmus 3.2 und 3.3. Insbesondere (3.10) und (3.11)
erkliren den Koeffizienten vor f (0,0) im Schritt 2 unserer Algorithmen. Man beachte,

dass der Koeffizient 1322 vor f (0,0) in Algorithmus 3.2 etwa die Fliche eines Kreises mit

dem Radius \/_%7 ist. Der Koeffizient vor f(0,0) in Algorithmus 3.3 ist etwa 'y%’ also die

Flidche von einem Quadrat der Seitenléinge %

Bemerkung 3.4 Wir haben in unseren Algorithmen die Formel (3.6) diskretisiert mit
dem Ziel, die gesuchte Funktion f auf dem Gitter (3.2) zu berechnen. Eine andere
Moglichkeit besteht in der Diskretisierung der Formel

fluw) = [ [ fagpersniossn auy.

—00 —O0

Dann kénnen die Daten f im Fourier-Bereich aus der Formel (3.5) bzw. Schritt 1 von Al-
gorithmus 3.2 berechnet werden. Um die Funktion f auf einem Gitter zu rekonstruieren,
miissen wir ein lineares Gleichungssystem der Form

f=Af
mit einer Matrix A der bivariaten NFFT und gegebenen Daten f' 16sen. Dieses Problem
wurde in Abschnitt 1.7 besprochen. Unsere Rekonstruktion, d.h. Schritt 2 von Algorith-
mus 3.2, entspricht der Matrix-Vektor-Multiplikation von f mit AYW, wobei W die
Matrix mit den entsprechenden Quadraturgewichten (3.3) ist. In unserem Fall gilt
AW f = A"WAf~f.

Fiigen wir zusétzlich zur iterativen Rekonstruktion die Matrix W ein, so ist unser Schritt
2 von Algorithmus 3.2 der Initialisierungsschritt im CGNR-Verfahren. Diese iterative
Rekonstruktion ist besonders im Zusammenhang mit MRT-Daten interessant [18]. O
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Abbildung 3.3: Shepp-Logan-Phantom, Original (links), rekonstruiertes Bild mittels ge-
filterter Riickprojektion (rechts).

3.2 Numerische Ergebnisse

Ein oft benutztes Modell in der Computer-Tomographie ist das Shepp-Logan-Phantom
eines Gehirns. Dieses Modell besteht aus verschiedenen Ellipsen, so dass die Radon-
Transformierte analytisch berechnet werden kann. Um diskrete Werte fiir das Phan-
tom und deren Radon-Transformierte zu erhalten, verwenden wir das Softwarepaket
,RadonAna“ [124]. Das Originalbild (siche Abbildung 3.3 (links)) ist von der Grofie
N x N = 170 x 170 und das Sinogramm ist von der Gréfle R x T' = 170 x 600. Ab-
bildung 3.3 (rechts) zeigt das rekonstruierte Bild, welches wir mit Hilfe der gefilterten
Riickprojektion (FB) erhalten haben. Dazu wurde das Softwarepaket ,iradon® [124]
benutzt.

Beispiel 3.1 (Rekonstruktionsqualitdt bekannter Algorithmen)

Die rekonstruierten Bilder in Abbildung 3.4 wurden durch Anwenden von Algorithmus
3.1 (Abbildung 3.4 (links)) und durch Anwendung des Linogramm-Algorithmus (NF-
FTL, wir benutzen Algorithmus 1.1) mit linearer Interpolation in z- und y-Richtung
[113] (Abbildung 3.4 (rechts)) erstellt. Als Filter haben wir sinc® im Fourier-Bereich
gewahlt. Der Algorithmus ist etwa 14 mal schneller als die der gefilterten Riickprojekti-
on. Allerdings ist die Bildqualitéit deutlich schlechter. U

Beispiel 3.2 (Rekonstruktionsqualitéit der neuen Algorithmen)

Diese numerischen Beispiele zeigen, dass unsere Algorithmen 3.2 und 3.3 qualitativ gute
Bilder &hnlich zur gefilterten Riickprojektion liefern. In beiden Algorithmen (wie auch in
den obigen drei beschriebenen Algorithmen) haben wir mit einem Oversamplingfaktor

7= f—‘;’g (= V/2) gearbeitet. Die Algorithmen wurden in C auf einer SGI O2 getestet.
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Abbildung 3.4: Rekonstruiertes Bild mittels Algorithmus 3.1 (links) und mittels
Linogramm-Algorithmus (rechts).

Wir haben Schritt 2 von Algorithmus 3.2 durch Anwendung von Algorithmus 1.3 mit
d = 2, Oversamplingfaktor c =2, m =3 und b = (2<27(:T)n = % getestet. Weiterhin wurde
fiir die Ansatzfunktion ¢ im Algorithmus 1.1 ein Tensorprodukt von Gauf-Funktionen
(sieche Abschnitt 1.3.2) gewé#hlt.

Schritt 1 von Algorithmus 3.3 nutzt Algorithmus 1.1 mit d = 1, Oversamplingfaktor o =
2,m=>5und b = %. Als Ansatz-Funktion ¢ haben wir, wie oben, die Gaufl-Funktionen
gewahlt. Im 2. Schritt von Algorithmus 3.3 verwenden wir wieder Algorithmus 1.3 mit
den gleichen Parametern wie in Schritt 1. Im Fourier-Bereich wird ein sinc-Filter benutzt.
Abbildung 3.5 zeigt die rekonstruierten Bilder, welche wir durch Anwendung von Algo-
rithmus 3.3 und Algorithmus 3.2 erhalten haben. O

Beispiel 3.3 (CPU-Zeiten)

In diesem Beispiel vergleichen wir CPU-Zeiten. Es sei aber bemerkt, dass die NFFT
noch nicht auf dem effizienteren Programmpaket [76] beruhen. Weil die bivariate NFFT
etwas teurer ist, benotigt der Algorithmus 3.3 etwa dreimal soviel Zeit wie Algorithmus
3.2, welcher etwa die gleiche Zeit wie der Linogramm-Algorithmus (NFFTL) benotigt. In
Tabelle 3.6 geben wir die Rechenzeiten fiir verschiedene Rekonstruktions-Algorithmen
an. U

Man beachte, dass wir die Unterschiede in der Qualitdt der rekonstruierten Bilder viel

besser an Farbbildern ablesen kénnen. Aus diesem Grund verweisen wir auf
http://www.math.uni-luebeck.de/potts/radon/spie.html.

Weitere Vergleiche sind in der Arbeit [99] veroffentlicht, in der insbesondere verschiedene

Linogramm-Algorithmen analysiert wurden.
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Abbildung 3.5: Rekonstruiertes Bild mittels Algorithmus 3.2 (links) und mittels Algo-
rithmus 3.3 (rechts).

R | T | N |Zeitins | %FFT
FB 180 | 600 | 180 20.2 11.7
NFFTL 180 | 600 | 180 2.08 43.6
Algorithmus 3.3 | 180 | 600 | 180 3.5 32.6
FB 362 | 900 | 362 | 127.81 3.49
NFFTL 362 | 900 | 362 8.44 45.6
Algorithmus 3.3 | 362 | 900 | 362 10.59 36.3

Tabelle 3.6: Rechenzeiten fiir verschiedene Rekonstruktions-Algorithmen.

Beispiel 3.4 (,Somatom Plus 4“~ Daten)

Die folgenden Abbildungen 3.7 - 3.8 zeigen Ergebnisse, die mittels Algorithmus 3.2 nach
einem Rebinning [86, S. 42f] der Daten, rekonstruiert wurden. Das Sinogramm stammt
aus dem DKFZ Heidelberg, Abt. Medizinische Physik. In dankenswerter Weise hat M.
Ebert uns diese Daten zur Verfiigung gestellt. Sie wurden mit einem ,,Somatom Plus 4“-
Gerit aufgenommen und zeigen einen Brustkorb im Spiral-Scan. Weitere rekonstruierte
Bilder haben wir auf der Internetseite

http://www.math.uni-luebeck.de/potts/projekte/TomBiFou.sql
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Abbildung 3.7: Rekonstruierte Bilder mittels Algorithmus 3.2 mit Daten des Computer-
Tomographen ,,Somatom Plus 4.

Abbildung 3.8: Rekonstruierte Bilder mittels Algorithmus 3.2 mit Daten des Computer-
Tomographen ,,Somatom Plus 4.

veroffentlicht. 0

Mit den Beispielen 3.1 - 3.4 wurde gezeigt, dass die neuen vorgeschlagenen Algorithmen
sehr gute Rekonstruktionsergebnisse liefern und eine geringere arithmetische Komple-
xitét als die gefilterte Riickprojektion aufweisen.
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Weitere Themen und Literaturhinweise

Rekonstruktions-Algorithmen von Nicht-Standard-Abtastungen im Radon-
Bereich

Die Fourier-Rekonstruktions-Algorithmen haben wir in [100] erstmalig auch fiir Interlaced-
Daten entwickelt. Dabei handelt es sich um ein Abtastschema, bei dem, gegeniiber der
Standard-Abtastung, nur die Hélfte der Daten gemessen werden. A. Cormack hat im Jah-
re 1978 durch eine heuristische Uberlegung diese Abtastschemata gefunden. Sie kénnen
aber durch einen verallgemeinerten Abtastsatz auch mathematisch begriindet werden.
Fiir diese Nicht-Standard-Abtastungen wurden bereits ein gefilterter Riickprojektions-
algorithmus von H. Kruse [74] und ein algebraischer Rekonstruktionsalgorithmus von
W. Klaverkamp [73] angegeben.

Rekonstruktionsalgorithmen ohne Rebinning

Ein noch offenes Problem ist die Entwicklung von schnellen Fourier-Rekonstruktions-Al-
gorithmen ohne Rebinning. Diese Rekonstruktion von sogenannten Fan-Beam-Projektio-
nen wurde z.B. fiir die gefilterte Riickprojektion in [70] veréffentlicht. Eine Verallgemei-
nerung der obigen Algorithmen auf den 3D-Fall eroffnet viele theoretisch und praktisch
interessante Fragestellungen.

Weitere Rekonstruktionsalgorithmen

In diesem Kapitel haben wir ausschlieBlich Fourier-Rekonstruktions-Algorithmen be-
trachtet. Fiir einen umfassenden Uberblick auf aktuelle Rekonstruktionsalgorithmen ver-
weisen wir auf das Buch von F. Natterer und F. Wiibbeling [86].
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4 Fourier-Algorithmen auf der Sphare

Die Fourier-Analysis auf der Sphire S? C R? hat z.B. praktische Bedeutung in der Tomo-
graphie, Geophysik, Seismologie, Meteorologie oder Kristallographie. Zur numerischen
Berechnung werden oft sphérische Fourier-Summen benutzt. Diese haben #hnlich be-
merkenswerte Figenschaften wie die Fourier-Summen auf dem Torus. Viele in der nume-
rischen Meteorologie eingesetzte Losungsverfahren fiir partielle Differentialgleichungen
basieren auf Spektralmethoden. Der Grofiteil der Rechenzeit nimmt dabei die Berech-
nung der sphérischen Fourier-Summen [16, S. 402ff] ein. Eine numerisch stabile, schnelle
diskrete sphérische Fourier-Transformation ist deshalb von groflem Interesse.

Wir sagen, eine Funktion f € L?*(S?) hat Bandbreite N, falls sich f als sphérische

Fourier-Summe
N  k
P gy (41)

schreiben 148t. Dabei sind

2r W

i = a1 = [ [ 16,6720 0)sin(6) a0ao (42)

die sphérischen Fourier-Koeffizienten von f beziiglich der orthogonalen Basis der Kugel-
flichenfunktionen (spherical harmonics) Y;" (vgl. Formel (4.8)). In diesem Kapitel sei f
von der Form (4.1).

Im Folgenden leiten wir einen Algorithmus fiir die schnelle und stabile Auswertung

6, ¢) = ZZaYk O, ¢) (1=0,...,M—1) (4.3)

k=0 n=—k

an beliebigen Knoten (6}, ¢;) € S* mit gegebenen Koeffizienten af € C her. Weiterhin
sind wir an der Berechnung des ,, transponierten“ Problems

de—Zfl O, 0) (k=0,...,N;n=—k, ... k) (4.4)

fiir gegebene Daten f; € C interessiert.

Falls wir einen schnellen Algorithmus fiir das Problem (4.3) konstruiert haben, kénnen
wir sofort einen Algorithmus fiir das ,,transponierte® Problem (4.4) angeben. Ein schnel-
ler Algorithmus fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation lédsst sich ndmlich als Produkt
schwach besetzter Matrizen schreiben. Eine effiziente Realisierung zur Multiplikation mit
der transponierten Matrix folgt dann sofort durch Transponieren der Faktorisierung. Aus
diesem Grund konzentrieren wir uns hier auf die Herleitung eines schnellen Algorithmus
fiir das Problem (4.3). Den ,transponierten* Algorithmus zur schnellen Berechnung von
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(4.4) benétigen wir z.B. fiir die ndherungsweise Berechnung der sphérischen Fourier-
Koeffizienten (4.2) der Funktion f, unter Verwendung geeigneter Quadraturformeln und
Quadraturgewichten [46, 82].

Fiir M beliebig verteilte Punkte auf der Sphére hat die direkte Berechnung der diskre-
ten sphérischen Fourier-Transformation (4.3) eine Komplexitit von O(N?M). Nur fiir
spezielle dquidistante Gitter, z.B. Gitter der Form

¢
(%%) €S? (s=0,....,T; t=0,...,2T — 1; T = 2Mle&:N]) (4.5)

sind schnelle Realisierungen der DSFT (Discrete Spherical Fourier Transform) bekannt.
Erstmals wurden schnelle Algorithmen fiir die diskrete sphérische Fourier-Transformation
1994 von J. Driscoll und D. Healy in [27] veroffentlicht. Diese Arbeit motivierte viele
Autoren, Weiterentwicklungen und Verbesserungen zur schnellen Summation von Ku-
gelflichenfunktionen zu suchen (siehe [103, 83, 16, 119, 63]). Schnelle Algorithmen zur
Realisierung der DSFT auf Gittern bezeichnen wir als FSFT (Fast Spherical Fourier
Transform). Die FSFT reduziert die arithmetische Komplexitdt der DSFT fiir spezielle
Gitter (4.5) von O(N?) auf O(N?log® N).

Bisher sind lediglich schnelle sphérische Algorithmen fiir spezielle Gitter bekannt. Ziel
des Kapitels ist die konsequente Weiterentwicklung dieser schnellen sphérischen Fourier-
Transformationen von Gittern (FSFT) auf beliebig verteilte Daten auf der Kugelober-
fliche. Diese Algorithmen werden dann mit NFSFT (Nonequispaced Fast Spherical Fou-
rier Transform) bezeichnet. Zur besseren Orientierung geben wir die namentliche Kor-
respondenz zu den Algorithmen auf dem Torus an.

Torus | Sphére

DFT | DSFT (Discrete Spherical Fourier Transform)

FFT | FSFT (Fast Spherical Fourier Transform)

NDFT | NDSFT (Nonequispaced Discrete Spherical Fourier Transform)
NFFT | NFSFT (Nonequispaced Fast Spherical Fourier Transform)

Die grundlegende Idee ist die schnelle Realisierung einer Basistransformation, so dass f
in (4.1) in der Form

N N
fO.0)= ) >, cetlem (4.6)
n=—N k=—N
mit komplexen Koeffizienten ¢} € C reprisentiert wird. Dann kann die schnelle Berech-
nung von f an den beliebigen Knoten (0;, ¢;) € S* (I =0, ..., M —1) mit einer bivariaten
NFFT (Algorithmus 1.1) erfolgen.

In [21] nutzt H.-B. Cheong Fourier-Summen der Form (4.6) zur Approximation der
Losung von partiellen Differentialgleichungen in sphérischen Koordinaten.

Fiir eine gegebene bandbeschréinkte Funktion auf der Sphére gilt, dass alle Gebiete
gleichméBig gut aufgelost werden (siehe z.B. [68, 16, S. 400]). Deshalb scheint es nicht
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sinnvoll zu sein, mit Gittern (4.5) wie in der FSF'T zu rechnen, die besonders viele Punkte
in der Néhe der Pole erzeugen.

Teile der folgenden Ergebnisse wurden bereits in [77] veroffentlicht.

Dieses Kapitel ist wie folgt gegliedert:

Im Abschnitt 4.1 fithren wir zunéchst die notwendigen Bezeichnungen ein und geben den
Algorithmus fiir die diskrete sphérische Fourier-Transformation an beliebigen Punkten
an. Diese einfache, naive Implementierung wird in Algorithmus 4.1 formuliert. Im an-
schlieBenden Abschnitt 4.2 priasentieren wir einen schnellen Algorithmus fiir die diskrete
sphérische Fourier-Transformation (FSFT) auf speziellen Gittern. In Abschnitt 4.3 wer-
den unsere neuen approximativen Algorithmen zur schnellen Berechnung der nichtaqui-
distanten DSFT (siehe Algorithmus 4.4) hergeleitet. Numerische Ergebnisse beschreiben
wir in Abschnitt 4.4 und schliefen dieses Kapitel wieder mit einigen weiteren Bemer-
kungen und Literaturhinweisen.

4.1 Diskrete sphdarische Fourier-Transformationen

Zunachst werden einige Bezeichnungen eingefiihrt. Wir beginnen mit der Definition der
Legendre-Polynome

1 d*

und fithren die assoziierten Legendre-Funktionen P (n € No;k =n,n+1,...) durch

— )\ 2 n
Pl(x) = (EZ+H;:) (1 —x2)"/2%Pk(:c) (x € [-1,1]) (4.7)

ein. Die Kugelflichenfunktionen Y;" sind auf der Einheitssphiire S? durch
Y(0, ¢) = P"(cos ) e (4.8)

definiert. Fiir gegebene sphérische Fourier-Koeffizienten af € C (k = 0,...,N;n =
—k,...,k)in (4.1) sind wir an der Berechnung der Funktionswerte f(6;,¢;) (I =0,..., M—
1) interessiert. Vertauschen der Summationsreihenfolge in (4.1) ergibt mit der Definition
(4.8) und mit

ha(w):= > ap P (@) (n=-M,...,M) (4.9)
k=|n|

die Formel

Nk
FOL) = YD @iV (0, )

N
= Z By, (cos 6;) et . (4.10)
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Die Berechnung der diskreten sphérischen Fourier-Transformation fiir beliebige Daten
auf S? fassen wir im folgenden Algorithmus zusammen und bezeichnen diesen Algorith-
mus als nichtaquidistante diskrete sphérische Fourier-Transformation (NDSFT).

Algorithmus 4.1 (NDSFT)

FEingabe: NNM € N;al e C (k=0,...,N;n=—k,..., k),
(Ql,gbl) € s? (l:O,...,M— 1).

Vorberechnung: x; := cos, (l =0,...,M —1).

1. Berechne fiir allen = —N, ..., N jeweils mittels Clenshaw-Algorithmus (siehe [24])
die Daten

N
ha(a) =Y apP(z) (1=0,...,M —1).
k=|n|

2. Berechne fiir alle l =0, ..., M — 1 die Daten

N

f(0,, ) = Z hn(cos 6)) et .

n=—N

Ausgabe: f(6;,¢) € C (1=0,...,M — 1) Funktionswerte von (4.1).
Komplexitéit: O(MN?).

4.2 Schnelle spharische Fourier-Transformationen

In diesem Abschnitt wollen wir den NDSFT-Algorithmus 4.1 fiir spezielle Gitter ver-
einfachen. Dieser Algorithmus wird mit DSFT bezeichnet. Damit sind wir in der La-
ge, die Tensorproduktstruktur der Kugelflichenfunktionen Y;* in (4.8) auszunutzen.
Zusitzlich dazu werden noch schnelle eindimensionale Algorithmen beziiglich 8 und ¢
(Zeilen-Spalten-Verfahren) benutzt und wir erhalten asymptotisch schnellere Algorith-
men (FSFT).

Wir beginnen mit dem Problem, die Funktion f in (4.1) fiir gegebene sphérische Fourier-
Koeffizienten a} (k = 0,...,N;n = —k,..., k) auf einem Gitter (4.5) zu berechnen.
Durch die Separation der Variablen und Berechnung von

ST
hsn = hy, (cos ?> (s=0,...,7) (4.11)

firn=—N, ..., N, gefolgt von T + 1 diskreten Fourier-Transformationen der Lénge 27T

N
sTotm int/(2T) (4 _
f(T,ZT) _nz_:Nhs,ne (t=0,...,2T —1) (4.12)
fir alle s = 0,...,T erhalten wir einen Algorithmus, den wir mit DSFT bezeichnen.

Damit hat die DSFT eine arithmetische Komplexitit von O(N?3). Um einen schnellen
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Algorithmus fiir die DSFT, die FSFT, zu erhalten, wird fiir jedes n = —N, ..., N die
Summe in (4.11) mit Hilfe einer schnellen Legendre-Funktionen-Transformation (FLT)
berechnet. Wir benutzen hier fiir jedes n den Algorithmus [103, Algorithmus 4.2]. Dieses
Verfahren beruht auf einer stabilisierten Version einer diskreten Polynomtransformation
(siche [102]) und benétigt O(N?log® N) arithmetische Operationen. Die Berechnung
der Summe in (4.12) wird fiir jedes s = 0,...,7 mit einer FFT der Lange 27 realisiert.
Dieses Vorgehen fassen wir im folgenden Algorithmus zusammen.

Algorithmus 4.2 (FSFT auf speziellen Gittern (4.5))
FEingabe: N e N,a} e C(k=0,...,N;n=—k,... k).
Vorberechnung: T := 21082 N1,

1. Berechne fiir alle n = —N, ..., N mit der schnellen FLT die Daten

= XN: ap P (cos(%)) (s=0,...,T—1).

k=|n|

2. Berechne fiir alle s = 0,...,T — 1 mittels FF'T die Daten

¢
STWQ; Zhsnemt”/ZT (t=0,...,2T —1).

Ausgabe: f (ST”, %) (s=0,...,7; t=0,...,2T — 1) Funktionswerte von (4.1) auf

dem Gitter (4.5).
Komplexitit: O(N?log® N).

Bemerkung 4.3 (Schnelle Legendre-Funktionen-Transformation (FLT))

Die Idee zur Realisierung einer schnellen Legendre-Funktionen-Transformation stammt
von J. Driscoll und D. Healy [27]. Diese Transformation ist aber numerisch instabil
fiir groe Transformationslangen. Deshalb wurden stabilisierte Versionen [103, 119, 63]
verdffentlicht. Ein anderer approximativer Algorithmus zur Berechnung der FLT wurde
von M. Mohlenkamp [83] vorgeschlagen. O

4.3 Schnelle spharische Fourier-Transformationen fiir
nichtaquidistante Daten
In diesem Abschnitt leiten wir einen schnellen Algorithmus fiir die NDSFT (vgl. Algo-

rithmus 4.1) her und bezeichnen diesen Algorithmus als NFSFT. Zunéchst wird wieder
die schnelle Legendre-Funktionen-Transformation benutzt, um einen Basiswechsel zu
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berechnen, der unabhéingig von den Knoten ist. AnschlieBend nutzen wir die NFFT (Al-
gorithmus 1.1 im bivariaten Fall, d.h. d = 2), um die Funktionswerte an allen Stellen
(01,¢1) (1 =0,...,M — 1) zu berechnen.

Fiir beliebige (6, ¢) € S* kann die sphérische Fourier-Summe (4.1) in der Form

N
0,¢) = Z hy, (cos 6) e"? (4.13)
n=—N

geschrieben werden, wobei h,, in (4.9) gegeben ist.
Wir definieren den polynomialen Anteil von h,, durch die Polynome vom Grad N

Z ap P (z) e Ty, (4.14)

k=|n|

falls |n| eine gerade natiirliche Zahl, und die Polynome vom Grad N — 1 durch
1 n
gn(T) 1= — Z aZP,l () € TIy_1, (4.15)

falls |n| eine ungerade natiirliche Zahl ist. Mit IIy bezeichnen wir dabei den Raum der
Polynome vom Grad kleiner oder gleich V.
Dann ist der Zusammenhang zur Definition (4.9) durch

gn (cos 0) fiir gerade n, (4.16)

(sind) g, (cos @) fiir ungerade n

hy (cosB) = {

gegeben. Wir berechnen, wie im Schritt 1 von Algorithmus 4.2, fiir alle n = —-N,... N
mit der schnellen Legendre-Funktionen-Transformation die Daten

o = g (COS "’%) (s=0,...,T; T:=2Me Ny (4.17)

und erhalten anschlieflend die Chebyshev-Koeffizienten ap € C (k=0,...,N) in
n (cos ) Zaka (cosf) (4.18)

fiir gerade n und

n (cos 0) Z apTy (cosf) (4.19)

fiir ungerade n unter Nutzung einer dlskreten Kosinus-Transformation vom Typ 1. Be-
achten wir, dass g, Polynome vom Grad N bzw. N — 1 sind, so konnen wir g, unter
Nutzung von

Ty (cos @) = cos (k) = (eik(’ + e*ikG)

| —
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als Fourier-Summe

n (cos ) Z by e ik0

mit den diskreten Fourier-Koeffizienten
dﬁd fir k =0,
by = (4.20)

an
5 sonst

2

schreiben. Fiir ungerade n folgt, unter Beachtung, dass g,(cos-) ein trigonometrisches
Polynom vom Grad N — 1 ist,

1 .
hn(COSQ _5111 Z bn ikd 2_ elf —16 Z bn ik6
1

—N+1 —N+1
_ Z Z;Z eik@
k=—N
mit
—bi fir k=—-N,—-N +1,
~ 1
by == 5 X by, firk=N —1,N, (4.21)
i
bi_y — by, sonst.

Demzufolge kann h,, in der Form

n (cos @) Z cy etk? (4.22)

mit den diskreten Fourier-Koeflizienten

Ck; =

" {bz fiir gerade n, (4.23)

by fiir ungerade n

dargestellt werden. Wir setzen diese Summe (4.22) in (4.13) ein und erhalten schliefllich
die Darstellung der Funktion f in der Form

Z Z e oin? (4.24)

—N k=—N

mit komplexen Koeffizienten ¢ € C. Aus gegebenen spharischen Fourier-Koeffizienten
a} in (4.1) haben wir die (gewthnlichen) diskreten Fourier-Koeffizienten ¢} in (4.24) mit
einem exakten Algorithmus der Komplexitat O (N 2log® N ) unabhéngig von den Knoten
(01, @) berechnet.

Die geometrische Interpretation besagt, dass die Sphére auf die &uflere Hélfte des Torus
abgebildet wird, wiahrend die innere Hélfte glatt (sieche Abbildung 4.1) fortgesetzt wird.
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Abbildung 4.1: Topographie der Erde (links) und die ,,duflere Hélfte* auf dem Torus
(rechts).
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Abbildung 4.2: Die normalisierten Kugelflichenfunktionen Y; (6, ¢) =

/B sin*§ cosf e ¢, oben: Realteil (links) und Imaginérteil (rechts),

unten. die Kugelﬂachenfunktlon auf dem Torus, der innere Teil ist glatt
am Nord- bzw. Siidpol fortgesetzt.

Zunéchst teilen wir f in einen geraden und einen ungeraden Teil (relativ zu den Polen)
und konstruieren die geraden und ungeraden Fortsetzungen. Abbildung 4.2 illustriert
diesen Fall fiir die Kugelflichenfunktion Y5 2. Auf dem Torus gilt natiirlich 6 € [0, 27).

Im letzten Schritt wird f an den beliebigen Knoten mit einer bivariaten NFFT (Algo-
rithmus 1.1) berechnet. Wir fassen die Herleitung im folgenden Algorithmus zusammen.
Algorithmus 4.4 (NFSFT)

Eingabe: NNM € N, al e C (k=0,...,N;n=—k,...,n),
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O, 0) €S* (1=0,...,M—1).
Vorberechnung: T := 21082 N1,

1. Berechne fiir alle n = —N, ..., N mit der schnellen Legendre-Funktionen-Trans-
formation (FLT) und s =0, ...,T die Daten

(N
Z GJZP]LTZI(COS %) falls n gerade ist,
ST k=)
gn(cos ?) = L n
n ST .
— Z aZP/,‘C |(cos ?) falls n ungerade ist.
sin 7

2. Berechne fiir n = —N, ..., N mit einer DCT-I die Chebyshev-Koeffizienten aj in
(4.18) und (4.19).

3. Berechne fiir k = —N,...,N undn = —N, ..., N die diskreten Fourier-Koeffizien-
ten ¢} nach den Formeln (4.20), (4.21) und (4.23).

4. Berechne die Funktionswerte f(6;,¢;) in (4.24)

N N
fO,d1) = Z Z Czei(kelJrnd)l)

n=—N k=—N
mit einer bivariaten NFEF'T (Algorithmus 1.1).

Ausgabe: f(0,,¢;) (I=0,...,M —1).
Komplexitét: O(N?log® N +m?>M).

Bemerkung 4.5 Oftmals ist man an einer reellen Darstellung von Funktionen auf S?
interessiert. Die reelle Fourier-Reihe der Funktion f € L*(S?) mit Bandbreite N ist dann
an Stelle von (4.1) durch

n=1

f(0,¢) = Z (ang(cos ) + Z (a} cos(ne) + by sin(ng)) Py (cos ) )

mit reellen Koeffizienten a} und b} gegeben. Zur schnellen Auswertung fiir diese Funk-
tionen kénnen wir dhnliche Algorithmen wie in diesem Abschnitt herleiten. An Stelle der
NFFT werden dann die NFCT (Algorithmus 1.13) und die NFST (Algorithmus 1.15)
benutzt. O
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m 1 2 3 4 > 6 7 8
Es | 5.0e-02 | 7.7e-03 | 3.0e-04 | 1.9e-05 | 7.1e-06 | 5.8e-07 | 5.1e-08 | 2.3e-08

Tabelle 4.3: Relativer Fehler E fiir das System (I) (N = 128, 0 = 2 und M = 100).

4.4 Numerische Ergebnisse

Wir haben die oben beschriebenen Algorithmen in C implementiert und auf den beiden
Systemen

(I) Intel-Celeron 64MB RAM, SuSe-Linux und

(IT) Sun-SPARC 768MB RAM, SunOS 5.6

getestet. Dabei wird der Stabilisierungsparameter der FLT auf 10000 gesetzt (siehe [75,
77]). In den ersten Beispielen untersuchen wir die Komplexitit und Genauigkeit unseres
neuen Algorithmus im Vergleich zur direkten Berechnung. Im letzten Beispiel wird unser
Algorithmus am EGM96 Datensatz getestet.

Beispiel 4.1 (Genauigkeit)

Das Interesse in diesem Beispiel ist auf das Verhéltnis zwischen Abschneideparameter
m und dem relativen Fehler

1=0,...

E =
1=0,...,

gerichtet. Hier bezeichnet fupp, (01, ¢1) den Funktionswert von Algorithmus 4.4 und
fsiow (01, @) den Funktionswert, der mit Algorithmus 4.1 berechnet wird. Wir beobachten
einen exponentiellen Abfall des Fehlers fiir wachsendes m (siehe Tabelle 4.4). O

Beispiel 4.2 (CPU-Zeiten)

Zunichst wihlen wir zufillige sphérische Fourier-Koeffizienten a} € [0, 1] und zuféllige
Knoten (0}, ¢;) € S*. Tabelle 4.4 vergleicht die CPU-Zeit von Algorithmus 4.1 und Algo-
rithmus 4.4 fiir verschiedene Bandbreiten und gewisse Anzahlen von Knoten (Oversamp-

lingfaktor o = 2, Abschneideparameter m = 4 mit dem Gauf-Kern, siche Algorithmus
1.1). O

Beispiel 4.3 (Komplexitét)

In diesem Beispiel wird die Rechenzeit beziiglich einer gegebenen Bandbreite N und
einer bestimmten Anzahl von Knoten M untersucht. Wir wihlen M = N2. Abbildung
4.5 zeigt einen log-log-Plot der verstrichenen CPU-Zeit. Man beachte, dass z.B. fiir eine
Bandbreite von N = 500 unser schneller Algorithmus 4.4 nur 92 Sekunden und die
direkte Berechnung (Algorithmus 4.1) mehr als 7 Stunden benotigt. U
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N 64 128 256
‘ M H Alg. 4.1 ‘ Alg. 4.4 H Alg. 4.1 ‘ Alg. 4.4 H Alg. 4.1 ‘ Alg. 4.4 ‘

1 0.01 0.37 0.01 1.80 0.01 8.61
10 0.01 0.38 0.05 1.82 0.20 8.61
100 0.13 0.42 0.49 1.84 1.82 8.67
1000 1.27 0.43 4.82 1.88 18.24 8.71
10000 12.61 0.53 49.04 1.96 176.41 8.81
20000 25.44 0.65 98.20 2.09 352.75 8.95

Tabelle 4.4: CPU-Zeit in Sekunden fiir das System (I).

T T T T T T T T T
*
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50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
bandwidth N

Abbildung 4.5: CPU-Zeit fiir das System (II) (o =2, m = 4).

Beispiel 4.4 (EGM96 Datensatz)

In diesem Beispiel zeigen wir eine Anwendung von Algorithmus 4.4 auf den EGM96 Da-
tensatz. Die Daten besteht aus 360% speziell normierten sphéirischen Fourier-Koeffizien-
ten a} und repréisentiert das Gravitationspotential der Erde (siehe [79]). Abbildung 4.6
und Abbildung 4.7 stellen die Rekonstruktion der gesamten Erdoberfliche dar, wahrend
Abbildung 4.8 einen Ausschnitt (,,zoom-in“-Eigenschaft) hervorhebt. Damit sind wir
in der Lage, aus dem gegebenen globalen Modell Ausschnitte beliebiger Regionen zu
rekonstruieren. 0

Weitere Themen und Literaturhinweise

Das Losen von partiellen Differentialgleichungen auf der Sphére hat in vielen Berei-
chen, wie z.B. bei der Wettervorhersage oder in Klimamodellen [16, Section 18.7], eine
grofle Bedeutung. Insbesondere werden dazu sphiérische Fourier-Reihen der Form (4.1)
benutzt. Durch die Manipulation dieser Reihen (Integration oder Multiplikation) wéchst
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Abbildung 4.7: Rekonstruktion von EGM96 Daten fiir k£ > 8.

die Bandbreite. Als Teilproblem ergibt sich beim Losen von partiellen Differentialglei-
chungen auf der Sphére das Projizieren auf den Raum der bandbeschrinkten Funktionen
mit kleinerer Bandbreite. Diese Aufgabe ist als ,,sphérisches Filtern* [68] bekannt. Da die
arithmetische Komplexitét sphérischen Filterns O(N?) fiir O(N?) Punkte auf der Sphéire
ist, sind schnelle Algorithmen von groBem Interesse. R. Jakob-Chien und K. Alpert [68]
prisentierten erstmals einen schnellen Algorithmus der Komplexitit O(N? log N), basie-
rend auf der schnellen Multipol-Methode. Dieser Algorithmus wurde von N. Yarvin und
V. Rokhlin [130] verbessert. Wir haben diese sphérischen Filter mittels unseres schnellen
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Abbildung 4.8: Ostlichen Teils Siidamerikas als Ausschnitt von Abbildung 4.6.

Algorithmus 2.3 mit dem Kern 1/x realisiert [13, 14]. Unser Vorgehen ist einfacher zu
implementieren, basiert auf der NFFT und hat auch nur eine arithmetische Komplexitét
von O(N?log N). Weiterhin benutzten wir diese Methode zur schnellen Berechnung von
Wavelet-Entwicklungen auf der Sphére [13, 14].
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