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Zusammenfassung

Some boundary value problems yield anisotropic solutions, e.g. solutions with
boundary layers. If such problems are to be solved with the finite element method
(FEM), anisotropically refined meshes can be advantageous. In order to construct
these meshes or to control the error one aims at reliable error estimators.

For isotropic meshes such estimators are known but they fail when applied to
anisotropic meshes. Rectangular (or cuboidal) anisotropic meshes were already in-
vestigated. In this paper an error estimator is presented for tetrahedral or triangular
meshes which offer a much greater geometrical flexibility.

Gewisse Randwertprobleme besitzen anisotrope Losungen, z.B. Losungen mit
Randschichten. Wird die Finite Elemente Methode (FEM) zum Losen verwendet,
so bieten sich anisotrop gestreckte Netze an. Zur Konstruktion solcher Netze oder
zum Beurteilen der Giite der Naherungslosung sind Fehlerschétzer gewiinscht.

Fiir isotrope Netze werden solche Fehlerschitzer schon langer genutzt, sie liefern
bei anisotropen Netzen aber nicht die erhofften Resultate. Anisotrope Rechtecknet-
ze (bzw. kubische Netze) wurden bereits untersucht. (Anisotrope) Tetraeder- oder
Dreiecksgitter besitzen aber eine viel groflere geometrische Flexibilitdt. In dieser
Arbeit wird ein Fehlerschétzer dafiir vorgestellt.

Keywords: finite elements, error estimator, anisotropic solution, stretched
elements, tetrahedral mesh, triangular mesh

AMS(MOS): 65N30, 65N15



INHALTSVERZEICHNIS

Inhaltsverzeichnis
1 Einfiihrung
2 Bezeichnungen

7

8

2.1 Tetraederbezeichnungen . . . . ... ... ..

2.2 Transformationsbezeichnungen . . . . . . . ..
2.3 Die Ableitung D; . . . ... ... .. .. ...

Voraussetzungen an das Netz

Grundlegende Beziehungen

4.1 Transformation der Norm . . ... ... ...
4.2 Der anisotrope Spursatz . . . . ... ... ..
4.3 Die Inversen Ungleichungen . . . .. .. ...

4.4 Der Raum H}(9) der angepaBten Funktionen
Die lokale L,-Projektion

Der H'-Interpolationsoperator

Der H!-Interpolationsoperator

Der Fehlerschatzer

A Die wichtigsten Beziehungen auf einen Blick

10

11
11
11
12
12

13

17

19

21

24



4 1 EINFUHRUNG

1 Einfiihrung

In dieser Arbeit betrachten wir die Poisson-Gleichung mit homogenen Dirichlet-Randbe-
dingungen

—Au = f in Q C R",
v = 0 auf I'p = 90

Wir beschrinken uns hier auf polygonal berandete Gebiete € des R* bzw. des R2. Alle
Uberlegungen sind fiir n = 3 dargelegt; die erforderlichen Modifikationen fiir n = 2 sind
offensichtlich. Es wurde versucht, eine fiir beide Falle giiltige Notation zu benutzen. Eine
Liste der verwendeten Bezeichnungen befindet sich am Ende dieser Einleitung.

Sei H!(Q) der iibliche Sobolevraum von Funktionen mit homogenen Randbedingun-
gen. Die schwache Formulierung zu obigem Problem ist

Finde u € HY(Q) : (Vu, Vo) = (f,v) Vo € H(Q) (1)

bei gegebenem f € Ly(Q).

Um die Finite-Elemente-Methode (FEM) zur Lésung solcher Probleme anzuwenden,
wird 2 triangularisiert. Vj, sei der Raum der stetigen, stiickweise linearen Funktionen
iiber der Triangularisierung 7. Sei V,;, := V, N HY(Q) der entsprechende Raum mit
homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Eine Ndherungslosung wy, erhdlt man, indem man
die Variationsgleichung auf den endlichdimensionalen Unterraum V;;, einschrankt:

Finde Up € ‘/o,h : (Vuh, V’Uh> = (f, ’Uh> Vvh € ‘/vo’h . (2)

In der klassischen FEM-Theorie wird gefordert, dafi das Verhéltnis Umkugel- zu In-
kugelradius der finiten Elemente 7' (z.B. Quader, Tetraeder oder Rechtecke) beschriankt
ist. Fiir bestimmte Probleme wurden lokale Residuenfehlerschétzer fiir ein Tetraeder T'
hergeleitet (siehe z.B. [6]):

1/2
nr(up) = (h%' Iz + > hT'||TE(Uh)||?;)

EedT\T'p

Hier ist hy der Durchmesser von T und rg(u,) der Gradientensprung von wy iiber die
Fldache E. Dann gilt
IV (w —un)I* < e+ > np(un)
TeT

Die Konstante c ist unabhéngig von der Funktion u, einem Tetraeder 7" und der Triangu-
larisierung 7 . Das gilt auch fiir alle weiteren Konstanten ¢ in dieser Arbeit.

Bei speziellen Randwertproblemen treten jedoch anisotrope Losungen auf, die sich in
einer Raumrichtung stark dndern, in einer anderen Richtung aber kaum. Beispiele dafiir
sind Losungen mit Randschichten oder inneren Schichten. Dort bieten sich Netze mit



finiten Elementen an, deren Seitenverhiltnisse sehr grof§ werden konnen (oder sogar un-
beschriankt bei zunehmender Verfeinerung), s.a. [2]. Diese Eigenschaft fiihrt dazu, daf der
obige Fehlerschéitzer nicht mehr die gewiinschten Ergebnisse liefert. Inshesondere hiangt
die Konstante ¢ von der Triangularisierung 7 ab, s.a. [1].

Um diese Abhéngigkeit zu beseitigen, wurden ein Fehlerschitzer fiir anisotrope kubi-
sche Gitter (z.B. Quadergitter) von Siebert [5] hergeleitet. Dieser anisotrope Fehlerschét-
zer hat die Form

1/2
nr(up) = (hfmn,T' Iz + > he- ||7”E(Uh)||?3>

EcdT\I'p

d.h. die Faktoren vor den Normen wurden durch die kleinste Elementseitenlange Ay 1
bzw. durch die Héhe hp iiber einer Flache E ersetzt.

Bei realen Problemen sind kubische Gitter zur Diskretisierung eines Gebietes 2 nicht
immer geeignet, da ihre geometrische Flexibilitdt gering ist. Deshalb wird in der vorliegen-
den Arbeit ein Fehlerschétzer fiir anisotrope Tetraeder- bzw. Dreiecksgitter untersucht,
wobei ein analoges Resultat erzielt wird. Die Beweise sind schwieriger, da Tetraeder im
Gegensatz zu Quadern keine drei ausgezeichnete Raumrichtungen besitzen. Die Herleitung
lehnt sich an die Arbeiten von Siebert [5], Clément [4] und Verfiirth [6] an und besitzt
folgende Grobgliederung:

e Definition der Bezeichnungen, der Transformation, der Ableitung D; und der Riume
Hp(Q) bzw. H, () der angepaBten Funktionen; Netzvoraussetzungen und grund-
legende Beziehungen,

e Definition einer lokalen Ls-Projektion und Angabe entsprechender Abschétzungen,

e Definition eines globalen Interpolationsoperators R : H1(Q) +— Vj sowie Beweis
entsprechender Abschétzungen; Beriicksichtigung der homogenen Randbedingungen
liefert den Interpolationsoperator R, : Hy () = V4,

e Definition und Abschétzung des Fehlerschétzers.

Auflerdem enthilt der Anhang eine Zusammenfassung der wichtigsten Ungleichungen, die
zum Nachvollziehen der Beweise sicher niitzlich ist.

Es soll hier betont werden, dafl in dieser Arbeit nur eine untere Schranke des Feh-
lerschétzers hergeleitet wird. Weitere wichtige Aspekte miissen noch betrachtet werden:

e Eine obere Schranke des Fehlerschétzers soll abgeleitet werden.

e Numerische Beispiele miissen die Berechtigung dieses anisotropen Fehlerschéitzers
bestétigen.

e Die Erweiterung auf hoherdimensionale Ansatzfunktionen sollte versucht werden.

e Geeignete anisotrope Verfeinerungsstrategien miissen gefunden werden.



1 EINFUHRUNG

Liste der verwendeten Symbole

Einige Bezeichnungen haben im R* bzw. im R? unterschiedliche Bedeutung (zum Beispiel
ist 7" entweder ein Tetraeder oder ein Dreieck).

Q
I'p =00
L,,H' H!

Hi(Q), H, 7(2)
('a ) ) ('a ')w
-

-l I e
-2

T

Vis Vo

TeT
T

P

hi = hi,T

hmin,T

hi(x)

NIaNT

polygonal berandetes Gebiet des R? (bzw. des R?)
Dirichlet-Rand von €2

ibliche Sobolevrdume {iber €2

R&ume angepafiter Funktionen

Ly (€Q)-Skalarprodukt bzw. Ly(w)-Skalarprodukt
Lo-Norm iiber Q2

Lo-Norm iiber Gebiet w bzw. iiber Fliache E
Spektralnorm einer Matrix

Triangularisierung von 2

FEM-Raum {iber 7 (z.B. lineare Ansatzfunktionen)

Tetraeder (oder Dreieck)

Volumen (oder Flicheninhalt) meas(T") von T
spezielle Vektoren von T, i = 1...n (siehe Definition)
Lange |p;| des Vektors p;

= min{h; r}

globale Funktion, die iiber 7" den Wert h;  annimmt

affin lineare Abbildung vom Einheitstetraeder T auf T

affin lineare Abbildung vom Referenztetracder 7" auf T

die linearen Transformationsmatrizen der Abbildungen F)4
bzw. F¢

(normierte) Richtungsableitung in Richtung p;

beliebige Fliche von T (bzw. Kante eines Dreiecks T')
Flécheninhalt (bzw. Lénge) meas(E) von E

Lénge der Hohe iiber E

Gradientensprung einer Funktion v, € V}, an der Fliche E

Knoten der Triangularisierung
Makroelement, M; := U T

T>a;
Volumen (oder Flécheninhalt) meas(M;) von M,
Ly-Projektor tiber M;
spezieller Integralmittel-Operator
lineare Ansatzfunktion zum Knoten a;,
v;i(a;) = &/ (Kronecker-Symbol)
Menge der inneren Knoten bzw. Menge der Knoten a; € T



2 Bezeichnungen

Gegeben sei eine Triangularisierung 7 und ein beliebiges Tetraeder T" € T daraus. Fiir
dieses Tetraeder wird folgende Notation eingefiihrt.

2.1 Tetraederbezeichnungen

Die Bezeichnung der vier Eckpunkte mit P, ..., P3 sei eindeutig durch folgende Bedin-
gungen gegeben:

e PP, sei die ldngste Seite von T

e APyP, P, sei das Dreieck mit gréfitem Flacheninhalt unter den beiden, die die Seite
Py P, enthalten.

e PP, sei die kiirzeste Seite des Dreiecks APy P, P,. Damit wird festgelegt, welcher
Eckpunkt Py bzw. P ist. P; sei der letzte Eckpunkt.

Weiterhin werden drei Vektoren definiert:
—)
o p, i =RPF .
e py sei der Vektor, der vom Lotfulpunkt von P, auf Py P, nach P; zeigt.

e p; sei der Vektor, der vom Lotfuipunkt von P; auf das Dreieck APyP; P, nach P;
zeigt.

Abbildung 1 moge diese Notation verdeutlichen.

Die Lénge der Vektoren p; werde mit h; = h; r := |p;| bezeichnet, i = 1,2,3. Aus der
Bezeichnung der Eckpunkte P; folgt sofort h; > hy > hs. Damit wir fiir den R* und den
R? eine einheitliche Schreibweise nutzen kénnen, setzen wir aulerdem

hmin,T = lrqunn{hl,T}

Im R? gilt folglich Ronin, e = hs . Weiterhin wird fiir alle x € €2 die stiickweise konstante
Funktion h;(x) definiert gemaf

hi(x) == h;r firxeT,i=1...n.

Analog wird 5y, (x) definiert.

2.2 Transformationsbezeichnungen

Wir werden hauptsédchlich mit zwei affin linearen Abbildungen Fy und F arbeiten. Zu
deren Definition sind einige Vorbereitungen notig.
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Abbildung 1: Bezeichnungen im Tetraeder T’

— —
Sei Py der Spaltenvektor vom Koordinatenursprung nach F,, seien PyP; die Spalten-
vektoren von Py nach P;, i = 1,2, 3. Die Matrizen A, C' € R**? seien definiert durch

— — —
A=Ap = (P0P17P0P27P0P3> und C=0Cr:= (P17P2,P3) . (3)
Die affin linearen Abbildungen seien
Fy:T—T und Fo:Tw—T
— —
FA§X(A):AT')\+P0 F(jIX()\):CT')\—l—PO

mit A = (A, Ao, A3)7. Offensichtlich ist T das Einheitstetraeder mit den Eckpunkten
(0,0,0)", (1,0,0)", (0,1,0)” und (0,0, 1)7.

Das Referenztetraeder 7' wird implizit durch die Abbildung Fo definiert, d.h. es
gilt 7 = FZ'(T). Wegen der Definition von Fi hat T die Eckpunkte P, = (0,0,0)7,
P = (1,0,0)7T, P, = (22,1,0)T und Py = (23,93, 1)T. Aufgrund der Bedingungen an die
Eckpunkte P; gilt 0 < 29,23 < 1 und —1 < g3 < 1. Abbildungen 1 und 2 mdégen dies ver-
deutlichen, wobei die ,,umschriebenen” Quader von 7" und T die Visualisierung erleichtern
sollen.

GroBen, die sich auf das Einheitstetraeder T bzw. das Referenztetraeder T beziehen,
sollen mit einem Balken bzw. einem Dach bezeichnet werden (z.B. V, 9).

Fiir die Funktionaldeterminanten der beiden Abbildungen gilt
|det(Ar)| = |det(Cr)| = hy - hy - h3 =6 - |T|



2.2 Transformationsbezeichnungen 9

A1 ]50 151

Abbildung 2: Einheitstetraeder 7' und Referenztetraeder T

Die transformierten Ableitungen erfiillen die Gleichungen
Vo=A'Vy  und Vo = Crvu

Die Abschitzung der Norm einer Transformationsmatrix wird durch folgendes einfache
Lemma (siehe auch Ciarlet [3]) erleichtert.

Lemma 1 (Normabschéitzung einer Transformationsmatrix)  Sei A eine lineare
Transformation, die das abgeschlossene Gebiet G C R"™ in G tberfihrt. Dann gilt fiir die
zugehorige Transformationsmatriz

I14]l2 < d(G)/0(G)
mit  d(G) = max lz—yl| wund o(G):= Radius der griften Kugel S C G.
@y

— —
Sei T— P, das um —PF, verschobene Tetraeder T. Fiir die Abbildungen Ar, C’;l
bzw. C' Ar gilt nach Definition

_ = —1 A
T oA (r-p) T
G

d.h. die Abbildung C* Ay iiberfiihrt das Einheitstetraeder T in das Referenztetraeder 7.
Mit obigem Lemma erhélt man jetzt sofort

Jarcz’], = |orar], <e “

und analog HC%A}THZ = HA}ICTHZ <c : (

ot
~  ~—
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2.3 Die Ableitung DZ

Gegeben sei die Matrix Hr :=diag (hy, ha, h3). Fiir eine Funktion v € H'(T) fiihren wir
die Ableitungen D; r ein durch

DI,T v
Dyrv | :=H;'CH Vo Jve H(T). (6)
D3,T v

In Komponentenschreibweise bedeutet das

ov

Di,TU = hz_l . (p“vv) = m . ap

1=1...n

d.h. D@T ist die (normierte) Richtungsableitung in Richtung p;. Aus der Orthogonalitét
der Vektoren p; und der Definition h; = |p;| folgt, daB H;'CE eine Orthogonalmatrix ist.
Deshalb gilt

S (Duref = [Vof? )

=1

und ZhiT([)LTvy = |CEvu)? : (8)
i=1

Die Ableitupg D@T ist zunéchst nur fiir ein Tetraeder T" erklédrt. Deshalb wird eine globale
Ableitung D; eingefiihrt, die fiir fast alle x € €2 definiert ist und in einem Tetraeder T'
gerade D; r entspricht:

D;v(x) := D;rv(x) firxeT

Die Ableitung D; ist also abhéingig von der Triangularisierung 7 und auf jedem Tetraeder
T anders definiert. Fiir D; gelten die gleichen Beziehungen (7) und (8).

3 Voraussetzungen an das Netz

Seien aq, ..., ay die Knoten der Triangularisierung 7. Zuséatzlich zu den {iblichen Voraus-
setzungen an das Netz (vgl. Ciarlet [3], Kap. 2) werden folgende Bedingungen gestellt.

1. Die Anzahl der Tetraeder, die den Knoten a; enthalten, ist beschrénkt.

2. Die Tetraederdimensionen von benachbarten Tetraedern diirfen sich nicht rapide
dndern, d.h. es gibt positive Konstanten ¢y, co mit

c1-him <hir<co-hip VYT, T mit TNT #0,i=1...n
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In den folgenden Beweisen wird oft ein sogenanntes Makroelement A; zu einem Knoten
a; benutzt. Dieses ist definiert als

MjIZ UT

Taaj

Sei T" C M, ein fixiertes Tetraeder. Dann definieren wir fiir dieses Makroelement die
Groflen

hi,Mj = hi,T’ 1=1...n.
Mit obiger Voraussetzung 2 gilt dann
C'hi,TShi,MjSC'hi,T VTCMJ,Z:]_TL

Falls in einer Ungleichung also die Terme h; s, oder h;r auftreten, so kénnen sie wech-
selseitig ausgetauscht werden, ohne dafl die entsprechenden Konstanten der Ungleichung
dadurch von 7" oder 7 abhéngen.

4 Grundlegende Beziehungen

4.1 Transformation der Norm

Sei v € Ly(T) mit T C R®. Mit der Abbildung Fa(X\) = Az - A+ 1?0 gilt
/ V(x)dx = /_a?(A) |det Az|d = 6|T) - / 72(A)dA
T T T

Wl = V6] IIollr . (9)

4.2 Der anisotrope Spursatz

Fiir das Einheitstetraeder T, fiir v € H'(T) und fiir eine Fliche E von T gilt der Spursatz
ol < ez - lolline = ¢ (Iolz + 1Vol7)
Uber die Transformation in das Ausgangstetraeder T erhilt man

1

1 2
- <c-
||U||E — ¢ |T|

E|
Nach (4) und (8) ergibt sich

(1]l + | AFVv17)

1A7V ol = [[AZCET - CEVullr < JAZCTFT |2 - ICTVollr < ¢+ 3~ hi || Divllr

=1

Sei hg die Lange der Hohe tiber E. Aus 6|T| = |E|- hg folgt der anisotrope Spursatz

1 n _
ol <co i (Wl + SR IDel)  wem@ . ao
=1
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4.3 Die Inversen Ungleichungen

Die Beweise erfolgen wieder mittels der Transformationstechnik. Auf dem Einheitstetra-
eder T gilt die folgende Normabschétzung, da die Normen iiber dem endlichdimensionalen

Raum V},(T') wirken:
IVOullr < c-llonllr Von € Vil(T)
Durch Riicktransformation mittels Ar folgt daraus fiir beliebiges v, € V},
[ATV ol < ¢ - [loallr
Nach (5) gilt

ICVunllr = ICTAZT - AzVunllr < (|CFAZT (|2 - | A7V onllr < ¢ - [JAZ V|7

Man erhilt also

n
ICT V|7 = > hiplIDivallz < e llonllr
=1
und speziell |Divpllr < e hir llowllr i=1...n. (11)
Vermoge
IDivnlla, = > I1Dwwnllz < e hiy - llowlly,
TCM;

gilt diese Ungleichung auch fiir ein Gebiet M;.
Die beiden néchsten Ungleichungen lassen sich dhnlich herleiten.

lnllfer = Nnll5z < ¢ 1all7 = ¢ [det Ap| ™ - [lun 17

lonlloor < e |T17Y2 - floallr (12)

Ganz analog ergibt sich fiir eine Flidche F

[onlloo,e < ¢ [BI72 flunlle (13)

4.4 Der Raum H}(Q) der angepaiten Funktionen

1, T o
hminT ||DZU||T

abzuschéitzen, obwohl das Seitenverhéltnis h; 1/l beliebig grof sein kann. Deshalb
wird der Raum HF(2) eingefiihrt.

Aus technischen Griinden ist es bei den Beweisen notig, Terme der Form
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Definition 1 Seien ¢, > 1 und ¢, > 0 feste Konstanten. Fiir ein Tetraeder T seien die
Indexmengen

ST = {Z : hi,T < Gyt hmin,T} bzw. LT = {Z : hi,T > Cy v hmin,T}

definiert. (Wegen 3 € St ist St stets nichtleer.)
Wie in [5] heifit v angepaBt bzw. v € H3(Q), wenn

Ry - )
> 27 - |Dollz <ea- X X Dl (14)

TeT i€Ly '“mun,T TeT ieSt

Wir sagen auch, daf das Netz (bzw. die Triangularisierung T ) an die Funktion v angepaft
15t1.

Weiterhin sei H, () := Hp(Q) N H, () der entsprechende Raum mit homogenen
Randbedingungen.

Bemerkung: Im Falle 2 C R? vereinfacht sich der Faktor in der linken Doppelsumme
zu hi /b3 p.

5 Die lokale Ly-Projektion

In den folgenden Ausfithrungen wird ein Interpolationsoperator konstruiert, der auf einer
Idee von Clément [4] beruht. Anders als die Lagrange-Interpolation ist dieser Interpo-
lationsoperator auch fiir Funktionen v € H' definiert. In diesem Abschnitt werden ein
Knoten a; und das Makroelement M; betrachtet. Der Ubersichtlichkeit halber wird der
Index j weggelassen.

Sei a ein Knoten von 7 und M das zugehorige Makroelement. Sei V(M) der auf
M eingeschrinkte Raum V. Die lokale Ly-Projektion P : H(M) — V(M) sei definiert
durch

/M(U—Pv)-go:() Ve V(M)

Dann gilt folgendes Lemma.

Lemma 2
lv—Pollar < ¢ > hir||Devl s (15)
k=1
k=1

Beweis: Zum Beweis wird eine stetige Abbildung Fz benotigt, die ein Referenzgebiet
M € M in das Makroelement M {iberfiihrt. Die Menge M von Referenzgebieten soll dabei
endlich sein. Wir werden uns zuerst der Konstruktion der Referenzgebiete M widmen.

Das Makroelement sei die Vereinigung von K Tetraedern 77 ...Tx. Die Knoten von
M (aufler Knoten a) seien aj ...ar, wobei L beschrankt ist. Zwei Makroelemente M und
M’ mogen zur selben Klasse gehoren, wenn
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e sie aus der gleichen Anzahl von Tetraedern bestehen, also K = K ist.

e die Tetraeder und die Knoten so numeriert werden kénnen, daf fiir alle i =1... K
gilt: Wenn das Tetraeder T; die Eckpunkte a, a;,, aj,, aj, hat, so besitzt das Tetraeder

! !
T! die Eckpunkte a’ ,aﬁ,an,ajs

Diese Bedingungen bedeuten, dafl die Vernetzungen beider Makroelemente in Tetraeder
topologisch dquivalent sind. Die Anzahl solcher Topologien ist beschrinkt, da K be-
schrankt ist. Deshalb ist auch die Anzahl der Klassen von Makroelementen beschriankt.
Aus jeder dieser Klassen wird ein beliebiges Makroelement gew#hlt, dessen Knoten a im
Koordinatenursprung liegt. Dieses Makroelement sei das Referenzgebiet M der reprisen-
tierten Klasse. Alle (endlich vielen) Referenzgebiete bilden die Menge M.

Sei nun M ein Makroelement und M das zugehérige Referenzgebiet. Nach der Kon-
struktion der Referenzgebiete gibt es eine stetige, stiickweise affin lineare Abbildung Fj,
die folgende Bedingungen gentigt:

Fg : M—M
Fp = F,=BX+a aufT,, B;cR™ acR"
mit F, : T,— T, affin linear, . =1... K,
wobei T; bzw. T, die i-ten Tetraeder von M bzw. M seien. Sei a der Vektor zum Knoten
a. Groflen, die sich ayf das Referenzgebiet beziehen, seien mit einem Haken ™ bezeichnet.
Fiir das Gebiet M gilt die Poincaré-Ungleichung. Da es nur endlich viele Referenzge-

biete M € M gibt, kann die auftretende Konstante von M unabhingig gewihlt werden,
und es gilt fiir u« € H' (M)
[, 15k

fo<e (o

Fiir eine beliebige Funktion v € H'(M) definieren wir den Mitteloperator I durch

K
= M|t Z/ v-|det B;| ' = const.
F iiberfiihre eine Funktion o € H'(M) in v € H'(M). Mit der Definition von I gilt

. § K
[ o=t =Y [ o ldet BT = [ o ldet BT = [ g
M i—1 7T M M

sowie

—

V(Iv)=0

Setzt man jetzt @ := v— Iv in die Poincaré-Ungleichung ein, so ergibt sich

/v - Tv |2 gc-/v Vo)
M M
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Da es nur endlich viele Referenzgebiete M mit endlich vielen Tetraedern T gibt, gilt sofort
c1 < |Ti| < ¢ und damit

c1-hig hor hyr, < |det Bj| = |Tz|/|Tz| < co-hig hor hs

mit Konstanten ¢; und ¢y, die nicht von 7; abhéngen. Nach den Voraussetzungen an die
Groflen h; r folgt daraus

01|detB]|§|detBZ|§02|detB]| VT;,]}CM
Mit der Transformation auf das Gebiet M erhilt man nun

| o= = z/ (v — Iv)? 2/ .| det B/

¢- max {|detBi|}-/v (5— Iv)?
i=1...K N

IN

IN

¢- max {|detBl—|}-/v V5|2
i=1..K i
K §
-Z/ Vo2 - | det Bl
i=1 /T
K K )
= CZ/ |B;FVU|2:C'Z/ ‘B?C’;T - LV
i=1 7T i=1 7T ' '

IN
o

K
2 2
< e Slmel f i
i=1 i

Zur Abschétzung der Norm von BiTC’iTwird Lemma 1 benutzt. Sei 7; — a das um —a
verschobene Tetraeder T;. Fiir die Abbildungen B; und Cr, ! gilt nach Definition

071
~ Bl . ~
T, — (Ii—a) +— T,
. C;}Bi N

Da es nur endlich viele Tetraeder T] C M gibt, gilt fiir den Inkugelradius des Tetraeders
T; natiirlich o (7T}) > ¢. Nach der Definition der Abbildung Cr, ist die lingste Seite des
Tetraeders T durch \/_ beschrankt. Lemma 1 liefert nun sofort

|Br e, = |cn'Bi|, < d(T) /o(T) < ¢

.= |

und daraus weiter

[w-np < e Z/ crv| = e i/TZh - (Dy)?

k=1

IN

¢S Wy 1Dl
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nach Voraussetzung 2 an das Netz und der Definition von Dy, . Mit dieser Ungleichung
erhalten wir

lo=Poll}y = [ (v=Po)w=Pr)

— /(U—Pv)(v—h}) da Pv—IvevV,
M

IN

[0 = Pullas - [[o = Tl
lo=Pollar < e 3 huns - || Divllas
k=1
Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen.

Zum Beweis der zweiten Ungleichung des Lemmas wird die inverse Ungleichung (11)
benutzt, und es ergibt sich

1Di(v = Po)llsr < [IDivllas + [[DiP (v = T0) ||
< IDiwllar + e+ hipg 1P(v = Tv)||um
< o (1Dl + i X 1Bl
k=1
Daraus folgt sofort die Behauptung. [ ]

Bemerkung: Im Fall Q C R? lassen sich die Referenzgebiete einfach und anschaulich
wéhlen. Das Makroelement bestehe aus K Dreiecken. Wenn «a ein innerer Knoten ist, so
sei M das regelmifige Einheits-K-Eck mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung.
Abbildung 3 moge dies verdeutlichen.

M N M
T, Ly T,

Abbildung 3: Stetige, stiickweise affin lineare Abbildung Fj fiir Q C R?

Falls @ ein Randknoten ist, so sei M die Vereinigung der K kongruenten Dreiecke,
deren Eckpunkte die Polarkoordinaten (0,0), (1,(i — 1)7/2K) und (1,ir/2K) haben,
i=1...K.
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6 Der H'-Interpolationsoperator

Satz 3 Es gibt einen Interpolationsoperator R : H-(Q) — Vi, so daf fiir alle v € H3-(Q)
qilt

1/2
Ihod () - (0 = Ro)l| = (Z hmmﬂv—Rvu%) <[V (17)
TeT
hi(x) -~ h? 12
S bo=ro)| = (T Ine-ml) <evil 09
mzn(x) TeT ""man,T

Beweis: Sei P; die oben definierte lokale Lo-Projektion auf dem Makroelement M;
eines Knotens a;. Wir definieren den Interpolationsoperator R als

N

Rv =% (P)(a;) - ¢;

=1

wobei ¢; die zum Knoten a; gehorige lineare Ansatzfunktion sei. Sei 1" ein beliebiges
Tetraeder und Ny die Menge seiner Knoten. Sei a; ein beliebiger, aber fester Knoten
daraus. Dann kann R auf T" ausgedriickt werden als

RU‘T: > (Pjv)(aj)-goj‘T:ka‘ + > (P —Pw)(a )'%’T

a;ENT ajENT

da Pl = 3 (P)@)- v,

a]‘ENT

Es gilt nach der inversen Ungleichung (12) und der Dreiecksungleichung

|(Pjv — Ppv)(ay)| | Pjv — Pvl|oo,r
¢ |T| Y2 ||Pjo — Povllr

c- T2 (Jlv = Pyl + [|lv = Pevlir)

VAN VANRVAN

Mit ||¢;]jr < ¢+ |T|/? folgt daraus

|(Pjv — Pyv)(ag) - oillr = (P — Pev)(az)| - [lollr
c (||U — Pjullr + [|v — PWHT)

IN

Wird diese Ungleichung in die Représentation von R eingesetzt, so erhélt man

lo = Rollz - < lv = Peollr +

Y (P — Puo)(a;) - ¢ .

a]'ENT

< o= Pollr + X e (v = Pl + llo = Pollr)

ajGNT
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< oo > lo=Ppllr < e 3 o= Pplly,
a]'ENT a]'ENT
(15) n ~
< s Y0 Dl | Dl
a;ENT k=1
S C- Z Z hk T’||Dkv||T’
T'CM(T
mit M(T) := U M;. Dies gilt, da jedes Tetraeder 7" in maximal 4 Makroelementen

a; GNT
M; enthalten ist, und da sich hy o fiir 77 C M(T') nicht rapide dndert:

¢ hpy <hpge <C-hpp YT C M(T)

SchlieBlich folgt

hrin (36) - (0 = RO)I? = X~
< th_ = Z thT’ |Dkv||%"

<Yy

TeT k=1

h2

men, T

da jedes Tetraeder nur in einer beschrinkten Anzahl in der Doppelsumme auftritt, und
da sich hy g fiir 7" C M(T) nicht rapide dndert.

Um die verbleibende Summe abschétzen zu kénnen, wurde v € H}(Q) vorausgesetzt.
Mit den entsprechenden Konstanten aus der Definition dieses Raumes (vgl. (14)) ergibt
sich

|| Dyoll?

oy

TeT k=1

1hrnin (36) - (0 = RO)[I* <

(‘3

h2

min, T

S C- Z Z |D/C ||T + c- Z Z h2 |D/C ||T

TeT keLr mmT TET keSt "min, T
(14) - -
< crca o D IIDwllF + - X D0 Dz

TeT keSt TeT keSt
- a 2 (7) 2 2

< e X Y Dl < s Yo IVollz = e[V

TeT k=1 TeT

und damit das erste Resultat.

Der Beweis fiir den zweiten Teil des Satzes verlduft analog, so dafl hier nur die wich-
tigsten Schritte wiederholt werden. Wie zuvor ist

D;Rv ;= DiPkU‘T + > (P —Pw)(ay) -ﬁi@j‘T

a]‘ENT
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Vermoge der inversen Ungleichung (11)

|D

i), < e il < e hif TV
folgt analog zu oben

|(Po = Pv)(a) - Digs| . = (P = Puv)(ay)] - | Digs|
c-hit (Ilv = Pplr+ llv — Pevlir)

IN

Die weiteren Schritte sind wie im ersten Teil, also

Div = RU)HT =

~l—(v - ka)HT +

> (P — Pw)(a;) - Dig; .

a]'ENT

< ~i(v—ka)HT+c-h;% Z Zth’ Dy .
T'CM(T) I=
(16) P, |~ hir | =
< c- 2 +c- D
S ¢ ;hiM zUHMk c T,CZM:( )Zh . ‘ ZU‘T,
< c-h_} Z Zth’ Dy 7
T'CM(T
und daraus
2y = 2
Z hZ : i(U_RU>HT S (O Z hmznT Z Zth’ ‘Dl’U‘ ’

TeT "Ymin,T TeT T'CM(T) l=

th

[P,
T

<YYo

TeT =1 mmT

Wegen v € Hp(Q2) erhélt man mit der gleichen Begriindung wie oben

7 Der H!-Interpolationsoperator

<c- [V

ha(x) D, (v — Rv
hmin(X)Dl( i )

Satz 4 Es gibt einen Interpolationsoperator R, : H(},T(Q) — Vo, so daf$ fiir alle v €
H,7(Q) gilt

1 (%) - (v = Rov)[| < e[|V (19)

hi(x) D; (v — Ryv)

o < e vl . (20)
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Beweis: Wird der oben definierte Interpolationsoperator R auf eine Funktion v €
H) 7(Q) mit homogenen Randbedingungen angewendet, so bleiben diese im allgemeinen
nicht erhalten. Um das zu garantieren, definieren wir den Interpolationsoperator R, wie
folgt.

Sei N die Menge der inneren Knoten. Dann sei

Ry := ) (Pp)(a;) ¢j=Rv — Y (P)(a)- ¢
a]‘EN] a]‘EFD
Unter Ausnutzung des vorherigen Satzes reicht es, fiir Randknoten a; € I'p die Terme

1(Pv)(a;) - )]l und [|(Pjv)(a;) - Dig;||lr abzuschétzen.

Sei also a; € I'p fixiert. Sei T" C M; ein beliebiges Tetraeder mit einer Randfliche
E > a;. Dann kann die inverse Ungleichung (13) sowie der Spursatz angewendet werden,
und man erhilt

(Pv)(ap)l < IPplles < e B2 (|Pulp
= ¢ |BI7? v - Pl dav=0auf F

e (T2 (Jlv = Poolle + Y ha [|Di(0 = Pyo)r)

=1

IN

Wendet man jetzt die Ungleichungen (15) und (16) der lokalen Lo-Projektion an, so ergibt
sich

n

v —Pjully, < C'th,M]-HDkUHM]-
k=1
16)

n _ ( n
S hir | Di(v = Pp)|lr < Z
=1 =

3

< C'Z k,M; ||Dkv||Mj
k=1

Deshalb ist .
[(Pv)(a;)] < ¢+ |T|7Y 37 by, | Divllu

k=1
Mit ||l < e |T'|V2 < e |T|M? fiir alle T" C M; gilt folglich

1(Po)(a)) - ¢ille < e+ 37 b, 1Dwolla;, VT C M
k=1
Unter Ausnutzung dieser Beziehung erh&lt man

|hat) X (P -oi = 2w X B el

a; el'p TﬂFD;ﬁw ajeTﬂFD

S 4 Z Z hmmT” PU)(C%) 99]”;

ajel'p TCM;



21

n
Z hmmM Z hi,M]- ||Dkv||?\/lj

< c-
GJEFD k=1
n
S c- Z hmznT Z hi,T ||‘Dkv||%1
TeT =1
< e f[vol?

mit den selben Argumenten wie im vorigen Satz. Daraus folgt schliefflich die erste Be-
hauptung

1Pnin (%) - (v = Rov) || < [l (%) - (0 = Ru)|| +
+ Hhmm Z (Pjv)(aj> ) 991'H

a; EFD

< e ||V

Der zweite Teil des Beweises verlduft ganz analog zu obigen Ausfiihrungen und dem
letzten Satz. Wegen

|Digi, < e bt Nl < e bt -T2

gilt

T (Pio)a) - Doy < by 32 e 1Devil

mzn T k=1

fiir ein Randtetraeder 7. Die restlichen Uberlegungen sind die selben und werden deshalb
hier weggelassen. ]

8 Der Fehlerschatzer

Fiir v, € V, ), definieren wir den Gradientensprung senkrecht zu einer (inneren) Fléche
FE als

, %)
re(vy)(z) == tl_1>r£0 %Uh(l' +tng) — %Uh(l' —tng)

mit dem Einheitsvektor ng L EF und x € E. Weiterhin sei das Elementresiduum iiber
einem Tetraeder T definiert als

rr(ve) == Prf + Auv,

wobei Pr der Ly-Projektor von Ly(€2) in den Raum der stiickweise konstanten Funktionen
ist. (Bei linearen Ansatzfunktionen ist rr(v,) = Prf.) Der lokale Fehlerschitzer fiir ein
Tetraeder 1" sei definiert durch

1/2
nr(un) = (hfnm( Mrr(ua)llz + X2 hE-IITE(Uh)IIZE> : (21)

EcdT\I'p

Dann gilt folgender Satz.



22 8 DER FEHLERSCHATZER

Satz 5 (Untere Schranke des Fehlerschitzers) Sei u € HL(Q) die erakte Lisung
und up, € V,j, die Niherungslosung. Das Netz sei an den Fehler u — uy angepaft, also

u—up € Hj’T(Q). Dann gilt die a-posteriori Abschidtzung
1/2
19—l < ¢ (X s + 3 Kl = Pefl)
TeT TeT
Beweis: Aus der Orthogonalitit des Fehlers
(V(u — uh), Vuh) =0 Yo, € V;,,h
folgt, fiir alle v € H, () durch partielle Integration

(V(u —up), Vo) = (V(u —up), V(v — Ryv))
= Z(f+Auh,v—Rov)T + Z(TE(U}Z>7U_RO/U>E

TeT EeQ
= > [(f—PwaLPTf—FAuh,v—ROU)T +
TeT
1
+ 5 > (TE(uh),v—Rov)E]
E€dT\T'p
< > [(H?”T(Uh)”T +[If = Prflir) - lv = Rovllr +
TeT
1
+5 2 relw)le-llv- Rov| k]
BedT\I'p
< [ (e ()l + 1 f = Prfllr) - bk rllo = Rovllr

TeT

1 -
+5 > hirlre(u)le - bl = Rovllg]-

EcdT\I'p

Vermoge der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélt man weiter

(V(u —up), Vo) <
TeT

TeT

TeT EcdT\I'p TeT EedT\I'p

Der zweite Wurzelausdruck kann nach Satz 4 sofort abgeschétzt werden als

1/2
1hot (x) - <v—Rv||—(Zh2T||v Rovn%) <c-|IVe
TeT

< 2 3 B ()l + 1 - PTfnT)) (S hitarlo-

(22)

, 3
RovnT)

+%< >y hE,T“TE(Uh)HZE)% ' < >, Y hprllv—RolE
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Fiir den letzten Wurzelausdruck gilt nach dem Spursatz zunéchst

o= Rovll2 < c- by (nv R34 3 2 Do — Rov>||%)

=1

und wegen hpr > hpmin /2 weiter

S bl — Rl < -2, (nv CRpl2 4 S 2 Do — Rov>||%) .

EEaT\FD =1

Nach dem H!-Interpolationssatz 4 ergibt sich damit

Y. > herllv=Rely < e Y hdurllv— Rovllz +
TeT EcoT\I'p TeT

n h22 5
te 3 > L |Di(v — Ro)||%

i=1 TeT "'min,T
< e fIvol?

Fafit man diese Resultate zusammen, so folgt

V=), Vo) < e (5 o (It + 7 = PesIE) +

TeT

- hE,T||rE<uh>||%]) Vel

BedT\I'p
Mit v :=u —uy € H, +(Q) ergibt sich schlieBlich die Behauptung. ]

Bemerkung: Sowohl im Elementresiduum rp(u) als auch in der Abschétzung (22)
des Fehlers taucht der Term Prf auf. Bei ndherer Betrachtung des Beweises fillt auf,
daB dort eine beliebige Funktion aus Ls(£2) stehen kann. Insbesondere wiirde mit f statt

Prf gelten
IV (u = un)||* < e D np(un)
TeT
mit rr(up) = f‘T. Oft jedoch kann oder will man die Integrale {iber f, die hinter der

Norm |[|r7|| stehen, nicht exakt ausrechnen, und wendet deshalb Ndherungsformeln an.
Der Term Prf ermoglicht es, auch diese Félle mit dem Fehlerschétzer zu erfassen.
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A

1.

A  DIE WICHTIGSTEN BEZIEHUNGEN AUF EINEN BLICK

Die wichtigsten Beziehungen auf einen Blick

Die Poincaré-Ungleichung

/w|v|2gcw.(\/wv

Die Konstante ¢, hdngt ab vom Gebiet w.

2
+/ |VU|2> Vv € H'(w)

Die Transformation: Mit der Transformation F, : T+ T C R? gilt
[olle = oIT|-|ollz  VvelLy(T) . (9)

Der Spursatz: Fiir eine Flache F C 9T gilt

1

i e (Il + S0 100l2)  wem@ . o)
=1

Inverse Ungleichungen. Fiir v, € V}, gelten

||Dﬂ}h||T S Ch;,jl“H’UhHT 1=1...n (11)
[nllocsr < e IT172 - Jlonllr (12)
[onlloo < e |72 lonlle (13)

Ungleichung (11) gilt auch fiir ein Gebiet M, statt des Gebietes T'.

Der angepafite Raum H7-(€).
Seien ¢, > 1,¢, > 0. Fiir ein finites Element T seien die Indexmengen

St = {Z : h@T < Gyt hmin,T} bzw. Lp:= {Z : h@T > Cy - hmin,T}-

definiert. Dann heifit v angepafit bzw. v € H1-(2), wenn

> 2

TeT ieLr

Ry - )
o IDwlz < e Do Y0 1Dl (14)

min, T TeT €St

h

Weiterhin sei H) +(Q) := Hy(Q) N H} () der entsprechende Raum mit homogenen
Randbedingungen.

6. Lokale Ly-Projektion. Es gilt

lo = Pyolla, < e 3" hwar; 1 Divllag, (15)
k=1

k=1
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7. Der H'-Interpolationsoperator R. Fiir alle v € H+(Q) gilt

1/2
1ot () (0 = Ro)|| o= (2 h;%n,T||v—Rv||%) < e |Ivel a7
TeT
hi(x) = - 2
‘h b= r)| = (Zm T ||Di<v—Rv>||%) <c|vell  (s)
man TeT ""man,T

8. Der H!'-Interpolationsoperator R,.
Es gelten die gleichen Ungleichungen wie fiir den Operator R.
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