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Literatur

(1]
2]

E. Kreyszig. Differentialgeometrie. Akad. Verlagsgesellschaft Geest & Portig KG, 1957.

J. Encarnagao und W. Straler. Computer Graphics: Gerdtetechnik, Programmierung und
Anwendung graphischer Systeme. Reihe Datenverarbeitung. Oldenbourg - Miinchen - Wien,
1988.

J. Plate. Computergrafik: Einfihrung — Algorithmen — Programmentwicklung. Franzis-Verlag
GmbH Miinchen, 1988.

C. Hornung und J. Popsel. 3-D a la carte. c¢’t, Hefte 4, 5, 7, 8 und 10, 1989.

G. Aumann, K. Spitzmiiller. Computerorientierte Geometrie. Wissenschaftsverlag Mann-
heim - Leipzig - Wien - Ziirich, 1993.

B. Klotzek. Einfithrung in die Differentialgeometrie. Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am
Main, 1997.

M. de Berg, M. van Kreveld, M. Overmars, O. Schwarzkopf. Computational Geometry.
Algorithms and Applications. Springer, 2000.

H.-J. Bungartz, M. Griebel, C. Zenger. Einfiihrung in die Computergraphik: Grundlagen
Modellierung, Algorithmen. Mathematische Grundlagen der Informatik. Vieweg, Braun-
schweig/Wiesbaden, 2002.



M. Pester 3

1 Grundlagen der analytischen Geometrie

1.1 Punkte, Vektoren, Geraden, Ebenen

e Einsatz rechnerischer Methoden fiir die Behandlung geometrischer Beziehungen.

e Punkten werden Zahlentupel (Koordinaten) zugeordnet.

Festlegung eines Koordinatensystems mit Ursprung und (rechtwinkligen) Koordinaten-
achsen, z. B.:

R'={z:z € R} R?* = {(z,y) : z,y € R}
L P
P Y A
0 1 = EE
Gerade Ebene

R® = {(z,y,2) : x,y,2 € R}

2
I p
N A b
1 1 y
x 1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
Raum
o Vektoren
x
Dem Punkt P = (z,y,z) kann ein Ortsvektor 7 = y | zugeordnet werden (der
z

Vektor vom Koordinatenursprung zum Punkt P).

e Gerade in der Ebene, definiert durch 2 voneinander verschiedene Punkte Py und P;.

Geradengleichungen:

Zwei-Punkte-Gleichung: Y=Y _ =%

Y1 — Yo 1 — o

Punkt-Richtungs-Gleichung: y = m (x —z9) + Yo

Allgemeine Gleichung: ar+by+c =0

(Sonderfille beachten !)

e Gerade im Raum, definiert durch Py = (zo, o, 20) und Py = (21,1, 21)-

1 1 r1 — o

Richtungsvektor: @ = — (pi —po) = — | v1 — %o
@ @

21 — %0

mit o = \/(x1 —20)% + (11 — ¥0)2 + (21 — 20)2
Parameterdarstellung: p = py + ta, teR, |d =1
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e Ebene im Raum, bestimmt durch:

3 nicht auf einer Geraden liegende Punkte Py, Py, P, oder

2 sich schneidende (oder zueinander parallele) Geraden.

Ebenengleichungen:

Parameterdarstellung:

Allgemeine Gleichung:

Hessesche Normalform:

Abschnittsgleichung:

P =po+ta+siy, tselR, l|ai] = |as]=1
Az +By+Cz+D =0
NgX +nyy +n.z+d = 0

Ny

i = | n, | = Normalenvektor [ii| = 1
n.

d = Abstand der Ebene von 0

T z

4042

a b ¢

a,b,c — Abstidnde der Schnittpunkte mit den
Koordinatenachsen vom Ursprung

1.2 Produkte von Vektoren

(1) Skalarprodukt (inneres Produkt)

Def.: (@by = a-b=|alb| cos<(a,b)
Eigenschaften:
a L b = a-b 0
il b6 = a-b = =+aly

Koordinatenschreibweise:

@-b= awby + ayb, + a.b.

(2) Vektorprodukt (Kreuzprodukt, duBeres Produkt)

Def.: @ x b= ¥ mit: |5 = |@||b] sin<(d@,b) und 7La,b

@, b, ¥ bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

Eigenschaften:
i L b = |a
il vt = a

Koordinatenschreibweise:

[
axb=1|a, a, a,
b, b, b

| [5]
0

S S

ayb, —a.by

= azby —azb,

azby — ayby

(3) Spatprodukt (gemischtes Produkt)
Def.: (@hd) = (@x b,&) = (@xb)-¢

Eigenschaften:
a, 5, ¢ sind komplanar <

(@be) = (bea) = (cab)

(@bé) = 0
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Koordinatenschreibweise:

ag Gy a g (ayb. —azby)
(@c) = | b, b, b, | =4 +c,(aby—azb,)
Cy Cy Cz + ¢, (axby — aybm)

1.3 Lagebeziehungen im Raum

(1) Punkt — Gerade
Geg.: Geradeg: p = py+ td, lal =1
Punkt Q: q
Ges.: Abstand d: kiirzeste Entfernung von @ zu
allen Punkten P(t) auf g.

|(7—po) xd@  Fléche

d = =
|| Grundseite

(des aufgespannten Parallelogramms)

(2) Zwei Geraden
Geg.: Gerade g1: p = po + tai, jai| =1

Gerade go: ¢ = qp + taz, laz| = 1 \Q‘o\'\@
Ges.: Abstand d bzw. Schnittpunkt d’
Py
g1

g = LO=P @ xa@)l g a2
|a1 x a3
Spezialfille:
(a1 xadz) = 0 — Geraden sind parallel (wie Punkt — Gerade)
(a1 xa2) # 0, d =0 — Geraden schneiden sich
(a1 xa3) # 0, d#0 — Geraden sind windschief
(3) Punkt — Ebene P,
Geg.: Ebene E: n-p+d=0, |7 =1
Punkt Py:  po it | do
Ges.:  Abstand dy E [ ]
Zu FE parallele Ebene durch Fp: i-p+ (d—dy) =0
do = ﬁp_{) + d
(4) Gerade — Ebene
Geg.: Ebene E: n-p+d=0, |7 =1
Gerade g: 7= pp + td ﬁT
Ges.:  Schnittpunkt |
Gleichung in t:  (7i-@)t 4+ (f-po) +d = 0 E
Fir (W-d) =0 gilt: g | E g
(5) Zwei Ebenen
Geg.: Ebene Fy: n-p+d =0, |ny| =1
Ebene Es: ny - p+dy =0, s = 1
Ges.:  Schnittgerade . P
2 Gleichungen in p’ = (z,5,2)" m T
=  parameterabhéngige Losung: /él | %
a

L Xnp L
fir ny xnjy # O

mit: = TS S
|TL1 X Tl2|
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2 Koordinatensysteme

2.1 Affine Koordinaten

Ein Koordinatensystem dient als Bezugssystem fiir Darstellung von Punkten und Vektoren
(Grundobjekte der analytischen Geometrie).

Allgemeine Definition und Eigenschaften

def

e [X,T(X)] = ,affiner Raum“, bestehend aus
X = Menge von Punkten
T(X) = Menge von Translationen auf X

Punkte P,Q,R,... € X
Vektoren ¥, w,... € T(X)

e VP Qe X 3 7eT(X): Q=P+ 70
VPeXVieT(X) 3 Q€ X: Q=P+
o S def

* y=PQ=Q-P
— — —

* PQ + QR=PR
N

® PP= 0O (Nullvektor)
— —
* PQ=—-QP
Als Koordinatenursprung wird ein Punkt O € X ausgezeichnet:

— —
PeX = P=0+ 0P, OPe T(X)
— — —
P+ Q=R < OP+0Q=0
Wahl einer Basis in T(X): B = {uy,...,uUn}
Koordinatensystem: (O,B) = (O,{u1,...,Un})

Affine Koordinaten:

VEET(X)Z v = Z]«’Uj'ﬁj, UjER
VPe X: P = O—I—ijj'ﬁj, p; € R
v
Vektorkoordinaten: v = eR" « ¥eT(X)
Vn
Y41
Punktkoordinaten: P = eR" & PeX
Pn

Kartesische Koordinaten im R®:

O,{ff%’}) ij = i€t =it =0
( b 1 1 : . 1 . <= Orthonormalsystem
i1 = j ] = &£ = 1
1 0 0
L& e = 0 , ) e = 1 , trez = 0
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2.2 Homogene Koordinaten

Homogene Gleichungen sind solche Gleichungen, deren Losungsmenge sich nicht dndert,
wenn jede Gleichungsvariable durch ihr A-faches ersetzt wird (A € IR, A # 0).

Betrachten wir z. B. die Ebenengleichung ax + by + ¢z + d = 0 mit den Gleichungsvariablen
x,y, z. Durch Einfithrung einer zusétzlichen Variablen w entsteht die homogene Gleichung

ar +by +cz+dw =0

mit den Gleichungsvariablen z,y, z, w. Fiir jede Losung

T’ T il‘/
! 1,7
P = Y mit w # 0 istauch P = y = %fy
Z/ z 72/
w
w 1 1

eine Losung dieser homogenen Gleichung. Die Ebenengleichung kann somit auch mit dem Ska-
larprodukt formuliert werden:

QL O
f v e 8
I
o

Ein Punkt P mit den affinen Koordinaten (z,y,z) besitzt die homogenen Koordinaten
(x,y,2,1) bzw. (wz, wy, wz,w) mit w # 0.

Die folgende ,,Rechnung® ist i.a. fiir homogene Koordinaten nicht definiert:

qx Y2 qz — Pz Vg
— _
F=PQ=Q-P=| W | | Pv | =| P | = | W |,
qz Dz qz — Pz Uz
1 1 0 0

lasst sich hier aber so interpretieren: Differenz der affinen Koordinaten zweier Punkte (innerhalb
der Ebene w = 1, die der Punktmenge X aus 2.1 entspricht) liefert eine Richtung (Ebene w = 0).

Bei der Darstellung von Richtungsvektoren in homogenen Koordinaten ist w = 0.

Anmerkungen:

e Ein ,Punkt“ mit den homogenen Koordinaten (z,y,z,0) besitzt keine affinen Koordina-
ten. Die Betrachtung als Grenzwert liefert:

T T
T
y = lim y — lim n- Y
z n— oo z n— oo
z
1
0 "

d. h. ein Vektor kann aufgefasst werden als ein unendlich ferner Punkt in der entspre-
chenden Richtung.

e In der projektiven Geometrie werden homogene Kooordinaten in einem n-dimensionalen

projektiven Raum IP,, als die Richtungsvektoren der I-dimensionalen Unterrdume des
R"™ definiert: (Az1, ..., Azpq1)! #0.
Die Punkte 2 = (z1,...,2,)' € IR" kénnen in diesen projektiven Raum eingebettet
werden, z.B. als Schnittpunkte der 1D-Unterrdume mit der Hyperebene z,4; = 1. Die
Richtungen RZ C IR™ (Z # 0) sind dann diejenigen 1D-Unterriume des R™"!, die in
der Hyperebene x,41 = 0 liegen. (s.0.: w =1 bzw. w = 0)
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3 Koordinatentransformationen

Fiir die Darstellung von dreidimensionalen Objekten wird grundsétzlich eine Reihe von Trans-
formationen ausgefiihrt, die von den Modellkoordinaten bis hin zu den Geritekoordinaten (z. B.
Bildschirm) fithren.

Transformations—Pipeline:

MC | Modellkoordinaten lokale Koordinaten eines zu betrachtenden Objekts,
z. B. Koordinatenursprung im Mittelpunkt und
Achsen parallel zu Begrenzungsflichen

WC | Weltkoordinaten Anordnung des Modells (bzw. mehrerer Modelle) in
der ,Welt“ (Beriicksichtigung der riumlichen Lage
zueinander)

VRC' | Betrachterkoordinaten Festlegung der Lage der Bildebene in der Welt

(View Reference Coordinate | durch:
System)

VRP  (View Reference Point) Bezugspunkt,
z. B. Mittelpunkt der Bildschirmebene

NRP  (Normal Reference Point) Punkt auf der
positiven z—Achse, die zum Betrachter
zeigt, Betrachterstandpunkt

VUP  (View Up Vector) Orientierung der Bild-
ebene, y—Achse

NPC | Normalisierte Geriitekoordi- | Festlegung des Ausschnitts aus der ,,Welt“, der

naten nach Projektion auf die Bildebene sichtbar sein
(Normalized Projection | soll. Dieser wird als Einheitswiirfel definiert, dessen
Coordinate System) Seitenléinge einer maximal zu berechnenden Bild-

auflosung entspricht. (z. B. 30000 bei Verwendung
von short int Koordinaten bei einfachsten Prozes-
soren)

DC Gerétekoordinaten Abbildung der geriteunabhéingigen (normalisier-
(Device Coordinate System) | ten) Geritekoordinaten auf die Koordinaten des
konkreten Ausgabegeriites (Bildschirm, Drucker,

)

Transformationen werden fiir homogene Koordinaten durch 4 x 4—Matrizen beschrieben:

p="Tp
bzw.
! t11 tiz iz tia x
Yy _ to1 toa to3 t2a Y
-4 t31 t32 13z ts4 z
w’ tar taz Taz Taa w

Die Nacheinanderausfithrung von Transformationen 77 und 7% entspricht einer Gesamttrans-
formation T' = Ty - T, die durch Matrixmultiplikation zu berechnen ist.
Beachte: Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ.

Da in der Regel darzustellende Objekte aus sehr vielen Punkten bestehen, sollte grundsitz-
lich zunéchst die aus allen Einzeltransformationen T; entstehende Gesamttransformation T
berechnet werden, so dass nur diese eine Matrix mit allen Punkten zu multiplizieren ist.
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3.1 Objekttransformationen

In einem gegebenen Koordinatensystem werden Objekte (Punkte) transformiert (bewegt).

(1) Translation

T
Verschiebung aller Punkte um einen Vektor v = Yo
20
Transformation und Riicktransformation
1 0 0 zg 1 0 0 —=xo
T _ 0 1 0 yo ’ 71— 0 1 0 —yo
0 0 1 =z 0 0 1 —2
0 0 0 1 00 0 1
Es gilt offensichtlich:
x’ T T+ xg T+ T T
/
vV ol_p |y || vtw and Tl | YTwo | _ | v
2 z z 4 20 z+ 2 z
w’ 1 1 1 1

(2) Rotation

e Transformationsmatrizen fiir die Drehung aller Punkte um eine Koordinatenachse um
einen Winkel ¢ im mathematisch positiven Drehsinn:

1 0 0 0 cose 0 sinp 0
Ru(p) = 0 cosp —sinp 0 Ry(p) = 0 1 0 0
¢ 0 singp cosp O Y —sing 0 cosp O
0 0 0 1 0 0 0 1
cosp —sinp 0 0 Riicktransformationen :
sinp cosp 0 O R;' = R]
R - x €T
(%) 0 0 10 R;' = R]
0 0 0 1 R;' = R!

Die Riicktransformationen ergeben sich als Drehung um den Winkel —¢ um die gleiche
Achse, unter Beachtung von cos(—y) = cos ¢ und sin(—¢) = —sin ¢.

e Transformationsmatrix fiir die Drehung um eine beliebige durch den Ursprung verlau-
fende Achse (mit: ¢ = cosy, s=sinyp):

ay
g:P=0+t-a, telR, a= ay |, lal =1
a.
c+(1—c)a? (1—-c)agay —sa, (1—c)azaz+say, O
Ry(g) = (1 —c)agay + sa, c+(1-c)al (1—-c)aya, —sa, 0O
I (1-c)aay —say, (1—c)aya. + say c+(1—c)a? 0
0 0 0 1

Andere Darstellung bei Betrachtung der Wirkung der oberen 3 x 3-Matrix von R, auf
die Koordinaten (z,y, z) von p: p=cp+(1—c)aa"p+s(axp)

Rotationsmatrizen sind orthogonale Matrizen (RT = R™! und det (R) = 1).
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Spiegelung

Wir betrachten die Spiegelung an einer durch den Ursprung verlaufenden Ebene, die

durch ihren Normalenvektor 7 gegeben ist. Der Bildpunkt P’ eines Punktes P liegt auf

der entgegengesetzten Seite der Ebene im gleichen Abstand d von der Ebene. Der Verbin-
—

dungsvektor PP’ verlduft senkrecht zur Spiegelungsebene, also parallel zu 7i:

.
PP=P-2.d-7, d = (- OP) = ngpy + nypy + n.p.

d. h.
p’y — Py — 2ny (nxpz + NyPy + nzpz)
p; P — 2n, (nTpT + nypy + nzpz)
w’ 1
1—2n2 —2n,n, —2nyn, 0 Pz
_ —2n,n, 1- 2n5 —2nyn. 0 Dy
—2ngn, —2nyn, 1-— 2n2 0 P2
0 0 0 1 1
Spiegelungsmatrix: S=1-2nn'.
Dies ist eine orthogonale Matrix, fiir die gilt: S = ST = S~! und det (S) = —1.
Skalierung

Durch Anderung der MaBeinheiten der einzelnen Koordinatenrichtungen werden alle Ob-
jekte entsprechend gestreckt bzw. gestaucht. Der Skalierungsfaktor s, bedeutet hier eine
Anderung der Einheitslinge 1 der 2—Achse auf s;!. Die Verkiirzung der Einheit (s, > 1)
entspricht somit einer Streckung des Objekts bei gleichbleibender Einheit, fiir s, < 1
wird das Objekt in z—Richtung gestaucht.

PQ; Sz Dz sz 0 0 0 Dz
Py _ SyPy _ 0 s, 0 O Dy dh o= M-p
4 52Dz 0 0 s, 0 P
w’ 1 0 0 0 1 1

Dabei gilt offensichtlich w’ = 1.

Fiir den Fall einer einheitlichen Skalierung in allen drei Koordinatenrichtungen kann auch
die folgende Skalierungsmatrix verwendet werden (mit s, = s, = s, = s):

1 0 0 O Dz S Px
M= 0 L0 dh p=| P[] 5P
0 0 1 Pz S Pz
00 0 st st 1
Scherung

Unter der Scherung versteht man eine Verzerrung des Bildes durch die Verschiebung eines
jeden Punktes in Richtung der einzelnen Koordinatenachsen um einen Betrag, der vom
urspriinglichen Abstand des Punktes zu den jeweils anderen Achsen linear abhéngt.

z’ T + 51y + S22 1 s s9 0 x
y _ s3x+ Yy +5842 _ s3 1 s4 0 Y
2 N S5x+ Sy + 2 B s5 s 1 0 z
w'’ 1 0O 0 0 1 1
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In der Ebene:

P'(z+s1y,y+ssz)

! 1 S1 0
y =1 s3 1 0 Yy
w’ 0 0 1 1

3.2 Transformation des Koordinatensystems

Die zu betrachtenden Objekte bleiben in der ,,Welt“ unverédndert. Lediglich das Bezugssystem
(das Betrachterkoordinatensystem) wird neu festgelegt. Beziiglich dieses neuen Koordinaten-
systems entstehen fiir alle Objekte neue Koordinaten.

Wir bezeichnen mit Ko das Originalkoordinatensystem und mit Kp das Bild— oder Betrach-
terkoordinatensystem:

Ko= (O, {t1, iz, us})
KB:(O/, {51, 527 53})

Beispiel:

Verschiebung des Ursprungs Drehung (mit Zentrum im Ursprung)

Dabei ist b: = u;, d. h. die Basisvektoren
stimmen iiberein. Es gilt: p' =p — 7.
Die Verschiebung des Ursprungs um den
Vektor ¢ entspricht somit einer (Objekt—)
Verschiebung des Punktes P um den Vek-
tor —7.

Folgerung:

Die Basisvektoren werden um eine durch
den Ursprung verlaufende Achse um den
Winkel ¢ gedreht (Basistransformation).
Die Koordinaten p’ entsprechen denen der
(Objekt—) Drehung des Punktes P mit dem
Winkel —¢.

Die Transformation des Koordinatensystems liefert jeweils die gleichen Bildkoordinaten wie die
Inverse der entsprechenden Objekttransformation.

Die Basistransformation

Original- und Betrachterkoordinatensystem seien wie in (1) gegeben, jeweils mit einer Ortho-

normalbasis.
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Fiir einen beliebigen Vektor v gilt
= D vsl;
in K 7 = > v;l_);

<y

in KO

(2)

Damit gilt auch fiir die Vektoren Z;Z der Basis von Kp eine solche Zerlegung beziiglich der
Basisvektoren i; von Ko:

3
b= agi;, =123 (3)
j=1
oder in Koordinatenschreibweise:
aii a21 a31
by = a12 ’ by = a22 ’ by = a32 (4)
a13 a23 ass

Diese Zerlegungskoeffizienten der neuen Basis beziiglich der alten Basis werden zu einer Matrix
A zusammengefasst:

-
coiby e aip a1z ai3
— T —
A= by e = Gaz1 Q22 0423
T
by e az;  asz ass

Wegen der Orthonormalitit der Basisvektoren gilt:

b{ by 1
A-b = by by = 0 = eq, analog: A-by = ey, A-b3=e3,
bs by 0

d. h. die Matrix A bildet die Koordinaten der neuen Basisvektoren b; beziiglich der Basis von
Ko in die Einheitsvektoren e; ab. Daraus folgt unmittelbar:

A-AT = A(blbzbd) = (616263) =1

also: AT = A~1
Fiir einen beliebigen Vektor ¢ gilt nach (2):

7 = ViU und 7 = Vb = v ;s
= g = Vi = i ijUj
J i 4 J
J— / hrd
= AijU; | Uj
i

J
— !
d. h.v; = E a;jv;
i

Die Anwendung der Matrix A auf einen Vektor in Koordinaten von K¢ liefert dessen Koordi-
naten in Kp. Ebenso liefert die Anwendung von A" auf einen Vektor in Koordinaten von Kp
dessen Koordinaten in Ko:

vV=A-v und v=A" v .
Die Gesamttransformation T' des Koordinatensystems setzt sich aus der zuerst auszufiihrenden

i
Verschiebung des Ursprungs um den Vektor ¢ =00’ und der anschlieflenden Basistransforma-

tion zusammen:
T _ A O I —c A —Ac
o’ 1 or 1 o' 1
-1 _ I ¢ AT O AT ¢
o’ 1 oT 1 o’ 1

Hier ist ¢ die Koordinatendarstellung des Vektors ¢ im Koordinatensystem Ko. (Ac ist derselbe
Vektor in Koordinaten von Kp.)
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3.3 Transformation auf Betrachterkoordinaten

Wir betrachten hier zunéichst nur die Basistransformation unter der Annahme, dass der Koordi-
natenursprung zuvor in den Mittelpunkt des zu betrachtenden Ausschnittes verschoben wurde
(spéter z. B. auf den Mittelpunkt des Bildschirms abzubilden).

Die Basis des Betrachterkoordinatensystem Kp sei im folgenden stets definiert durch die Vek-
toren:

Up—Vektor, der in der Bildebene liegt
und nach oben zeigt;

gl
Ny
IS

Blickvektor, senkrecht aus der Bild-
ebene zum Betrachter (Normalenvektor
der Bildebene);

<
<y
g

8
<y

ein zu ¥ und ¥ orthogonaler Vektor,
so dass {W, @, U} ein Rechtssystem ist,
d.h. @ =4 x .

S

- -

Die Basisvektoren des Weltkoordinatensystems (Ko) sind mit &, ¥, Z bezeichnet.

Die Basisvektoren w, v, W seien in Weltkoordinaten gegeben:

Uy U1 w1 U2V3 — U3V2
u = Uo s v = () 5 w = Wao = U3vV1 — ULV3
us V3 w3 U1V2 — U2V

w; W2 Ws

wp W2 wWs u ” w
1 2 3

(2 7)

Die Vektorkoordinaten von Z,, 2 in der Basis des Betrachterkoordinatensystems seien mit
z', 9y, 2/ bezeichnet. Im Ausgangskoordinatensystem hatten diese Vektoren die Koordinaten

(% (%) V3
0 0 O

_ o o O

1 0 0
T = 0 =eq, Yy = 1 = ea, z = 0 =e3
0 0 1
Somit gilt:
Wy,  Wg W3 1 w1
r=A = Ul U us 0 = uy
V1 U U3 0 V1
Wa w3
y/:A.y: Usg R Z/:A'Z: Uus

U2 U3
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Projektionen

Parallelprojektion

Senkrechte Projektion auf eine Koordinatenebene

Wir wahlen als Projektionsebene die zy—Ebene, d. h. in den Bezeichnungen von Abschnitt
3.3:
U=2, U =y, w=2
Die Projektion in z—Richtung (auf die Ebene
z = 0) bewirkt keine Verdnderung der z— und
y—Koordinaten:

——s p/ = Pzp =
P/

R S
_ o w 8

Ny
N

Die Projektionsmatrix lautet:

P, =

S O O
S O = O
o O O O
_ o O O

Schiefe Projektion auf eine Koordinatenebene

Die Projektionsebene sei weiterhin die xy—Koordinatenebene. Die Projektionsstrahlen
verlaufen in Richtung eines Vektors @, der nicht parallel (und im allgemeinen auch nicht
senkrecht) zur Projektionsebene ist. Der Bildpunkt P’ des Punktes P ist der Schnittpunkt
der Geraden

g: {p+t-a}

mit der Projektionsebene (z = 0). Mit

Qg T z/
a !
a= Yy . p= Y . P = Y
a, z 0
0 1 1 =0
wird der Schnittpunkt fiir tg = — 2 erreicht.
az
Die Projektionsmatrix in Richtung @ hat die 7 P
Gestalt: a
PI
1 0 =% 0
01 -2 0
P, = =
00 o0 O
00 0 1

Senkrechte Projektion auf beliebige Ebene

Die Projektionsebene E = (Py,7) ist durch einen Bezugspunkt Py und ihren Normalen-
vektor gegeben.

Zunichst ist eine Transformation des Koordinatensystems (siehe 3.3) durchzufiihren, be-
vor die Projektionsmatrix P, angewendet werden kann. Zur Orientierung der Bildebene
ist der Up-Vektor festzulegen:
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Es sei also @' ein Vektor, dessen projiziertes Bild @, nach oben zeigen soll. Es gilt

—

i, =i — (@ - 7)i

—

U
und als Up-Vektor wird der normierte Vektor @ = —2 verwendet.

|ty

Die Projektion setzt sich schliellich zusammen aus

der Verschiebung des Koordinatenursprungs in den Punkt P,
der Basistransformation in die Basis {w, @, ¥} mit & = @ x 7 und 7 = 7.

der Projektion P,, d. h. aus der Richtung des dritten Basisvektors nach der Basistrans-
formation.

1 0 0 O wp wy wz 0 1 0 0 —¢
P, = 01 0 O uy us uz 0 01 0 —co

0 0 0 O vy v wy O 0 0 1 —c3

0 0 0 1 0O 0 0 1 000 1

4.2 Spezialfille

(1) Orthoprojektionen

(1a)

Hauptrisse

Durch orthogonale Projektion in Achsenrichtung entstehen die aus der darstellenden
Geometrie bekannten Hauptrisse:

Grundriss: Blick von oben

Aufriss: Blick von vorn

Seitenriss: Blick von einer Seite

Je nach Zuordnung der Koordinatenachsen zu den Richtungen oben, vorn, Seite rechts
oder links ergibt sich die Projektionsmatrix.

Axonometrie

Drei beliebige, von einem Punkt ausgehende Strecken in der (Projektions-) Ebene
konnen als Bild einer parallelen Projektion von drei aufeinander senkrecht stehenden
gleichlangen Strecken im Raum aufgefasst werden, sofern ihre Endpunkte nicht alle auf
einer Geraden durch den Ursprung liegen (Satz von POHLKE).

Wir betrachten einige Spezialfille einer orthogonalen Projektion auf eine Ebene, die
durch ihren Normalenvektor 77 gegeben ist.

1

1
Isometrische Projektion: i = — (] + is + U3) bzw. n = — 1
J \/§< 1 2 3) 73 :

Der Vektor 7 bildet mit jeder Achsenrichtung den gleichen Winkel (gleiche z-, y-
und z-Komponenten).

Ein beliebiger Vektor @* = (u},u3,u%) " wird als Up-Vektor gewihlt. Sein Bild in
der Projektionsebene ist @, = @* — (7 - @*) 7. Dann gilt

ul 2 -1 -1
1 * * * 1 *
up = | ug _g(ul +uytug)| 1] = 3 -1 2 -1 |u
u -1 -1 2
Fiir den Vektor u = % gilt dann
Up
ur +us4+ug = 0 (5)

u%—&—u%—i—ug =1 (6)
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Die Matrix zur Basistransformation in die Basis {u, @, ¥} mit ¢ = @ und & = @ x ¢
lautet dann

1 U2 —U3 U3 — UL UL — U2

Somit erhilt man als Projektion der drei Einheitsvektoren des Ausgangskoordina-
tensystems die folgenden Vektoren

1 U2 — U3 us — U1
P'elzﬁ u1V3 ) P'€2:ﬁ uzV/3 )
0 0
1 U1 — U9
P'esiﬁ IPVE]
0

2
und es gilt mit (5) und (6): [P - e;|* = 3’ (k=1,2,3)
Wegen der gleichen Lénge der drei Einheitsvektoren nennt man diese Projektion

isometrisch.
Dimetrische Proicktion: 7 Lty 4y 2) b 1 N
imetrische Projektion: 7 = ol U U ZIW. N = ———
J 2+ a? ! ? s V2 + a? 1

Der Vektor 7i bildet mit zwei Achsenrichtungen einen gleichen Winkel, mit der
dritten Richtung aber einen anderen. Man erhilt in analoger Weise (fiir u = e3):

—V2+a?

P'61: —

0
] —av2 + a?
P- €y = —1
Jivaneten |
P ! 1 +0 2
t€3 = o
V(I +a?)(2 +a?) 0
und fiir die Langen der projizierten Einheitsvektoren gilt:
2 2 s 1402
P.e? = pP. =|P. -
|P e ol |P - ea]” =[P e3] ra?
1
Trimetrische Projektion: 7@ = ——————(ay1 + aolls + a3is)
a? +ad+a3
a1
bzw. n = | a9 (mit of + a3 + a3 = 1).
a3

Der Vektor 7 bildet mit allen drei Achsenrichtungen unterschiedliche Winkel ¢,
mit cos(p;) = a;, was zu unterschiedlichen Verzerrungsfaktoren \; fiir die Achsen-
richtungen fiihrt. Die Lange der Projektion des i-ten Koordinateneinheitsvektors

ist /\z = \/1 —0(12.
(2) Schiefe Projektion

Als Projektionsebene wird eine Koordinatenebene gewéhlt. Die Projektionsrichtung sei
nicht orthogonal zur Projektionsebene. In diesem Abschnitt (Seite 14) wurde bereits die
Matrix P, fiir die Projektion in Richtung eines Vektors @ auf die xy—Ebene angegeben.
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Beispiel:

-

b3

Bei Projektion auf eine andere Koordinatenebene (z. B. zz—Ebene) ist zuvor eine Basis-
transformation auszufithren, um dann diese Matrix anzuwenden.

Fiir die Basisvektoren {1, Uz, W3} bzw. {51, 527 53} gilt in diesem Beispiel offensichtlich

by = U 1 0 O
52 = U3 mit der Transformation A = 0O 0 1
by = —iiy 0 -1 0

Hat der Vektor @ im Originalkoordinatensystem (u—Basis) die Komponenten (a1, as, as),
so hat er im transformierten Koordinatensystem die Komponenten (a1, as, —asz). Die auf
die Koordinaten in der b—Basis anzuwendende Projektionsmatrix in Richtung @ hat somit
die Gestalt:

10 —=- 0 1 0 & 0
2 a
as as
Pa’ = 0 1 7;2 0 = 0 1 é 0
0 0 0 0 00 0 O
0 0 0 1 00 0 1
Die Multiplikation der Matrizen P,, und A ergibt die Gesamtprojektion (einschlieflich
Basistransformation):
10 20 1 0 00 I -2 00
01 £ 0 0 0 1 0 0 @ 1 90
P = az = az
00 0 O 0 -1 0 O O 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 O 0 o0 1
Wir betrachten den Spezialfall: <(a, ) = %
Wegen  cos <(d@,7) = ———==2— = §v/2  gilt dann: o} + a3 = a3

vai+aZ+a? 2

und somit fiir die Projektion der Basisvektoren des Ausgangskoordinatensystems:

@ oup = Per = (1,0,0,0)7 i = 1
2 2

G ouy = P = (-8,-2,007 |y = /[ =1

i3: uy = Pez = (0,1,0,0)7 | = 1

Die Projektion ist folglich isometrisch. Alle drei Koordinatenachsen werden unverzerrt
dargestellt. Setzt man einen normierten Richtungsvektor @ und gleiche Winkel zu den ;-
und u3-Achsen voraus, so gilt:

1 1
angiﬁ und @ =a3 =5
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Die Projektion von s lautet dann:

2 V2
[ i’o’())T_ . -

/
Uy =
2 (2,2 Uus us

Eine solche isometrische Projektion, bei der zwei iy
Achsen rechtwinklig zueinander dargestellt wer-

den und die dritte Achse mit beiden einen Winkel = =
von 45° bildet, nennt man Kabinettperspekti- K abinettfl Kavalierfl
ve. Durch eine Verkiirzung der Lénge der dritten
Achse auf die Hilfte (Skalierung im Ausgangssys-
tem) entsteht die fiir technische Zeichnungen oft
benutzte Kavalierperspektive.

Perspektive

4.3 Perspektiv—Projektion

Die Projektionsstrahlen verlaufen nicht parallel, sondern gehen von einem Punkt, dem Pro-
Jjektionszentrum aus. Dieser Punkt entspricht dem Standpunkt des Betrachters.

Prinzip:

Projektionsebene

Projektions- //
zentrum
\\

Eigenschaften: (offensichtliche Unterschiede zur Parallelprojektion)

Py

e Die relative Entfernung vom Projektionszentrum hat Einfluss auf das Bild der Projektion,
d. h. es erfolgt eine von der Raumtiefe abhéngige Skalierung.

e Geraden, die im Original parallel sind, miissen nicht im Bild parallel sein.

Das Betrachterkoordinatensystem sei so gewéhlt, dass die zy-Ebene die Projektionsebene ist
und das Projektionszentrum sich senkrecht iiber dem Koordinatenursprung, also auf der posi-
tiven z-Achse im Abstand zy befindet: Py = (0,0, 20,0)".

Durch Berechnung der Schnittpunkte der Projektionsstrahlen mit der Projektionsebene erhélt
man den von z abhéngigen Skalierungsfaktor

Fiithrt man diese Skalierung durch (ohne die Projektion auf die zy-Ebene), so entsteht eine
Perspektivtransformation, d h. ein dreidimensionales Bild, dessen senkrechte Parallelpro-
jektion auf die zy-Ebene das gleiche zweidimensionale Bild liefert wie die Perspektivprojektion.
Die Matrizen T, fiir die Perspektivtransformation und P, fiir die Perspektivprojektion besitzen
die folgende Gestalt:

o O O =
S O = O
_= O
= o O O
o O O =
S O = O
o O
= o O O
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Fiir einen beliebigen Punkt mit den affinen Koordinaten (z,y, z) bzw. homogenen Koordinaten
(z,y,2,1) ergibt sich ein Bildpunkt:

T T T
T, y = y bzw. P, Y = y

z z z 0

1 1-— i 1 1-— %

mit den affinen Koordinaten
, T , y , z 202
Tr = 5 = s z = =
1-= Yooz 1-%  z—=z
zZ0 zZ0 z20

Fiir einen beliebigen Vektor @ mit den homogenen Koordinaten (a,, ay, a,0) und a, # 0 (d. h.
d ist nicht parallel zur Projektionsebene) liefert die Perspektivtransformation

02 Ay
a a
Tz . Y — Y
a, Ay
0 _ 8z

zo
als Bild des Vektors einen Punkt mit den affinen Koordinaten (—20%7—20%, —zp). Dieser
Punkt ist der Fluchtpunkt des Vektors a@.
Im Falle a, = 0 ist offensichtlich das Bild des Vektors mit dem Vektor selbst identisch.

Folgerungen:

e Punkte in der z-Ebene (z = 0) werden durch T, nicht veréndert.
e Parallele Geraden, die auflerdem parallel zur z-Ebene verlaufen, bleiben im Bild parallel.

e Parallele Geraden, die nicht parallel zur z-Ebene sind, besitzen einen Fluchtpunkt, in dem
sich ihre Bilder schneiden.

e Alle Fluchtpunkte befinden sich in der Ebene z = —z.

Bemerkung:

Liegt das Projektionszentrum in einem beliebigen Punkt (z,yo,20), so erhilt man fiir die

Perspektivtransformation nach entsprechender Basistransformation fiir die Bildebene mit dem
1 T o ; .

\/W(IO’ Yo, 20)  eine Matrix der Art:

Normalenvektor v =

w1 Wa w3 0
U U U 0
T, = 1 2 3
U1 V2 V3 0
—Zg —Y%o —Z0 1
zgtys+25  xgtygtzs  witygtzg
Die Bestandteile der Transformationsmatrix:
Drehung \
Spiegelung .
3 . <—> Translation
Skalierung
Scherung '/
1{ Perspektive | <1 (konstante) Gesamtskalierung
N

(koordinatenabhingige Gesamtskalierung)



20 MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER COMPUTERGEOMETRIE

5 Kurven und Flachen in der Ebene und im Raum

5.1 Parameterdarstellung fiir Kurven

Fiir Kurven oder Flichen gibt es unterschiedliche Definitionsgleichungen:

Kurven Kurven oder Fléchen
in der Ebene im Raum
Implizite Form F(z,y)=0 F(x,y,z) =
Explizite Form y= f(x) z = f(z,y)
Parameterdarstellung | x = (1) x=x(T) x=x(11, T2
y=y(7) y=y(7) y=y(r, 7
z=2z(1) z=z(11,72)

Die Parameterform ist gut geeignet fiir die Darstellung von Kurven mittels Computer:

e cinfache Berechnung durch Inkrementierung des Parameters 7 mit vorzugebender Schritt-
weite;

e dagegen sind bei der impliziten Form komplizierte Berechnungen zu erwarten (z. B. Losung
nichtlinearer Gleichungen, um fiir jeden Wert x einen oder mehrere zugehorige y-Werte
zu bestimmen);

e jedem Parameterwert ist eindeutig ein Kurvenpunkt zugeordnet O
(bei reguldren Kurven ohne Doppelpunkt auch umgekehrt); bei '
der expliziten Form (Funktionsdarstellung) bereiten die Mehrdeu-
tigkeiten Probleme.

Wir bezeichnen im folgenden die Koordinaten (z,y, z) mit (z1, 22, z3) und betrachten ein Kur-
venstiick K der folgenden Art:

T
K=Sp=| o |:a=a;(r), > li;(1)|#0,a <7 <8 (7)
T3 J

dz; (7
Mit &;(7) wird die Ableitung der j-ten Komponente bezeichnet: (1) = d77() Die Differen-
T
zierbarkeit der einzelnen Funktionen z;(7) wird vorausgesetzt. Die in (7) angegebene Forde-
rung, dass fiir jeden Kurvenpunkt mindestens eine der Ableitungen &; von Null verschieden
ist, sichert das ,,Fortschreiten* der Kurve mit sich &nderndem Parameterwert, also eine positive
Geschwindigkeit in jeden Punkt.

Jeder Kurvenpunkt p ist somit als Wert der (Vektor-)
Funktion p = p(7) fiir einen konkreten Parameterwert p(B) o
7 aufzufassen. :
Ebenso seien p(7) bzw. p(7) die Ableitungen (1. bzw.

2. Ordnung) der Funktion p(7): p(7) J/
. e e ////
T T g
p=1 @2 |, P=| @
I3 i’g L
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Charakteristika einer Kurve

(a) Tangente

Die Tangente in einem beliebigen Kurvenpunkt py = p(79)

ist bestimmt durch den Punkt py selbst und einen Rich- p(B) *
tungsvektor ty, der die Richtung des Kurvenverlaufs von
K in diesem Punkt py bei Variation des Parameters 7 be-
schreibt, also P t(7o)

t(r) = S p(r) = (r)

Beispiel: Kreisbogen in der Ebene: K = {p = ( i ) = ( cosT ) :0< 1< w}

Z2

w-(1) @-2(1) @- ()

Die Bogenlinge einer Kurve K lésst sich berechnen als Grenzwert der Linge eines die
Kurve annihernden Polygons mit den Eckpunkten py = p(7,) (k=0,...,n)

(b) Bogenlinge

mit: =, T,=8, AT=TL—Tp_1 = P=% aso: lim A7 =0
n n—00
n 3 B 3 B
= i . o _ .2 _ .
Sic = lim 37> (s (m) - oy () _/ S a2 (t) dt = / p(1)] dt
k=1 \ j=1 a \ = o

Die Lénge des Kurvenstiicks zwischen p(a) und einem beliebigen Punkt p(7) ergibt sich
als Integral mit variabler oberer Grenze:

d
Die Bogenléinge s ist somit als Funktion von 7 angebbar und es gilt d—s =|p|.
T

d 1

Fiir |p| # 0 gibt es auch die Umkehrfunktion 7 = 7(s) mit d—T = ok
s Ip
Die Betrachtung eines ,,unendlich kleinen* Kurvenstiicks liefert das

Bogendifferential: ds = \/m dr = |p| dr

5(8)
und es gilt: Sk = / ds
0

Jeder Kurvenpunkt p kann als Funktion p = p(7) wie auch als Funktion p = p(s) angege-
ben werden (eigentlich p = p(s), aber hier soll die Unterscheidung der Funktionen durch
Angabe des jeweils anderen Parameters geniigen). Das gleiche trifft fiir die Komponenten

von P zu:
Tj(s) = ;(s(7)) = x;(7) = z;(7(s))

Auch hier sei im folgenden z;(s) = &; . Wir bezeichnen weiterhin die Ableitungen nach
dem (beliebigen) Parameter 7 mit &;, die Ableitungen nach der Bogenlénge aber mit x;

i5(r) = dm(i-7(—7')’ 2(s) = dx(iis)
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Wegen s = s(7) gilt:
d(Ej dl’j dr ’ i’j
R D .
ds dr ds’ K Ip|

Damit ergibt sich fiir den Tangentenrichtungsvektor (mit der Bogenlinge als Parameter):

4 (s) 1 1(7) L
t(s) =p'(s) = | zh(s) | = Bl io(r) | = B0 p(r), = |t(s)|=1
z3(s) 3(7)

Begleitendes Dreibein

Fiir jeden Kurvenpunkt p(s) wird ein lokales Koordinatensystem mit den (orthonormier-
ten) Basisvektoren {t, n, b} bestimmt, welches das Verhalten der Kurve in diesem Punkt
charakterisiert. Die Bewegung dieses Dreibeins bei Variation von s entspricht der Bewe-
gung eines starren Korpers entlang der Kurve.

Fiir diese Basisvektoren gelten folgende Beziehungen:

: s) =p'(s p(r) = t(r =n
Tangente :ot(s) =p'(s) ECIk t(r) | t x b
— N OET AO N LT NN
Binormale PO =Gl T <m0 | P
Hauptnormale: n(s) = Z:Ez;V b(t) xt(t) =n(r) [ n=bxt

Je zwei dieser Vektoren spannen eine Ebene auf, deren Normalenvektor jeweils der dritte
Vektor ist:

FE,: Normalebene bt

enthéilt alle Normalen der Kurve
K im Punkt P
FE,: Schmiegebene

die dem Verlauf der Kurve am
néchsten kommende Ebene

FE,: rektifizierende Ebene

rechtwinklig zur Hauptnormalen.

Fiir die zweiten Ableitungen nach der Bogenlénge s bzw. nach dem beliebigen Parameter
7 gilt folgende Beziehung:

oAy dp dr 1 <p_<p,ﬁ> )

S PR R PR FE
1 2.2 .. p X p
" = —s\/ 1Bl 1B]” — (9, )% = | 5 |
19| |p|
Kriimmung

Die Kriimmung s(s) einer Kurve K charakterisiert fiir jeden Kurvenpunkt p = p(s) die
Abweichung der Kurvenform von einer Geraden.

Als Kriimmungskreis wird derjenige Kreis in der Schmiegebene der Kurve (fiir den
Punkt p(s)) bezeichnet, der sich als Grenzfall einer Folge von Kreisen durch drei benach-
barte Punkte auf der Kurve ergibt, wenn deren Abstand gegen Null geht. Die (konstante)
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Kriimmung dieses Kreises ist die Kriimmung der Kurve im gegebenen Punkt. Der Mit-
telpunkt des Kriimmungskreises liegt auf der Hauptnormalen des Kurvenpunktes. Der
Radius des Kriimmungskreises sei . Dann gilt:

Da fiir eine Gerade der Richtungsvektor (erste Ableitung) konstant ist, verschwindet die
zweite Ableitung und es ist »(s) = 0. In diesem Fall existiert kein Kriimmungskreis (bzw.
unendlicher Radius).

(e) Windung (Torsion)

Fiir jeden Kurvenpunkt p(s) ist die Windung w(s) ein Maf} dafiir, wie sich die Kurve aus
der Schmiegebene herauswindet, d. h. ein Ma8 fiir die Anderung der Schmiegebene (bzw.

db
deren Normalenvektor): b’ = T Es gilt:
s

w(s) = (b,n') = —(n,b') = LIP:;];”/)
P

1
Die Grofle x = ﬁ wird als Torsionsradius bezeichnet.
w

Eine ebene Kurve hat stets dieselbe Schmiegebene, also wegen b’ = O die Windung 0.

Zwischen den einzelnen charakteristischen Werten einer Kurve gelten die folgenden Beziehungen
(Frenet’sche Formeln):

t' = »n
n = —xt +wb
b’ —wn

5.2 Parameterdarstellung fiir Flichen
Eine einfach zusammenhéngende Fliche im Raum wird in folgender Weise durch zwei un-
abhéngige Parameter 7 und 7o definiert.

F=Zp=| 2 |:2j=25(r,m), (r1,7)€DCR?* z; partiell diff.bar (8)

Die Matrix J = J(7m1,72) aller partiellen Ableitungen (Jacobi-Matrix) stellt eine Charakte-
ristik fiir jeden Flichenpunkt p(7,72) dar:

8%1 8951
67‘1 67’2
Ip
J— 8{1}2 8:172 — it —
J = oT1 012 Pry Pry mit: Dr; aTj (7—1’ 7—2)
Oxg ng : :
67'1 87‘2

Ist der Rang der Jacobimatrix fiir einen Punkt gleich 2, so spricht man von einem reguldren
Punkt; ist er kleiner, so nennt man den Punkt singuldr. Diese Einteilung ist auch von der
gewdhlten Parameterdarstellung abhéingig und muss keine geometrische Eigenschaft des Punk-
tes sein.

Fiir einen Punkt mit geometrisch bedingter Singularitéit (z.B. Spitze einer Kegelfliche) gibt es
keine reguldre Parameterdarstellung.

Es gilt: rang(J) =2 < p; Xprn, # O, da das Vektorprodukt alle zweireihigen Deter-
minanten aus J enthélt.
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5.3 Fliachenkurven

Um geometrische Eigenschaften von Flédchen zu bestimmen, werden geeignete Kurven auf diesen
Fléchen betrachtet.

Es sei im folgenden:

D — einfach zusammenhingendes beschrinktes Gebiet in der 775 - Ebene,

F — die Punktmenge im Raum, die durch Variation von 71,72 in D entsteht; F' = F(m1, 72)

T2

Die Kurve Kp aus der Parameterebene wird durch p(11,72) abgebildet auf die Flichenkurve
Kr in der Fliche F':

1
Kp=<XpeF:p=| z, A xj=xi(mi(1),72(7)), i =1,2,3

T3

Koordinatenlinien sind spezielle Flidchenkurven fiir jeweils einen konstanten Parameter, d. h.
fiir Parameterkurven Kp, die parallel zu einer der beiden Achsen in der 7 79—Ebene verlaufen:

Kp ={peF:p=p(r,c2)} dh 1 =717 =cy, (nurm variiert)

Kp, ={peF:p=plc,7)} dh. mn=c,m=7 (nurm variiert)

Insofern werden die Parameterwerte (71, 72) als Gau3sche Koordinaten der Punkte auf der
Fliache F bezeichnet (fiir die gegebene Parameterdarstellung).

5.4 Tangenten an Flichenkurven

Die Tangentenrichtung einer Flichenkurve K p beschreibt die Anderung des Kurvenverlaufs bei
Variation des Parameters 7, d. h. die Flachenkurve hat in einem beliebigen Punkt

p(1) = 2o(7) die Tangentenrichtung:

) ) Jp dr dp dr .. ..
Pr) = S = () m(r) = gE T g = A+ i
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In einem festen Punkt py = p(70) = p (71(70), 72(70)) ist die Tangente an die Flichenkurve Kp
somit eine Linearkombination

t =« Pr, + BPr, der Vektoren p, (79) und pr, (7o),
die fiir diesen Punkt pg fest definiert sind. Nur die Koeffizienten o« = 71, und § = 7» sind von

der gewéhlten Flachenkurve abhéngig.

Alle Tangenten an beliebige Fldchenkurven durch einen festen Punkt po = p (71(70), 72(70)) auf
F' liegen also in einer Ebene, die durch die beiden Vektoren

Jp

und  pr, = e

]5’7'1:877_1

(11,72) (1,72)
aufgespannt wird.

Diese Ebene heifit Tangentialebene: Er = E (po, Py, 0r,) = E (po, f)
Dabei ist f der Flichennormalenvektor (Normalenvektor der Tangentialebene):

r — ﬁTl X 57'2
Py X P, |
(Diese Beziehungen gelten nur fiir regulére Punkte, d. h. p, x p, # O.)
Damit ldsst sich der Schnittwinkel zweier Flichenkurven definieren als Schnittwinkel der

beiden Tangenten im Schnittpunkt.

th = aip,, + opy, 1. Tangentenrichtung
to = Bipr, + Bopr 2. Tangentenrichtung

Dann gilt fiir den Winkel ¢ zwischen beiden Vektoren:

t1 -t
cosp = ——— wobei 9)
] [2|
- - o2 N N - N - 2
t1 -ty = O‘lﬁl ‘p‘rl‘ + 051[32 <p7'17p7'2> + OéQﬂl <p7'2ap7'1> + OZQﬂQ |p7'2|
2

— = 2 N - — 2

ti| = aflpn| + 2z, 5n) + 0 |55

N 2 2 — — 21 - 12

t2 = 61 ‘p‘rl‘ + 261ﬂ2 <p7'1 7p7'2> + [32 |P7-2|

Die héufig benstigten Skalarprodukte g;; = <ﬁn, 13}J.> werden als Fundamentalgréflen 1. Art
bezeichnet, d.h.

o2 2 o o
911 = |pn| y 922 = |p72| y 912 = 921 = Pry - Pry

Die Matrix G der Fundamentalgrofien heiffit Maf3tensor oder metrischer Tensor:

G = (911 912 ) - JTJ (10)

g21  g22

Damit gilt fiir die Winkelberechnung in (9):
Z Oéiﬁj Gij
2
> aiaggi; [ BiBigi
.9 (2]

cosp =
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Wir betrachten die Differentiale fiir eine Fldchenkurve K in natiirlicher Parameterdarstellung,
d.h. in Abhéngigkeit von ihrer Bogenlinge s (anstelle eines beliebigen Parameters 7) definiert:

Kp: p(7i(s), m2(s))

Dann gilt fiir das Bogenelement ds:

L2
dp
ds

ds? (dp, dp) (wegen: |p/|° = =1)

87’2 87‘1 87’2

Man nennt die so gebildete quadratische Form

15 0 0 0
ds? = <8fd7’1 + —pdTg , ldﬁ + pd7'2>
1

d82 = glldT12 + 2912dT1dT2 +922d7'22‘

erste Grundform der Flidchentheorie, auch metrische Grundform der Flichentheorie.

Sind t;, t, die Tangentenvektoren der GauBschen Koordinatenlinien, so gilt (mit ag = 51 = 0):

cos <i(t1, ta) = cos AP, Pry) = gz (11)

V911922

In einem gegebenen Punkt schneiden sich die Koordinatenlinien rechtwinklig, genau dann wenn
fiir diesen Punkt g1o = 0 gilt. Wenn dies fiir alle Punkte auf F' gilt, dann liegt ein rechtwinkliges
Gauflsches Koordinatensystem auf F vor.

5.5 Kriimmung einer Fliche

Wir betrachten dazu das Kriimmungsverhalten von Flédchenkurven.
ﬁﬁ X ﬁT 2

‘ﬁT 1 X ﬁT 2 |
einer (jeden!) Flichenkurve durch py, ist aber nicht notwendig mit dem Hauptnormalenvektor
i identisch.

Der Fldchennormalenvektor f = in einem Punkt pg liegt stets in der Normalebene

=y

Wir betrachten eine Flachenkurve K auf der Fliche F':

F = {p: l‘j:l‘j(Tl,Tg),j:LQ,3}
Krp = {peF:n=n((r), ="}

Fiir Tangentenrichtung bzw. Hauptnormale der Kurve gilt:

— N dT1 N dTQ
tg = Pr - dr +p7'2 . dr
1 de dt
g = — - —K, wg = K (Kriimmung der Kurve Kp)
»i ds ds
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Unter Beachtung von (10) und (11) folgt

o o2 o2 s 2 . I
|Pry X Pro|” = |7 - 1P| - sin® < (7, , Py
2
g11922 — g
= 9gi11-022" kL
911922
= 011922 — 9%2
= detG
und somit gilt fiir den Flidchennormalenvektor
- 1 .
f:%(pﬁxpﬁ)v g:detG
(Fii) = |f]-1fix] - cos<(Foiix) = cos<(fliix) (12)
& dt g 7 d7'Z dT]
% . p— — =
KEK ds _ Priz; ds ds
i,j
Zhideide

—_— - dr; dr i.j
K <fanK> = <fvszzTJ ds d;> = J dS2 (13)
4,J
Zhideide
- Z———  withy=(LFnr,) (14)

Z gideide
0,J

Der Ausdruck

Z hideide = h11 (dT1)2 + 2h12d7’1d7’2 + h22 (dT2)2

(2]

heifit 2. Grundform der Flidchentheorie.

Bemerkung: Wihrend die Groflen sk und 1ig der linken Seite von (13) von der konkreten
Gestalt der Flachenkurve K im betrachteten Punkt Py abhéngen (Kriimmungsverhalten), ist
der Quotient (14) nur von der Tangentenrichtung der Kurve K abhéngig.

Die Zahl
Z hideide

5J
Z gideide
,J

heiflit Normalkriimmung der Fliche F im Punkt pg beziiglich der Tangentenrichtung der
Kurve Kp (Kriimmung der Schnittkurve von F' mit der von f und tx aufgespannten Ebene).

My = XK - COS ] (f,ﬂ]() =

Der Vektor ky,, = s, - f ist der zugehorige Normalkriimmungsvektor.

Der Kriimmungsvektor »xfix = po” einer Flichenkurve K lisst sich in zwei (orthogonale)
Komponenten zerlegen:

=/

po = k + k =, f + %g (E ist ein Einheitsvektor in der Tangentialebene von F).

Der Wert ‘Eg

= x, ist die geodétische Kriimmung von Kp. Es gilt s = 2 + 5.

Die Normalkriimmung s, kann je nach Tangentenrichtung der Kurven durch den Punkt Py
unterschiedliche Werte annehmen. Die dabei auftretenden Extremalwerte A1, A2 heilen Haupt-
kriimmungen. Sie sind die Losungen der Gleichung det(H — AG) = 0.

Die zu den Extremalwerten gehtrenden Tangentenrichtungen (von Flichenkurven durch Pp)
sind die Hauptkriimmungsrichtungen.

Eine Flachenkurve, bei der in jedem Kurvenpunkt Tangenten- und Hauptkriimmungsrichtung
zusammenfallen, ist eine Kriimmungslinie.
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Ausgehend von den Hauptkriimmungen gibt es folgende spezielle Kriitmmungsbezeichnungen:

Gaufische Kriimmung:

hi1hagy — h2 det H
Ko=) Ap =227 0 €O
911922 — 9ia det G

Mittlere Kriimmung:

_ AL+ A2 hi1g22 — 2h12g12 + ha2g11

H =
2 2 (911922 — 93)

Einige Spezialfille:
K(P)=0 M1 =X=0 =  Flachpunkt (Ebene)
K(P)=0; [AM|+ X2 #0 = parabolischer Punkt (z. B. Seitenpunkt auf Reifen)
K(P,) > 0; hiihes —h3y >0 = elliptischer Punkt (z. B. Lauffliche auf Reifen)
AL = A2 = Nabelpunkt (Kugelfléche)
.

K(P;) <0 hyperbolischer Punkt (Sattelpunkt, z. B. Felge)
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Zusammenfassung: Fundamentalgrofien

Jacobi-Matrix und Matrizen der Fundamentalgrofien erster und zweiter Art

6901 611
(DT] 872
J = Jzy  Dz3 = mit: _ 9 (11, 72)
- a1 07 - Pry Pr © P = 3T-p 1,72
J
8333 83’:5 . .
87—1 8T2

G = ( g giz > = (<p7'7‘,7p7'j> ) = ‘]T‘Iv 9i; = Yij (7—177-2)7
921 922

h h
e ) = (<pnr,-7f>>, hij = hij(T1,72),  Drr; = WP(TMTQ)
i0T;j

g = g(n,m) = detG(r,m2) = gige2— g3 = |pr, x Pl >0,
h = h(Tl,Tg) = detH(Tl,Tg) = hllhgg—h%Q

- 1
f = (T17T2) = 7(]77—1 XpTz)

V9

Tangentenrichtung: a = a1p-, + aops,

fiir eine Fldchenkurve mit 71 = 71(7), 72 = 12(7) = a3 =71(7), as = 7a(7).

Fundamentalformen
I(a) = Zgijoziaj bzw. II(a) = th‘jaiaj
i, i
i B
Winkel zwischen Tangentenrichtungen: cosp = Zw 9ijib;

VI(a)\/1(0)

Flicheninhalt eines Fliachenstiicks F' = {p(ﬁ, Tg) € R?: (r1,72) €D C Rz}:

//fwdF://,J\/mdD:/Tl/Tz\/desz1

1
1Bl

VBRI — (5, 5)

Kriimmung einer Flichenkurve: x = ||p"(s)] =

Normalkriimmung der Flache in Tangentenrichtung der Kurve (é Anteil von s in Richtung f )

s, = x-cos<(f,n) = »-(f,n) = (f,p")
_ Ia) (fiir Tangentenrichtung a)
= (@) g g
%3 = i (geodétische Kriimmung s, der Kurve in F')

Hauptkriimmungen A1, Ag der Fliche (in einem Punkt): A\ <3¢, < Ay

A; sind Losungen der quadratischen Gleichung det(H — AG) = 0.

h
Gaufy’sche Kriimmung: Al Ay = —.
g

A A h —2h h
Mittlere Kriimmung;: ! _g 2 _ g 122g12 + 22911
g
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Anhang: Winkelfunktionen

Zum Arbeiten ohne Taschenrechner: Gebriauchliche Werte im 1. Quadranten und Umrechnung

@ cosp sing
0 (0°) 1 0
o)
Tos) P
7o) 5
T (90°) 0 1

Fiir Winkel ¢ € [0, %} gilt:
(

T _

cos( —¢) = sin sin

3
|
&
|

sin(—) = sin(p—m) = —singp

sin

3 vl

_g) = cos(—¢) = cosy eosy cos o
cos(m — (

p) = cos(p—m) = —cosp
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