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Kapitel 1

Mehrdimensionale Integralrechnung

1.1 Flachenintegrale

Es seien B = [a,b] X [c, d] ein Rechteck und f : B — [0, 00) eine stetige Funktion. Wie grof} ist
das Volumen unter dem Graphen {(z,y, f(z,y)) : (z,y) € B} der Funktion f, d.h. das Volumen
V des Korpers K = {(x,y,z) ER3: (z,y)€B,0<2< f(ﬂU,y)}?

Erste Antwort: Der Flicheninhalt einer Schnittfliche durch K parallel zur zz-Ebene ist

gleich a(y / f(z,y) dx, so dass das gesuchte Volumen gleich

V= / dy_/cd(/abf(x,y)dx>dy

sein miisste. Analog wiirde man durch Vertauschen der Rollen von z und y die Formel

:/ab (/Cdf(%y)dy) ai

Beispiel 1.1 Fiir B = [3,4] x [1,2] und f : B — R, (z,y) (22 +y)~? berechnen wir mittels

der in der ersten Antwort vorgestellten Methode V = %ln %

erhalten.

Zweite Antwort: Zwei Zerlegungen
Zy ={xo,x1,...,xn} € Z[a,b] und Zs = {yo,y1,-.-,Ym} € Z[c,d]

der Intervalle [a, b] und [c, d] erzeugen eine Zerlegung von B in Teilrechtecke Bj; = [xj_1,x;] X
[Yk—1, yr] - Wir definieren

mj = inf {f(z,y) : (z,y) € Bjx} und M, =sup{f(z,y): (z,y) € Bjr} .

Dann gilt bestimmt

n

Su(f; Z1 % Zy) =ZZkaAjk<V§ZZ Mgy =: So(f; Z1 % Za)
7=1 k=1

7j=1 k=1

wobei Aji, = (j —xj_1)(yx —Yx—1) =: |Bji| den Flicheninhalt des Teilrechtecks Bjj, bezeichnet.
Su(f; Z1 x Z) baw. So(f; Z1 X Z2) nennt man Darboux’sche Unter- bzw. Obersumme der

7
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Funktion f bzgl. der Zerlegung Z; x Z3 (vgl. [1, Beweis von Satz 7.2] oder [7, Abschnitt 5.5]).
Wir definieren nun unteres und oberes Darboux’sches Integral als

Ju(f) = sup {Su(f, Z1 X ZQ) AR Z[a, b], Zo € Z[C, d]}

und

Jo(f) = inf {So(f; Z1 X ZQ) HVANS Z[a, b], Zo € Z[C, d]}

Definition 1.2 Es seien B = [a,b] x [c,d] ein Rechteck und f : B — R eine beschrdinkte
Funktion. Man nennt f auf B Riemann-integrierbar, falls J,,(f) = Jo(f) gilt, und bezeichnet

diese Zahl mit
/[t e,

Es ergibt sich natiirlich die Frage, ob erste und zweite Antwort auf das gleiche Resultat fithren.
Der folgende Satz 1.3 liefert die Antwort “Ja”.

Satz 1.3 (Fubini) Essei f: B — R auf dem Rechteck B = [a, b] X [c, d] Riemann-integrierbar.
Ezistieren die Riemann-Integrale

d
B(z) = / f@y)dy Ve ela),

/ /B F(@,y) d(z,y) = / ’ b(z) d.

Bemerkung 1.4 Unter den Voraussetzungen der Definition 1.2 ist f genau dann Riemann-
integrierbar auf B, wenn eine Zahl J € R existiert, so dass es fiir jedes € > 0 eine Zerlequng
Z1 X Zo des Rechteckes B gibt mit

so gilt

m

T =3 f& Byl <& V(& m) € B

j=1k=1

Definition 1.5 Es seien B C R? eine beschrinkte Menge und f : B — R eine beschrinkte
Funktion. Ferner seien B® = [a,b] x [c,d] ein Rechteck mit B C B° sowie

= . Iy o (zy)eB,
f(x’y)'_{ 0 : (z,y)€B°\B.

Wir sagen, dass f auf B Riemann-integrierbar ist, falls f auf B® Riemann-integrierbar ist,
und setzen in diesem Fall

//B fl@y)d@,y) = //BO fla,y)d(z,y) .

Diese Definition ist korrekt, d.h. unabhingig von der Wahl des Rechtecks BY . Mit x5 : R? — R
bezeichnen wir die Indikatorfunktion der Menge B C R?, d.h.

1 : (x,y) €B,

XB(x’y):{ 0 : (.y)¢B
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Definition 1.6 FEine beschrinkte Menge B C R? heifit Jordan-messbar, wenn die Indikator-
funktion xp auf B Riemann-integrierbar ist. Man nennt dann

8= [[ xala) de.y

das Jordan-Maf} von B. Eine beschrinkte Menge B C R? mit |B| = 0 wird Menge vom
(Jordan-)Maf3 Null oder kurz Nullmenge genannt.

Offenbar gilt fir B C BY = [a,b] x [c, d] folgende Aquivalenzkette:
|IB| =0 < J,(xp) =0 <= Ve >037; € Zla,b], Zy € Zlc,d] : So(xB; Z1 X Z2) < €

Dabei gilt So(xB; Z1 % Z2) = Z \B?k| . Damit sieht man schnell ein, dass aus |By| = |Bz| =0
B, NB#0

folgt |By U Bg| = 0 und dass aus |By| = 0 sowie By C Bj folgt |Bs| = 0. Fiir ein £ > 0 und

einen Punkt (z,y) € R? bezeichnen wir mit U.((z,y)) die (offene) e-Umgebung um den Punkt

(z,y), d.h.,

Uel(w.y) = {(@'y) € R : V@ =2+ (y —y)° <} -
Satz 1.7 FEine beschrinkte Menge B C R? ist genau dann Jordan-messbar, wenn ihr Rand
OB = {(z,y) € R? : U.((x,y)) "B # 0 und U.((z,y)) N (R*\ B) # 0 Ve > 0}
eine Menge vom Maf$ Null ist.
Sind 1,92 : [a,b] — R zwei stetige Funktionen mit ¢1(z) < ¢o(z) V2 € [a,b], so nennen
wir B={(z,y) € R*:a <z <b, p1(z) <y < p2(x)} einen Normalbereich. Der Graph G =

{(z, f(z)) : a < x < b} einer stetigen Funktion f : [a,b] — R ist eine Menge vom Mafi Null.

Folgerung 1.8 Jeder Normalbereich ist Jordan-messbar.

Satz 1.9 Sind f : B — R stetig und B C R? Jordan-messbar und kompakt, so ist f auf B
Riemann-integrierbar.

Folgerung 1.10 Sind f : B — R stetig und
B = {(m,y) eR?:a<z<b, p1(z) <y < cpg(x)}

ein Normalbereich, so gilt

//Bf(ﬂc,y)d(x,y) Z/ab/:j:)f(x,y)dydx_

Beispiel 1.11 Fir B = {(z,y) eR*: 0<2< 1,22 <y <&z} und f : B — R, (z,y) —

22 +y erhalten wir
1 \/5 33
J[ @i = [ [T v payde= .
B 0 Ja2 140
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Beispiel 1.12 Wir berechnen das Volumen V' eines Ellipsoiden mit den Halbachsen a,b,c €
(0,00), d.h. des Kérpers

2 2 2
x Y z
E= R : S+ 45 <1y .

)
V—SC/a/b 17“’72\/1—“”"72—yjd dr = Arabe
o 0 0 CL2 b2 y o 3 '

Bemerkung 1.13 FEigenschaften des Riemann-Integrals:

Wir erhalten

(a) Sind f und g auf B Riemann-integrierbar und o, € R, so ist auch af + fg auf B
Riemann-integrierbar, wobei

//B[ozf(:c,y) + Bg(z, y)l d(z,y) = a//B f(z,y)d(z,y) +ﬂ//B g(a,y) d(z, y)

gilt. D.h., die Menge der tiber B Riemann-integrierbaren Funktionen ist ein linearer Raum
und das Riemann-Integral ein lineares Funktional auf diesem Raum.

(b) Ist |B| =0, so gilt // f(z,y)d(x,y) =0 fiir jede beschrinkte Funktion f: B — R.
B

(¢) Sind f und g auf B Riemann-integrierbar und f(x,y) < g(x,y) fir alle (x,y) € B mit
evtl. Ausnahme einer Menge vom Maf Null, so gilt

//B f(z,y)d(z,y) < //B o(@,y) d(z, y).

(d) Sind f und g auf B Riemann-integrierbar, so auch |f|, max{f,g} , min{f,g} und fg.

Dabei gilt
‘//Bf(x’y)d@y)‘ S//B\f(x,y)\d(x,y).

(e) Sind f auf By und By Riemann-integrierbar sowie |B1 N Ba| = 0, so ist f auf By U By
Riemann-integrierbar, wobei

//BlU32 f(x,y)d(z,y) = /B1 f(z,y) d(x,y)+/32 F(z,y)d(z,y).

(f) Sind f : B — [a,b] auf B Riemann-integrierbar und g : [a,b] — R stetig, so ist go f :
B — R auf B Riemann-integrierbar.

Bemerkung 1.14 Sind f auf [a,b] und g auf [c,d] Riemann-integrierbar, so ist die Funktion
f(@)g(y) auf B := [a,b] X [¢,d] Riemann-integrierbar, wobei

/ /B F(@)gly) d(z, ) = /  fla)de / “gtu)dy.

Bemerkung 1.15 (Mittelwertsatz) Sind B C R? Jordan-messbar, f : B — R Riemann-
integrierbar und m < f(x,y) < M fir alle (x,y) € B mit evtl. Ausnahme einer Menge vom Maj3
Null, so gilt

m|B| < / /B f(z,y)d(z,y) < M|B|.
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1.2 Variablensubstitution in Flichenintegralen

. 9 u g*(u,v) . L :
Es seig: Q@ — R?, v = g(u,v) = 2 (u,v) eine injektive, stetig differenzierbare
Abbildung auf der offenen Menge @ C R*. Sind R = [ug,up] X [v1,v2] C Q ein “kleines”
Rechteck und R = g(R) dessen Bild beziiglich der Abbildung g, also i. Allg. ein “krummlinig
berandetes Parallelogramm”, so gilt

1 1
~ Gului,v1)  gy(ur,vr)
|R| ~

gu(U1,U1) gv(ulﬂvl)

Satz 1.16 Die Abbildung g : Q@ — R? sei auf der offenen_Menge Q C R? injektiv und stetig
differenzierbar mit det g'(u,v) # 0 fiir alle (u v) € Q. Sind B C Q kompakt und Jordan-messbar
sowie f : g(B) — R stetig, so ist B = g(B) kompakt und Jordan-messbar, und es gilt

/ f(z,y)d(x,y) //f u,v))|det ¢'(u,v)| d(u,v) .

J(u,v) := det ¢’ (u, v) nennt man auch die Funktionaldeterminante der Transformation g .

Beispiel 1.17 (Polarkoordinaten) Wir betrachten g : [0,00) x [0,27] — R%, (r,¢)
(rcosp,rsing). Auf Q = (0,00) x (0,27) sind die Voraussetzungen von Satz 1.16 erfillt, denn
dort gilt

cosp —rsinp
det ¢'(r, p) = det [ ] =r.

sinp  7rcose

Dugrch geeignete Grenziiberginge kann man aber zeigen, dass z.B. fiir den Kreis
B = {(x,y) e R?: 22 4 ¢? Srg} , 19>0,

und eine stetige Funktion f: B — R gilt

/ fl@,y)d(e,y) = / F(r cos @, 7 sin @) d(r, o)
B R
mit R = [0,ro] x [0,27].

Beispiel 1.18 (verallgemeinerte Polarkoordinaten) Wir berechnen den Flicheninhalt |B|

der Ellipse
2 2

B:{(x,y)€R2 x+b2§1} a>0,b>0,
und verwenden dazu die Substitution
g(r,p) = (arcosp,brsing), (r,¢) € [0,1] x [0,27].

Es folgt J(r,p) = abr und A = mab.

Beispiel 1.19 Wir berechnen

o0 2 R 2
I = e ¥ dr = lim e ¥ dx
R—o —R

—00

unter Verwendung von

R 2 2 R 2 R 2 2 2
(/ e ” d:z:) = / e ¥ dx / e YV dy = // e~ (@ 4y )d(as,y), Qr = [-R,R)?,
-R -R -R Qr

und erhalten I = /7.
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Beispiel 1.20 Wir berechnen den Flicheninhalt der Menge B C R? | die von den Kurven y? =
pr,y? =qr (0 < p<q) und 2? = ay, 2> = by (0 < a < b) berandet wird. Unter Verwendung
der Substitution

v =ux, 2°=vy, p<u<ga<v<b,

Wl

1
d.h., v = (w?)3 und y = (v?v)3 , erhalten wir J(u,v) = —% und |B| = W.

Beispiel 1.21 Wir nehmen an, dass sich der Bereich B C R? unter Verwendung der Polarko-
ordinaten in der Form

B = {(rcosgp,rsing) : 0 <7 < p(p), 1 < ¢ < o}

mit einer stetigen Funktion p : [¢1,p2] — [0,00) schreiben ldsst. Es folgt

B1= [[ awn=[" | " v L [ (1)

1.3 Verallgemeinerung auf den m-dimensionalen Fall

Samtliche Begriffe aus Abschnitt 1.1 lassen sich problemlos auf Funktionen f : B — R {iber
beschrinkten Bereichen B C R™ iibertragen, indem man zuerst das Riemann-Integral iiber
einem m-dimensionalen Quader [aj,b1] X -+ X [a, by] definiert und dann zu beschrénkten
Bereichen B C R™ iibergeht. Der Satz von Fubini kann induktiv verallgemeinert werden. Bem.
1.4, Satz 1.7, Satz 1.9, Bem. 1.14-1.15 und Satz 1.16 gelten analog.

Einen Punkt x € R™ schreiben wir sowohl in der Form = = (z1,...,%,) als auch in der Form
I
x = : . AuBerdem verwenden wir die Bezeichnungen
Tm

m m
Z 23 und  (z,y) = Z TrYk
k=1 k=1

fir den Betrag (Euklidische Norm) und das innere Produkt, wobei z = (z1,...,2m), ¥y =
(Y1, ym) € R™.

Beispiel 1.22 (Zylinder- und Kugelkoordinaten) Fiir die Substitution
g(r, ¢, z) = (rcosp,rsinp, z)
gilt det ¢'(r, p,2) =1, (r,¢,2) € [0,00) X [0,27] x R (Zylinderkoordinaten). Fiir
g(r, @, ) = (rcos v cos p, rcos ¥ sin ¢, r sin )

erhalten wir det g'(r, p,9) = r?cos ¥, (r,,9) € [0,00) x [0,27] x [-F, %] (Kugelkoordinaten).
Das Volumen der Kugel B = {(;1?, y,2) ER3: 2?2 + 92 + 22 < R2} , R >0, ergibt sich damit zu

2r I R 3 4 3
/// d(a;,y,z):/ /2/ r%osz?drdq?dgp:Qw.Q.R—: mh )
B 0 —=Jo 3 3

s
2
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Beispiel 1.23 (verallgemeinerte Kugelkoordinaten) Wir berechnen das Volumen des El-
lipsoiden E mit den Halbachsen a,b,c (vgl. Bsp. 1.12) unter Verwendung der Transformation

g(r,p,9) = (ar cos ¥ cos @, br cosIsinp, crsind), (r,¢,9) € [0,1] x [0, 27] x [—g, g} :

Wir erhalten J(r,p,9) = abcr? cosd und das Volumen

2 1 drab
/// (z,y,z —abc/ / /rQCosﬁdrdﬂdgp: F?C)LC.
= Jo
2

Bemerkung zu verallgemeinerten Riemannschen Integralsummen:

Es seien Z = {Bj,..., By} eine (verallg.) Zerlegung des messbaren Kompaktums B C R™ in
zusammenhéngende messbare Kompakta Bj, so dass [Bj N By| =0 fiir j # k,und f: B— R
eine stetige Funktion. Mit d(Z) = max {d(B;) : j = 1,..., N} bezeichnen wir den Durchmesser
der Zerlegung Z, wobei d(B;) = sup{|z’ —2"|: x ,x” € Bj} . Wir betrachten Summen der

Gestalt
N

S F@)Bl, o € B,

j=1
Gibt man sich nun ein £ > 0 vor und wéhlt den Durchmesser der Zerlegung so klein, dass

f(@) = f@")] <

£
|B| + 1

Va',a" € Bj,j=1,...,N
gilt (gleichméBige Stetigkeit von f auf B !), so folgt aus Bem. 1.15
| sy =r&him)|
B;

fiir ein &/ € B; und unter Verwendung von Bem. 1.13,(b),(d),(e)

N N
[ t@)da =3 118 = SO ~ 1) 1Byl| < g 1Bl <
B i

j=1

Also: Haben wir eine Folge verallgemeinerter Zerlegungen von B und eine beliebige zugehorige
Folge verallgemeinerter Riemannscher Integralsummen, wobei die Durchmesser der Zerlegungs-
folge gegen Null konvergieren, so konvergiert die Folge der verallgemeinerten Riemannschen
Integralsummen gegen das Integral der stetigen Funktion f.

1.4 Beweis der Substitutionsregel

Die Verallgemeinerung von Satz 1.16 auf den m-dimensionalen Fall lautet:

Die Abbildung g : 8 — R™ sei auf der offenen Menge 8 C R™ injektiv und stetig differenzierbar
mit det g'(u) # 0 fir alle w € Q. Sind B C Q kompakt und Jordan-messbar sowie f : g(B) — R
stetig, so ist auch B = g(B ) kompakt und Jordan-messbar, und es gilt

/f d;c_/f )| det ¢ (u)| du.

Wir erinnern an den Satz iiber die Umkehrabbildung (vgl. [1, Satz 5.29)):
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Sind f: Q — R™ auf der offenen Menge Q C R™ stetig differenzierbar, z° € Q, det f'(2°) # 0
und y° = f(z%), so existieren offene Mengen U C Q und V C R™ mit 2° € U und y° € V', so
dass f : U — V bijektiv und f~':V — U stetig differenzierbar sind. Dabei gilt

U W= W) vyev.
Zum Beweis der Substitutionsregel verwenden wir wesentlich die folgenden Sétze 1.24-1.27.
Satz 1.24 (Zerlegungssatz) FEs seien m =2,3,..., Q C R™ eine offene Menge,
g:Q—R" u— (q1(u),...,gm(w))

stetig differenzierbar und det g'(u) # 0 fiir alle u € Q. Dann ezistieren fiir jedes u® € Q eine
offene Umgebung W C Q von u® und Funktionen

YW —R", w:yp(W)—R™
mit folgenden Eigenschaften:
(a) Das Bild (W) ist offen.
(b) Die Funktionen v und w sind injektiv und stetig differenzierbar.

(c) Bei geeigneter Numerierung der ui,. .., Uy, gilt

Y(u) = (Yi(u), ..., vm-1(u),uym) YueW

und

w) = V1, s Vm—1,wm(v)) Yoveyp(W).
(d) Es gilt g(u) = w(yp(u)) fir alleuw e W.

Satz 1.25 FEs seien  C R™ eine offene Menge und g : 0 — RP stetig differenzierbar, m < p.
Ist N C Q eine kompakte Menge vom Jordan-Mafl Null, so ist auch g(N) eine solche Menge.

Satz 1.26 Ist f : K — R™ auf der kompakten Menge K C R" stetig, so ist auch das Bild
f(K) kompakt.

Satz 1.27 FEs seien Q) C R™ eine offene Menge, g : Q — R™ injektiv und stetig differenzierbar
sowie ¢'(x) € GR™*™ fiir alle x € Q. Ist B C Q kompakt und Jordan-messbar, so gilt dg(B) =
g(0B), und g(B) ist Jordan-messbar.

Folgerung 1.28 Unter den Voraussetzungen des Satzes zur Substitutionsregel ist B = g(é)
kompakt und Jordan-messbar, so dass wegen der Stetigkeit von f und g sowie g’ nach Satz 1.9
die Integrale

/ f(@)dz  und [f<g<u>>|detg'<u>\du
B B

existieren.
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Beweis der Substitutionsregel:

(A) Wir nehmen an, dass die Substitutionsregel fiir jeden Quader @ = BcCQ gilt,

/ fa da:—/f )l det ¢/ (u)] du

und betrachten die allgemeine Situation: Es sei F = {Q1,...,Q,} eine Uberdeckung von
B durch Wiirfel Q;, wobei |Q; N Q| = 0 fiir j # k gelte. Wir definieren

Ml::{je{l, T} Q]ﬂaB#@} {jE{l r}:QjCE},]:Z-:UQj.

JEM;

Aus dem Beweis von Satz 1.25 wissen wir, dass die @); so klein gew#hlt werden konnen,
so dass eine Konstante ¢g € R existiert mit |g(Q;)| < ¢o|@j|, j=1,...,7. Ist nune > 0
beheblg vorgegeben, so konnen die (); auch so klein gewahlt Werden dass |F1| < e gilt.
Aus B\]—“g C F folgt |B\ Fa| < ¢, so dass |g(F1)| < coe und wegen g(B)\ g(F2) C g(F1)
auch |g(B) \ g(F2)| < coe gilt. Ferner bemerken wir, dass eine Konstante c¢; € R existiert,
so dass |f(x)] < ¢ und |f(g(u))] - |det ¢'(u)| < ¢ fiir alle € g(B) und alle u € B gilt.
Aus der gemachten Voraussetzung folgt nun

/ f@yde = | f(g(u)|detg(u)|du.
g(F2) T

Das impliziert

d:l:—/f )) | det ¢’ (u)| du

/ f () da — / F(g(u)) | det ¢/ (u)]| du
(B)\g(F2) B\F2

/ Dlde+ [ |fg)]-|detg/(w)]du < cafen + 1),
(B)\g(F2) B\F3

Es seien B = [a1,b1] X .. X [am, bm] und g(u) von der Gestalt g(u) = (u1, ..., Um—1, gm(w)).
Wir verwenden die Bezeichnungen v’ = (uq,...,up—1) und 2’ = (x1,...,2;—1), haben

also g(u) = g(u', um) = (u', gm(u)) -
1. Fall: det ¢'(u) >0 Vue B

Offenbar gilt det ¢’ (u) = a‘g:;(u) . Es folgt
B —g {33 ER™:a; <z <bj,j=1....,m—1, gn(@, am) <zm < g(:r’,bm)}
und somit
n met b g (u)
/f )| det ¢’ (u)|du = / / f gm(u)) 9 Ay, iy, 1 - - - dug

by m—1 gm(u bm
= / / / (v, xm) Ao du,—1 - - - duy
gm (W ,am)
= / f(z)dx
B
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2. Fall: det g/(u) < 0 Vu € B, analog.
Damit folgt unter Verwendung von (A), dass die Substitutionsregel fiir alle ¢ : B— B
der Gestalt g(u) = (u1, ..., um—1,gm(u)) gilt.

(C) B wie in (B), aber keine weitere Einschrinkung an g. Fiir m = 1 gilt bekanntlich die
Substitutionsregel. Wir nehmen an, sie gilt fiir m = k — 1 > 1 und zeigen, dass sie dann
auch fiir m = k gilt:

e Nach Satz 1.24 existiert fiir jedes u’ € Q eine offene Menge U(u®) C Q mit u° €
U(u®) und g(u) = w((u)) Yu € U(u®), wobei w und 1 Satz 1.24,(a)-(c) mit W =
U(u") geniigen. Da {U (u):ueB } eine offene Uberdeckung von B ist, existieren

,
ul,... u" e B mit B C U U(w!). Wir zerlegen Bin Teilquader Q1,...,Qs, so dass
j=1

B=|]JQ;.|Q;iNQxl =0 fiir j # k und

Jj=1
Vie{l,...,s} ke {l,....r}:Q; CU(u).

Auf @Q; gilt dann g = w’ 097 entsprechend Satz 1.24.

e Wir haben nur noch zu zeigen, dass
[ tada= [ fow)ldetg@ldu, j=1....s.
9(Qj) Q;

gilt. Betrachten also g : Q — R*, g = wo, Q = [a1,b1] x ... X [ag, by], w(v) =
(W wr(v)), ¥(u) = (Y1(u), ..., Yp—1(u),ur), wobei g = wo1) auf einer offenen Menge
U D Q erklirt ist und w : ¢(U) — R¥ sowie 1) : U — R¥ injektiv sind.

e Wir definieren Qo = [a1,b1] X ... x [ag—1,bx1], Uy, = {o/ eRF1: (W, ug) €U} und
P, - U;k — R W s (g (W ug), - g (W ug))

Dann sind U}, € R¥"! offen, Qo C UJ, , hy, stetig differenzierbar und injektiv, wobei

k )

h,, (u) = [ g, (u' uy) :|j—1

und g; (v, ug) = wi(Y W/, ux)) = ;W ug), j=1,....,k =1, also

8gj(u/7 uk) _ 8'¢](U/7 uk)
8114' N 8u1 ’

so dass
det hy, (u') = det )’ (u', up) # 0, (det)

weil nach der Kettenregel ¢'(u) = w'(¢(u))y’(u) gilt. Nach Induktionsvoraussetzung

gilt also fiir eine stetige Funktion f : hy, (Qo) — R

/ Fa'yda' = | Flhu (u)) | det B, ()] dut . (1v)
huk(QO) Qo
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e Aus
gu) =w@(u) = wi(u),..., Yr-1(u), uk)
= (1/}1(“’)7 s 7%71(“)7 wk(wl(u)7 ERE) ¢k,1(’u,), uk))
= (g1(w), -, gr—1(w),wr(g1(w), ..., gr—1(u), ur))
folgt

g(u) =w(gi(u),...,gk—1(u),ur) und P(u) = (g1(u),...,gk—1(uw),ug).

Die Abbildung v' — w(v',uy) ist also fiir alle v € hy, (Qo) und jedes uy € [ay, by]
definiert. Wir setzen

F(Ulv uk’) = f(w(vla uk)) |det w,(vla uk)|

und erhalten aus (IV) und (det)

/ F/ug)d = / F (o (), i) | det 1 ()] dd
uk(QO) 0

- / F(gl(’u,l,’u,k),...,gkfl(U/,Uk),’U,k) |detwl(ulauk)|du/

0

= / Fp(u',ug)) | det ¢’ (v, ug)| du'’ .

0

Es folgt

by
/ P, up)d(v' up) = / / F(v', ug) dv' duy,
by,
_ / /F(w(u’,uk))|det¢’(u’,uk)|du'duk
Qo

:/F )) | det o (u Idu—/f )| det g ()] du
wegen

F(ip(u)) | det v’ (w)] = f(w(i(u)) | detw (sp(u))] - |det ¢ (u)| = f(g(u))[det g'(u)].

AuBerdem folgt aus (B) unter Beachtung von w(v) = (vy,...,vk—1,wk(v)), dass

/ FO' ug)d(v up) = / Flw@ ug)) | detw’ (v, ug)| d(v', uy)
(@) Y(Q)

= / f(:v)d:c:/ f(z)dx
w(¥(Q)) 9(Q)
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Kapitel 2

Kurvenintegrale

2.1 Wege, Kurven und ihre Lingen

Unter einem Weg v in R™ verstehen wir eine stetige Abbildung v : [a,b] — R™ eines Intervalls
[a,b] C R. Die von diesem Weg erzeugte Kurve I' = I, ist das Bild dieser Abbildung,

I'={y():tela,bl}.

Wir verwenden die Bezeichnungen
71(t)
V&) = (@, mm@®) = [0 o wm® ] =] | =[wu® ]

Ym (t)

Ist Z = {to,t1,...,tn} € Za,b] eine Zerlegung des Intervalls [a, b] , so bezeichnen wir mit L(v, Z)
die Lénge des Polygonzuges [y(to),y(t1), ..., v(tn)], d.h.

L(v,2) =) Iv(tk) = 7(ti-1)l -
k=1

Man nennt nun den Weg v rektifizierbar, wenn L(vy) :=sup{L(vy,Z) : Z € Z[a,b]} eine endli-
che Zahl ist. In diesem Fall hei$t L(vy) die Lénge des Weges 7.

Eine Funktion f : [a,b] — R heit von beschrinkter Variation, wenn

n
sup {Z |f(te) = f(te-1) : Z = {to, t1,.. ., tn} € Z[a’b]} < o0
k=1
gilt. Der Weg v = (v1,.--,%m) : [a,0] — R™ ist genau dann rektifizierbar ist, wenn jede
Funktion v; : [a,b] — R, j =1,...,m, von beschrénkter Variation ist.

Beispiel 2.1 Die stetige Funktion
tsing; : 0<t<1,
f:0,1] — R, t—
0 : t=0,

ist nicht von beschrdinkter Variation, so dass der Weg

v:00,1] — R?, ts !
o ’ f(t)

nicht rektifizierbar ist.

19
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Sind 4! : [a,b] — R™ und 42 : [b,c] — R™ zwei Wege mit v!(b) = ~2(b), so verstehen wir
unter der Summe v = 7' @ v? den Weg

)+ a<t<b,
v la,] — R™, t—
Y2(t) - b<t<e.

Offenbar ist der Weg ~ genau dann rektifizierbar, wenn die Wege 4! und ~? rektifizierbar sind,
wobei L(vy) = L(y') + L(v?) gilt.

Sei v : [a,b] — R™ ein Weg. Fiir a < t; < t2 < b bezeichnen wir mit s(¢,t2) die Lange des
Weges 7|j¢, t,] - [nsbesondere sei s(t) = s(a,t), a <t < b, die sogenannte Wegléingenfunktion.
Man nennt 7 : [a,b] — R™ einen Jordanweg, wenn 7 : [a,b) — R™ injektiv ist. Eine Kurve
I" heiflit Jordankurve, wenn sie von einem Jordanweg erzeugt wird.

Satz 2.2 Es seien I eine Jordankurve und 47 : laj,bj] — R™, j =1,2, zwei I' erzeugende
Jordanwege. Dann existiert eine stetige Bijektion ¢ : [ag, ba] — [a1,b1], so dass

V() =7 (e(t), tE€ lag, b,
also v

=yl o, gilt. Umgekehrt ist v = v' o ¢ : [ag,ba] — R™ ein Jordanweg, wenn
Al far, b1] — R™ ein Jordanweg und ¢ : [az, ba] — [a1,b1] eine stetige Bijektion sind.

2

Satz 2.3 Es seien v! : [a1,b1] — R™ ein Weg, ¢ : |ag,ba] — [a1,b1] eine stetige Bijektion
und v% = ' o p. Dann sind v und ~? gleichzeitig rektifizierbar oder nicht rektifizierbar, wobei
L(v") = L(v*) gilt.

Die Sétze 2.2 und 2.3 erlauben die folgende Definition der Lénge einer Jordankurve: Ist v ein
die Kurve I" erzeugender Jordanweg, so ist die Ldnge von I' gleich L(v).

Fiir den Beweis des Satzes 2.5 bendtigen wir den folgenden Satz. Ist f = (f1,..., fm) :
[a,b] — R™ mit Riemann-integrierbaren Funktionen f; : [a,b] — R, j = 1,...,m, gegeben,
so vereinbaren wir die Bezeichnung

m

L?@ﬁ—[é?ﬁmﬂF{

Satz 2.4 Ist f: [a,b] — R™ stetig, so gilt

l[ﬂwﬂs[ﬁﬂmﬁ.

Satz 2.5 Ist v : [a,b] — R™ ein stetig differenzierbarer Weg, so gilt s'(t) = |¥'(t)|, t € [a,}],
und somit

b b
szwwww@—awz/ywwz/Nﬂmﬁ.

Beispiel 2.6 Wir berechnen den Umfang eines Kreises mit dem Radius r,

{(rcost,rsint) : t € [0,27]} .

Beispiel 2.7 Die Linge einer Volldrehung der Schraubenlinie mit dem Radius v und der Gang-

hohe h ,
{(romtrne ) cosisor)
rcost,rsint, — | : 0 <t < 27w
2

ist gleich \/(27r)2 + h2.
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x = cos(t), y = sin(t), z=t/n

Zwei Volldrehungen der Schraubenlinie mit dem Radius 1 und der Ganghdhe 2

Beispiel 2.8 Die Linge der Kurve, die durch den Graphen einer stetig differenzierbaren Funk-
tion f : |a,b] — R beschrieben wird, ist gleich

b
/ VIt ORdt.
a
Man nennt einen Weg v : [a,b] — R™ glatt, wenn er stetig differenzierbar ist und ~'(t) # ©

(d.h., ¥/ (t)| #0) Vt € [a,b] gilt.

A . : o
Beispiel 2.9 Der Weg v : [-1,1] — R?, t— [ /2 } ist ein Beispiel fiir einen stetig differen-

zierbaren, aber nicht glatten Weg. Die zugehorige Kurve nennt man Neil’sche Parabel.

1 1
09 1 09
0.8 1 081
0.7 B 0.7
0.6 1 06
>05r >05
0.4 1 0.4
0.3 1 031
0.2 B 0.2
0.1 1 0.1
0-1 -(;.8 -0‘.6 -0‘.4 -0‘.2 0 012 O.‘4 0.‘5 O.‘S 1 0-1 -0‘.8 -0‘.8 -0‘.4 -0‘,2 0 012 0.‘4 O.‘S 0.‘8 1
X
Die Neil’sche Parabel y(it)=(#,8%) , -1 <t <1

Sind nun v ein glatter Weg und I' = I'y, so ist die Bogenlinge s(t) = s(a,t) gegeben durch
t

s(t) = / |7/(7)| d und (streng) monoton wachsend auf [a, b] , wobei s'(t) = |/ (t)| > 0Vt € [a, b]
gilt. Es “Sei ¢ : [0,L] — [a,b] die differenzierbare Umkehrfunktion von s : [a,b] — [0, L],
L = L(y) = L(T"). Dann ist (vgl. Satz 2.2) d(s) = v(p(s)), s € [0,L], ebenfalls ein glatter
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Jordanweg mit I' = I's. Man nennt §(s) die Parametrisierung der Jordankurve I' nach
der Bogenlénge. Dabei gilt

d'(s) = (¢(s))¢'(s) und ¢'(s) = S(e(s) (e

also |§'(s)|=1,s€0,L].

Ausgehend von der Formel (1.1) kann man zeigen, dass das Integral

1

b
2 /a [71(#)75(8) = Y1 (t)r2(t)] dt

den orientierten Ficheninhalt angibt, den der Strahl vom Koordinatenursprung zum Punkt
(71(t),72(t)) entlang des stetig differenzierbaren Weges ~ : [a, b] — R? iiberstreicht.

2.2 Wegintegrale

Wir erinnern an den Begriff des Riemann-Stieltjes-Integrals (vgl. [1, Abschnitt 7.5] oder [7,
Abschnitt 5.6]): Fiir eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R, eine monoton nicht fallende
Funktion p : [a,b] — R und eine Zerlegung Z = {to,t1,...,tn} € Z[a,b] definieren wir die
Darboux’schen Unter- und Obersummen

Sulf; Z, 1) }jmkfz te) = mlte]s  Solfs Zop) =Y My(f; Z2)p(t) — p(ts-1],
k=1

wobei
mi(f; Z) =inf {f(t) 1 tp—1 ST <}, Mi(f;2) =sup{f(t) :tp—1 <t < tx}.
Das Darboux’sche untere bzw. obere Integral ist dann gegeben durch
Ju(fip) =sup{Su(f; Z, ) : Z € Zla,b]}  baw. Jo(fip) =inf{Su(f;Z,p) : Z € Z[a,b]} .

Sind beide Integrale gleich, so nennt man f bzgl. 1 Riemann-Stieltjes-integrierbar und
schreibt

b b
/fw=/fmww:hmm=%mm-

b
Ist f: [a,b] — R stetig, so existiert / fdup, denn zu jedem ¢ > 0 existiert eine Zerlegung
a
Z = {to,tl, R ,tn} S Z[a, b} mit

My(f; Z) —mi(f; Z2) <

woraus S, (f; Z, 1) — Su(f; Z, ) < e folgt.
Ist v : [a,b] — R eine Funktion beschriankter Variation, so ist die Funktion

pi(t) = V() := sup {Z [u(tr) — pltr—al - {to, t1, .., tn} € Z[aat]}
k=1

monoton nicht fallend auf [a, b] . Fiir die Funktion po(t) = p1(t) — p(t) und a < t; < to < b gilt
dann

pa(t2) = pa(t) = Vi () = [u(t2) — p(t)] > Vi () = |u(t2) — p(t1)] > 0.
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Also ist pu(t) = p1(t) — pa(t) die Differenz zweier monoton nicht fallender Funktionen. Somit ldsst
sich die Definition des Riemann-Stieltjes-Integrals leicht auf Belegungsfunktionen p beschrinkter
Variation ausdehnen, z.B. durch g = 1 — 2 und

b b b
/wdu:/ @dm—/ @ dps .

Dabei ist das so definierte Integral unabhéngig von der Darstellung p = 1 — pe = ip — jio der
Belegungsfunktion als Differenz zweier monoton nicht fallender Funktionen.

Wir nennen g : [a,b] — R stiickweise stetig, wenn eine Zerlegung {to,t1,...,t,} € Z|a, b
existiert, so dass die Funktionen

g(t) Dot <t <,
g(t) =14 gty —0) t=ty,
gltk—1 +0) + t=tp_1,

auf [tg—1,tx], & = 1,...,n, stetig sind, g(a) = g(a + 0) und g(b) = g(b — 0) gilt und g(tx)
mit einem der einseitigen Grenzwerte von ¢ in t iibereinstimmt, £k = 1,...,n. Die Funktion
g : |a,b] — R heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn ¢'(t) auf (a,b) mit eventueller
Ausnahme endlich vieler Punkte existiert und zu einer stiickweise stetigen Funktion auf [a, ]
fortgesetzt werden kann. Sind f : [a,b] — R stetig und u : [a,b] — R stetig und stiickweise
stetig differenzierbar, so gilt (vgl. [1, Satz 7.12] oder [7, Satz 5.42])

b b
[ @y = [ oo

Sind nun v : [a,b] — R™ ein rektifizierbarer Weg, I' = I';, und ¢ : I' — R eine stetige
Funktion, so ist s(t) = s(a,t) auf [a,b] monoton nicht fallend, und somit existiert das Riemann-
Stieltjes-Integral

b
/ (v(8)) ds(t)

/90(1:) ds oder kurz /gods
g g

bezeichnen und Wegintegral 1. Art der Funktion ¢ entlang des Weges v nennen. Ist v stiick-
weise stetig differenzierbar (d.h., alle ; : [a,b] — R, j =1,...,m, sind stetig und stiickweise
stetig differenzierbar), so gilt also

welches wir mit

b b
[eds= [ etrns@a= [ oo old.
v a a
Seien nun v : [a,b] — R™ wieder ein rektifizierbarer Weg und v = (v1,...,0y) : I' — R™

eine stetige Funktion. Dann sind die Funktionen v; : [a,b] — R, j = 1,...,m, sdmtich von
beschrankter Variation und somit die Integrale

b
/ v; dv;
a

wohldefiniert. Das Wegintegral 2. Art des Vektorfeldes f entlang des Weges v ist definiert als

mo o
/v(:v)dx:Z/ vjdy; .
v j=179
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Im Fall eines stiickweise stetig differenzierbaren Weges ~ gilt also
m b b
[eterde =" [utonied = [ o) .
Y j=1 a a

Beispiel 2.10 IstI'=1T", C R3 eine mit Masse belegte Jordankurve mit der stetigen Dichtefunk-
tion p(x), x € T', und dem rektifizierbaren Jordanweg 7 : [a,b] — R? | so ist die Gesamtmasse

der Kurve I' gleich
/pds.
gl

Beispiel 2.11 Wird ein Massepunkt entlang des rektifizierbaren Weges 7y : [a,b] — R3 durch
die Kraft F(z) = (Fy(x), Fa(z), F3(z)) : Ty — R3 bewegt, so ist die dabei geleistete Arbeit
gleich

3 b
/ Fyde=3" [ Fi(v®)dyh).

j=1"4

Bemerkung 2.12 Ist v : [a,b] — R™ ein Weg, so bezeichnen wir mit vy~ : [a,b] — R™ | t
v(a+b—1t) den entgegengesetzten Weg. Ist vy rektifizierbar, so gilt dann fir stetiges ¢ : I'y — R

| e@as= [ ewas

und fiir stetiges v : 'y — R™

Aus der Definition der Wegintegrale folgt auflerdem, dass

/ gods:/ gods—l—/ pds
,YIEB,Y? ’71 ,\/2

/71®72v(x) dz = le(x) dx+L2v(x) i

und

gilt.
Beispiel 2.13 Sind v : [a,b] — R3\ {©} ein stetig differenzierbarer Weg und v : R3\ {0} —

1
R3, x+— — so gilt v(z) = V(x) mit o(x) = — . Es folgt

T
EE ||
b

[r@ o= [ S0wn ©dt = o60) - @)

0% a
Der Wert des Integrals hingt also nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges v ab.
Beispiel 2.14 Fiir v : [0,27] — R?, t — (Rcost, Rsint), R > 0, und v : R?\ {0} — R?,
T < 2o > erhalten wir

e 2

2m
/v(:v) dr = R_Q/ [(—Rsint)(—Rsint) + Rcost Rcost] dt =27
0% 0
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2.3 Wegunabhingigkeit

Unter einem Gebiet 2 C R™ verstehen wir eine offene und zusammenhingende Menge. Zu
folgendem Satz vergleiche man Beispiel 2.13.

Satz 2.15 FEs seien 0 C R™ ein Gebiet, ¢ : Q@ — R ein stetig differenzierbares Skalarfeld
und 7y : [a,b] — R ein stickweise stetig differenzierbarer Weg. Dann gilt

/ Vip(z) di = p((b)) — ((a)) .

Wir nennen v : 0 — R ein Vektorfeld mit wegunabhiingigem Integral iiber dem Gebiet
Q, wenn fiir beliebige, fest gewdhlte Punkte A, B € € und einen beliebigen stiickweise stetig
differenzierbaren Weg v : [a,b] — Q mit y(a) = A und ~(b) = B das Integral fvv(a:) dx
den gleichen Wert annimmt, also lediglich eine Funktion von A und B, aber nicht von - ist.
Unter Beachtung von Bemerkung 2.12 ist leicht einzusehen, dass das Integral f7 v(x) dr genau
dann vom Weg unabhéngig ist, wenn fvfu(:c) dxr = 0 fiir jeden geschlossenen, stiickweise stetig
differenzierbaren Weg  : [a, b] — Q gilt.

Satz 2.16 Ist v : Q — R™ ein stetiges Vektorfeld mit wequnabhingigem Integral iber dem
Gebiet 1, so existiert ein Skalarfeld ¢ : Q@ — R mit Vp(z) = v(x) fir alle x € Q.

Die letzten beiden Satze besagen also, dass ein stetiges Vektorfeld v : 2 — R genau dann ein
Vektorfeld mit wegunabhéingigem Integral {iber dem Gebiet (2 ist, wenn es ein Gradientenfeld
ist. Sind ¢ : @ — R zweimal stetig differenzierbar und v(z) = Vp(z), z € Q, so folgt (vgl. [7,
Satz 6.18])

ovj(x)  *p(x)  p(z)  Ouk(z)
al'k N (%ckaxj - al'jal'k N a.%'j ’

re, jk=1,...,m.

Die Matrix v/(z) € R™*™ ist in diesem Fall also symmetrisch.
Eine Menge 2 C R™ heifit sternférmig, wenn ein A € () existiert, so dass die Strecke
[A,z] = {A+t(x—A):0<t<1}
fiir jedes z € Q) ganz in 2 liegt.

Satz 2.17 Fin stetig differenzierbares Vektorfeld v : Q@ — R™ aquf einer sternformigen offenen
Menge 2 C R™ ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn

Ovj(xz)  Ouvg(x)
6&3k - 6a:j

. V2 eQ, Vik=1,...m, (2.1)

gilt.
Zum Beweis dieses Satzes verwenden wir die folgende Aussage.

Satz 2.18 Die Funktion f : [a,b] X (¢,d) — R, (t,z) — f(t,z) sei nebst ihrer partiellen
Ableitung % : |a,b] x (¢,d) — R stetig. Dann ist

b
F:(c,d) — R, xH/f(t,x)dt

differenzierbar, und es gilt

b X
F’(a:):/a 8féi; Vi, we(ed).
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Beweis von Satz 2.17. Es bleibt nur noch die Hinlénglichkeit der Integrabilitétsbedingung
(2.1) zu zeigen. Dazu seien A = [ A; ]jzl € Q) ein Sternmittelpunkt des Gebietes 2, x € Q

beliebig und v, (t) = [ 7a,i(t) ]Z;nl =A+tx—A),0<t <1, dh, yi(t) =z +t(a; — A).
Wir setzen

1 1 m
o) = /zv<y>dy= [ st aiya = [ ;vj(%(t))(azj—flj)dt.

Wir schreiben v; als Funktion von y € R™ , also v;(y), und erhalten aus der (verallgemeinerten)
Kettenregel

Oy — A0 = Y PBED DO () a0,
i=1 v
= 2 4y )+ 0000 O
o 2D - )+ 0yl B
Aus Satz 2.18 folgt
X 1 Ui
ag;k) = /O £k jz::l”j(%(t))(wj —Aj)| dt
M= Ou((e() L, '
- /O Z G g = Ag) o (el) |
_ /O % [tor(A + (e — A))]dt = [to(A+ (e — ) ; ——_—
womit der Satz bewiesen ist. O

Unter einer Deformation eines stiickweise stetig differenzierbaren Weges v : [a,b] — R™
verstehen wir eine stetige Abbildung § : [a,b] x [0,1] — R™, (¢,0) — §(t,0), fir die 6(¢,0) =
v(t), t € [a,b], gilt und fiir die 0, : [a,b] — R™, ¢t — (¢, 0) fiir jedes o € [0, 1] ein stiickweise
stetig differenzierbarer Weg ist. Ein geschlossener, stiickweise stetig differenzierbarer Weg ~ :
[a,b] —  heifit in @ C R™ auf einen Punkt zusammenziehbar, wenn eine Deformation 0 :
[a,b] x [0,1] — € von 7 existiert, so dass d(a,0) = d(b,0) fiir alle o € [0,1) gilt und 4(¢,1)
konstant ist.

Beispiel 2.19 Die Abbildung ¢ : [0,27] x [0,1] — R?, (t,0) — (a(l — o) cost,b(l — o)sint)
ist eine Deformation, die die FEllipse mit den Halbachsen a > 0 und b > 0 auf den Koordina-
tenursprung zusammenzieht. Auch

2a 1 1
. 2 _ —0— i
§:[0,27] x [0,1] — R, (t,0) — (5 <2 o+3 a) cost (2 o 2—a> smt)

ist eine Deformation dieser Ellipse, wobei hier §,(t) = (%,0) gilt, d.h., I's, ist gleich dem

Intervall [—%‘1, %‘1] und das offene Intervall (—%‘1, %‘1) wird dabei zweimal durchlaufen.

Das Gebiet 2 C R™ nennen wir einfach zusammenhingend, wenn jeder geschlossene, stiick-
weise stetig differenzierbare Weg v : [a,b] — Q in Q auf einen Punkt zusammenziehbar ist.
Satz 2.17 lasst sich nun wie folgt verallgemeinern.
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Satz 2.20 FEin stetig differenzierbares Vektorfeld v : Q@ — R™ auf einem einfach zusam-
menhdngenden Gebiet  C R™ ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn die Integrabilitéits-
bedingung (2.1) erfillt ist.

Beweis. Es seien v : [a,b] — 2 ein beliebiger geschlossener, stiickweise stetig differenzierba-
rer Weg und 0 : [a,b] x [0,1] —  eine Deformation, die diesen Weg in 2 auf einen Punkt
zusammenzieht. Ferner seien Z; = {to,t1,...,t,} € Za,b] und Zy = {0p,01,...,0,} € Z[0,1]
Zerlegungen derart, dass fiir jedes Indexpaar (j, k) € {1,...,n} x {1,...,7} ein ;5 > 0 und ein
Punkt xj;, € (2 existieren, so dass I'j; C Uejk(:vjk) C 2 gilt, wobei I';, das Bild des Weges

V= Yk @ Sk © Y B0,
ist. Hierbei sind
’yjk(t)zé(t,ak), tj_l Stﬁt]‘, 5]' (t):(S(tj,U), 0']@_1§0'§0'k.
Nach Satz 2.17 gilt
/ F@)dz =0 Y. k) € {1, ...n} x {1,...,r}.
ik

Damit folgt aus Bemerkung 2.12

|

Beispiel 2.21 Fiir das Vektorfeld v : R? — R? | (w1, 22) > (v125 + 223, 22303 — 25) ist die
Integrabilititsbedingung (2.1) erfiillt. Wir erhalten v(z) = Vo(x) Vo € R? mit

2.4 .6 7
riT x X
p(z1,72) = 1224‘?1—724—61

und einer beliebigen Konstanten d € R.

Es sei Q@ = {(z,y) € R?:a <2 <b, p1(z) <y < p2(x)} ein Normalbereich mit stetigen Funk-
tionen ¢; : [a,b] — R beschrénkter Variation. Der Rand I' = 02 von (2 setzt sich aus den Kur-
ven I'y1,, 51, T'(;2)- und I'(52)- zusammen, wobei VR = (tr(t), a <t <b, () = (bt),

P _—
01(b) <t < a(b), und F2(t) = (a,t), ¢1(a) <t < @s(a). Es seien nun P, 88 :  — R stetige
Y

Funktionen. Dann gilt

OP(x, b re2®) 9p(e,
J[ B awy = [ [T gy
Q Y a Jpi(z) Yy

b
_ / [P(x, ¢a(x)) — P(e, p1(x))] da

= AQP(x,y)dx—Alp(x,y)dx:—/FP(x,y)dw-

Analog erhilt man fiir einen Normalbereich = {(:c,y) ER?:c<y<d, Yi(y) <z < wz(y)}
mit stetigen Funktionen 1; : [c,d] — R beschriankter Variation und mit dem Rand I' = 02

o) _
und fiir stetige Funktionen @, 9Q : 2 — R die Formel

ox
//Q (%gc‘ga;y)d(x’y) = /FQ(xyy)dy.
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Der folgende Gauf3’sche Integralsatz der Ebene ergibt sich als Spezialfall des entsprechenden
Satzes in Kapitel 3.

Satz 2.22 Der Rand I’ = 09 des einfach zusammenhingenden Gebietes Q C R? sei eine stiick-

oP 0Q —
-, —Q : Q — R stetige Funktionen.
oy’ Oz

//Q [6@221/) B 8Pé:;, y)} d(z,y) = /F[P(x,y) dz + Q(z,y) dy] .

weise glatte, geschlossene Jordankurve. Ferner seien P, Q,

Dann gilt




Kapitel 3

Oberflichenintegrale und
Integralsitze

3.1 Definition der Oberflichenintegrale

Wir bewegen uns jetzt im dreidimensionalen Euklidischen Raum R?. Jedem Punkt

x1
x = (z1,22,23) = | 22 | € R3
x3
ordnen wir den Vektor 7 = xle—f + .T26—2> + :Ug,e_g> € R3 mit ej = [ d; ]k3:1 zu. D.h., wir
identifizieren z und 7’ in diesem Sinne. Neben dem Skalarprodukt
3
k=1
mit | 7| = |z| = \/(7, @) verwenden wir auch das Kreuzprodukt
o e &
T x Y =,det*| 1 mp a3 | = (w2ys — w3y2)ed + (w3y1 — 21Y3)E3 + (T1y2 — 2y3) €l
Y1 Y2 Y3

zweier Vektoren. Offenbar gilt
(KI) TxP=—(FxT),Tx7=8,
(K2) WD) xY=MNTxY)=7xAY), \eR,
(K3) Zx(Y+Z2)=xy+2x7,

r1 T2 X3
(K4) (Z, Y xZ)=det | y1 v us

21 Z2 %3
Aus (K4) folgt insbesondere, dass der Vektor 7 x o auf 7 und auf § senkrecht steht.

29
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Das Kreuzprodukt zweier Vektoren Z und 7 kann auch koordinatenfrei definiert werden: Der
Vektor 2 x 7 ist genau der Vektor, dessen Betrag gleich dem Flacheninhalt des durch Z und
7 aufgespannten Parallelogramms ist, der senkrecht auf der durch 7 und 7 aufgespannten
Ebene steht und der mit 7 und 7 in der Reihenfolge 7, 7, 7 x 7 ein Rechtssystem bildet.

Fiir f,9: (a,b) — R? definieren wir

Py (FxF)®)=Fox70.

Es folgt, falls f und g differenzierbar sind,

®2) (Fx7) =7 xd+Fx7"

Sind G' C R? eine offene Menge und f : G — R3 eine gegebene Abbildung mit

?(UMUZ) = fi(ur, u2)ef + folur, uz)es + fa(ur,u)es

so definieren wir

0 0o
o %k J= 17 27
8uj P au]‘
und
Ofc Ot
(fkaf]) — det 8’&1 8u2
O(u1, uz) ofi 9f;
8u1 aUQ
Es folgt

? ? of2, f3) — | Ofs, 1) — , O(f1, fo) —
(P3) 8TL1 8u2 a(ul,u2) “ + 8(U1,UQ) G + 8(U1,U2) s

Definition 3.1 Sind f : G — R? eine stetig differenzierbare Abbildung auf der offenen Menge
G C R? und K C G eine kompakte, Jordan-messbare Menge, K # 0, so nennt man die Abbildung
f: K — R3 cine Fliche mit dem Parameterbereich K und F := f(K) ein Flichenstiick mit
der Parameterdarstellung © = f(u) bzw. (x1,x2,23) = f(u1,u2) oder auch

T = 7 wel + fo(u)es + fa(u)es

Beispiel 3.2 Sind ¢ : G — R eine stetig differenzierbare Abbildung und
T () = wied + s + p(u)a,
so ist f(K) der Graph der Funktion ¢ : K — R. Dabei gilt

0T (W) _ , dplu)

Ou; &+ ou;
und somit
0 0 0
T 0F@) _ etw) 5 delw)

ouy Ous Ouy
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Beispiel 3.3 Mit K = [0,27] x [-5, 5] erhalten wir fir ein festes r > 0 und

7(u) = rcosuj COSU26_1> + rsinu; COSU26_2>+TSiHU,2€_3>

als Flichenstiick f(K) die Kugeloberfliche mit dem Radius r > 0 und dem Mittelpunkt © . Dabei

gilt
8?@ ? = r COS Uy 7(u)

6u1 au2

Sind f : K — R3 eine Fliche und 2° = f(u’) € F = f(K) ein fester Punkt auf dem
Flichenstiick F, u® € K, so verstehen wir unter der Tangentialebene von f im Punkt 2°

die Ebene
{ af (O 87
1

= R?
6u1 2 6u2 )\ (/\17)\2) < }

und unter der Tangentenebene von f im Punkt z° die Ebene

{ \ a? 07

8’LL1 2 8U2

A= ()\1,)\2) S RZ} ,

o (u°)

falls die zwei Vektoren 5 ,j = 1,2, linear unabhiingig sind. (Solche Punkte 2° € F nennen
U

wir reguléire Punkte der Fliche f.) Ist namlich v : [a,b] — K ein glatter Weg mit y(to) = u°,

to € (a,b), so ist f o~ : [a,b] — F ein differenzierbarer Weg durch den Punkt 2. Dabei gilt

of(w®) | ., Of (")
8U1 + V2 (tO) au2 .

(f o9)'(to) = f'(v(t0))¥'(to) = 71 (to)

Der Vektor (f o) (tg) liegt also in der Tangentialebene von f im Punkt z°. Der Vektor

ﬁ(uo) _ @7@0 ?

N 8u1 8uz

steht senkrecht auf der Tangentenebene von f im Punkt z¥, weshalb wir diesen Vektor einen
Normalenvektor der Fliche f im Punkt 20 = f(u") nennen.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, den Flicheninhalt |F'| des Flichenstiicks F' = f(K) zu
berechnen. Der Flicheninhalt von f([ul,u{ + Auy] x [u3,ud + Aus]) ist fiir kleine Au; > 0

ungefihr gleich
0 0
|dﬁu>xdﬁu>AmAw'
8u2

aul

Das fiithrt zu der Formel

(u) (u)
8U1 8U2

|F| =

d(uq,ug) / |_> )| du.

Beispiel 3.4 Der Flicheninhalt der Oberfliche einer Kugel vom Radius r ist gleich (vgl. Beispiel

3.3)
27
/ / T COS U \7(14)] duy duy = 47r? .
%
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Definition 3.5 Sind f : K — R? eine Fliche, ¢ : f(K) — R ein stetiges Skalarfeld und
v f(K) — R? ein stetiges Vektorfeld, so verstehen wir unter dem Oberflichenintegral
erster Art von ¢ dber F' = f(K) das Integral

//FSOdF = //K o(f(u1,u2)) ‘azu(lu) X azu(:)

und unter dem Oberflichenintegral zweiter Art von v dber F das Integral

//p?d? = //K WU(W%WW)NUZ//}( (W(f(u)), n(u)) du.

Wir nennen zwei Parametrisierungen f : K — R3 und g : M — R? des Flichenstiicks F' =
f(K) &quivalent, wenn ein Diffeomorphismus (d.h. eine bijektive und in beiden Richtungen
stetig differenzierbare Abbildung) h : Gy — G einer offenen Menge Gy C R? mit M C Gy
in eine offene Menge G C R? mit K C G existiert, so dass det '(w) > 0 fiir alle w € Gy,
h(M) = K und g(w) = f(h(w)) fiir alle w € M gilt. Es ist dann offenbar g(M) = f(K) = F
und auflerdem

d(ur, uz) = / /K o () [ 7 (u)] du

oG w) _ ogw) (07 (hw) _9F (h(w)) ,
8’(1]1 % 8’11)2 _< 8U1 % 8’LL2 deth(w)’

woraus z.B.

// (T(f (), 7)) du = // (T (F(h(w))), 7 (h(w))) | det ' (w) | duw
K M

-/ /M (@ (g(w)), 7 (w)) duw

folgt. Die Definition 3.5 ist also im Sinne der Verwendung #quivalenter Parametrisierungen
unabhéngig von der Parametrisierung des Flédchenstiicks F'. Lasst man in obigen Betrach-
tungen auch deth/'(w) < 0 fiir alle w € Gy zu, so dndert sich in diesem Fall das Vorzei-
chen des Oberflichenintegrals zweiter Art. Jede Aquivalenzklasse von dquivalenten Parame-
trisierungen definiert also eine Orientierung des Flichenstiicks. So ist z.B. g(w) = f(w1, —w3),
w € Go := {(w1,w2) € R*: (w1, —ws) € G} ein Représentant der zu f(u) = f(ui,u2), u € G
entgegengesetzten Orientierung.

Beispiel 3.6 Mit

Up — U2 w1 + w2
_ _ 2
flu) = | ui +us und h(w) = W — 1wy
u? — u3 2
erhalten wir
11
/ _ 2 2 / _
h(w) = 1 1 , d.h. deth'(w) == >0,
2 2
und die Parameterdarstellung
w1
g(w) = f(h(w)) = | w2
w1wW29

einer Sattelfliche.
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Wir werden im Weiteren eine Fliche f : K — R? und das Flichenstiick F' = f(K) eigentlich
nennen, wenn K gleich der AbschlieBung eines beschrinkten Gebietes Q # () des R? ist, die
Abbildung f : Q — R? injektiv ist und Rang f'(u) = 2 fiir alle u € Q gilt. Unter einem zu-
sammengesetzten Flichenstiick verstehen wir die Vereinigung endlich vieler Fléchenstiicke,
die nur Randpunkte gemeinsam haben. Das Oberflichenintegral iiber ein zusammengesetztes
Flachenstiick ist dann gleich der Summe der Integrale iiber die einzelnen Flichenstiicke.

3.2 Integralsitze

Es seien nun 2 C R3 ein Gebiet und v :  — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld (z.B
das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Strémung).

(a) Die Differenz zwischen dem aus einem Quader Q = Q C Q herausflieenden Volumen pro
Zeiteinheit und dem in den Quader hineinflielenden Volumen pro Zeiteinheit ist gleich

//F T (2)dF, (3.1)

wobei die Oberfliche F' = 0Q des Quaders @ (ein zusammengesetztes Flachenstiick) so
orientiert ist, dass die Flichennormale nach auien (also in R?\ @ hinein) zeigt. Man nennt
das Integral (3.1) den Fluss von @ durch die Oberfliiche F .

(b) Bezeichnen wir mit |@| das Volumen von @, so ist offenbar

Ubersch
mittlere Ergiebigkeit bzgl. @ = vollI ezsc ZSS Q IQI / 7dF.
umen von

(c) Die Divergenz (Ergiebigkeit) des Vektorfeldes ¥ im Punkt z ist gleich dem Grenzwert
der mittleren Ergiebigkeit, wenn man @ auf den Punkt 2% zusammenzieht:

div ¥ (2°) := /761?

lim
d(Q)—0,20€Q,F=0Q !QI

wobei d(Q) := max {|z — y| : z,y € Q} den Durchmesser von @ bezeichnet. Gilt im Punkt
20 die Ungleichung div 7(300) > 0, so nennt man z° eine Quelle des Vektorfeldes 7, ist
div 7 (z°) < 0, so Senke.

(d) Wir erhalten / / TdF = / / / [agxl 822;2) agz(g)} dz |

(e) Der Grenziibergang in (c) liefert somit unter Verwendung von (d)

Ov1(2%)  Ovg(x®)  Ous(a?)
83?1 + 8x2 + 8:[:3 '

div ¥ (z°) =
Man nennt das Vektorfeld v : @ —s R? quellenfrei, wenn div ¢/ (z) = 0 Va € Q gilt.

Unter (d) steht die “elementare” Form des Gauf’schen Integralsatzes im R3. Fiir dessen allge-
meine Formulierung benétigen wir folgende Definition.

Definition 3.7 Eine kompakte Menge B C R3 heifit Bereich mit stiickweise glattem Rand,
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
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(B1) B ist die Abschlieffung einer nichtleeren offenen Menge Q C R3.

(B2) Der Rand OB von B ist die Vereinigung endlich vieler eigentlicher Flichenstiicke fi(Q),
kE=1,...,n0 (% C R? nichtleer und offen), die nur Randpunkte gemeinsam haben, wobei
Rang f}(u) =2 Vu € Q gilt und der Rand von Qy, stiickweise glatt ist.

(B3) Die Normalenvektoren auf OB weisen nach auflen.

Satz 3.8 (Gauf’scher Integralsatz) Es seien B C R® eine Bereich mit stiickweise glattem
Rand F = OB und v : B — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

//Fﬁcl?:///Bdivﬁ(x)dx.

Interpretation: Die durch die Oberfliche von B flieende Fliissigkeitsmenge ist gleich der
Menge, die die Quellen in B produzieren.

Folgerung 3.9 Es seien ¢ : B — R ein stetig differenzierbares Skalarfeld auf dem Bereich
B C R? mit stickweise glattem Rand F = 0B und d e R? ein beliebiger, aber fest gewdhlter
Vektor. Wir betrachten das Vektorfeld W (z) = p(z) @ , x € B. Aus dem Gauf’schen Integralsatz
3.8 folgt dann

//Fﬁd?: <//F@(x)d?,7>:///Bdivﬁ(g;)dx: <//BV@($)de’,ﬁ>.

Da diese Beziehung fiir alle deR3 gilt erhalten wir den Gauflschen Integralsatz fiir Ska-

larfelder
//FsO(x)dﬁz///BVSO(x)dx,

wobet die Integrale komponentenweise zu bilden sind.

Beispiel 3.10 Ein Korper B schwimme in einer Flissigkeit mit dem spezifischen Gewicht p.
Mit B* bezeichnen wir den Teil von B, der sich unter der Fliissigkeitsoberfiiche befindet. Die
Gesamthohe des Fliissigkeitsstandes sei h > 0. Dann ist die Druckverteilung durch

Po : $3Zh7
p(z) =
po+ph—z3) : 0<z3<h,

gegeben, wobei py der Luftdruck tiber der Fliissigkeitsoberfliche ist. Der Auftrieb X ist definiert
als die Kraft, die durch den Druck erzeugt wird. Dabei ist zu beachten, dass der Druck der nach
auflen gerichteten Flichennormalen entgegenwirkt. Mit F = OB, F* = OB* und F, = 0(B\ B*)
ergibt sich aus Folgerung 3.9

A = —//Fp(a:)d?:—//*p(x)d?*—//*p(x)d?*
_ —//B*Vp(x)da:—///B\B*Vp(x)da::—///* _gp dz = p| B §

Das ist genau das Archimedes’sche Auftriebsgesetz: Die Auftriebskraft ist dem Betrag nach gleich
dem Gewicht der verdringten Fliissigkeit.
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Folgerung 3.11 Es sei v : D — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, wobei D C R?

durch die stiickweise glatte und geschlossene Jordankurve I' = {v(t) : t € [a,b]} berandet werde.
Wir definieren B
B=Dx[0,1] = {:L‘GR (xl,xg)eD,ngggl}

und
v1 (1, 22)

W:B—R, z— va(z1, 22)
0
Mit F* = 0B und F =T x [0,1] erhalten wir aus Satz 3.8

// (2;1 gj;i) (71, 72) /// div 7°(x xl,azg,xg):/F()?Od?O:/F?od?’

wobet F' die Parameterdarstellung

Y1 (t)
fit,z2)=1| @) |, a<t<b0<z<1,

z

mit der nach auflen gerichteten Fldchennormalen

m(t) 0 Y2(t)
W(tz)=| %) | x| 0| =] -7
0 1 0

gestattet. Also gilt dF = T (t,z)d(t, z) und

1 b b
J[ 70 = [ [ (@°0005000.2), 7 2) etz = [ [0 - b)) dr.
F 0 a a

so dass ) ,
U1 () B B
// <8x1 6952) d(z1,32) = /F(vldxz vadar) .

Das ist der Gaujf$’sche Integralsatz in der Ebene (vgl. Satz 2.22).

Unter der Zirkulation eines Vektorfeldes v : © — R? liings einer geschlossenen rektifizierbaren
Jordankurve I' = I'y C €2 verstehen wir das Wegintegral zweiter Art

Lv(x) dz .

Definition 3.12 Ein Flichenstick F' = {f(u) tu € b} C R3 nennt man einfach, wenn fol-
gende Bedingungen erfillt sind:

1. D ist offen, nichtleer und einfach zusammenhdngend mit stiickweise glattem Rand.
2. Der Rand von D ist positiv orientiert, d.h. D liegt links von 0D .

3. Die Abbildung f : D — R> ist injektiv und zweimal stetig differenzierbar, und es gilt
Rang f'(u) = 2 fiir alle w € D.
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(f) Es seien v : Q@ — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und F' C Q ein einfaches

Flichenstiick mit dem Rand OF , Q C R? offen. Die mittlere Wirbelstéirke von v bzgl. F
ist dann gleich

1

— v(z)dz
\F| Jor

und die Wirbelstirke im Punkt 20 € Q bzgl. der Richtung 7 gleich

1

1i — de,
ovsne 7] Jor "

n

W—>(x0) =,

wobei der Grenzwert iiber ebene Flichenstiicke F' mit der Normalenrichtung 7 zu nehmen
ist. Es sei z.B.

OF = {’Y(t) = (’Yl(t)v’}?(t)vxg) rast< b} )

also 0D = {(71(t),72(t)) : @ <t < b} . Dann folgt unter Verwendung von Folgerung 3.11

b b
/ o()dr = / (o((£)), 7 (1)) dt = / [ (O (E) + va(r(E)(0)] dt
oOF a a

= [ @ et el = [[ (5250 dwr,a).

also

0 0 0
W (20) = avgg ) _ 8”59(; ) fr W= [ 0 ] .

Allgemein gilt W+ (2°) = (rot o (29), ﬁ> mit

[ Ov3(2)  Owa(2?) T
83:2 B 83:3
ot T (20) — Ovi(2%)  Ovs(z") | _ [ 3}3 20y — 20
t 7 (a0) = S~ e, =| 7u0 k:1><7( )=V x U (2").
Ova(z%)  Ovy(a0)
L (9:61 B 8:152 |

(g) Es seien v: Q — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld und F = {f(u) :u € D} C Q

ein einfaches Fliachenstiick und 9D = {(t) = (y1(t),72(t)) : a <t < b} stiickweise glatt,
so dass OF = {f(y(t)) : a <t <b} . Dann gilt

b
/ o(e)dr = / (W), P ()Y (@) de
oOF a

’ 10
- / v<f(7(t)))T[afW(t)) of ((#)) ] [”l ]dt

Our Ouy Y3(t)
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b
= [ ]pueon 2Oy + o6

= |t 2 ot 2

Folg.3.11 //D i;; (U(f(u))T aafiz)) _ 832 <U(f(u))T 851(;;))} du

- I ( () ag;j)T ) (g 2400) 240

= [ v - v S .

Fiir einen konstanten Vektor a = [ ai as as }T € R3 gilt

3
[v’(x) ] a= [ 23: <ag]x: ag’;(j)> ag ] =rot U (x) x @ .
=1

j=1

Also ist

[ vtz = [ (s e, 2 ) [ s a7,

Satz 3.13 (Stokes’scher Integralsatz) Sind v:Q — R3 ein stetig differenzierbares Vektor-

feld und F C Q ein einfaches Flichenstiick, so gilt

/aFv(:U)dx://Frotﬁcl?.

Interpretation: Die Zirkulation entlang einer Kurve ist gleich dem Integral {iber alle Wir-
belstdrken auf einem Flachenstiick, welches von dieser Kurve berandet wird, also gleich dem

Wirbelfluss durch dieses Flachenstiick.

Folgerung 3.14 Es seien v : Q — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und B C Q ein
Bereich mit stiickweise glattem Rand F = 0B, der sich als Vereinigung endlich vieler einfacher

Flichenstiicke darstellen ldsst, die nur Randpunkte gemeinsam haben. Dann gilt

//Frotﬁcl?:o,

d.h. der Wirbelfluss durch eine geschlossene Oberfliche ist gleich Null.

Folgerung 3.15 Wir betrachten den ebenen Fall. Seien also v : Q — R? stetig differenzierbar,
D C Q C R? und D ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit stiickweise glattem Rand 0D .

Dann folgt

/(B)D(mdm—i-vzdm)Z/aDv(iL’)da:://Dro‘LWdB://D (g;i-g;;) d(z1,x2) .

In der Ebene sind also Stokes’scher und Gaufischer Integralsatz identisch.
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3.3 Folgerungen aus den Integralsitzen

T
e Mit der Bezeichnung V = [ 8%1 d 8%3 } (Nabla — Operator) haben wir fiir ¢ :

Oxo
QO—R .

dp  Op Iy

Vop=| —/— —/— — = d
14 [ 8951 61’2 8.%3 :| grade
Gradient von und fiir v: Q — R3
¥
o (92}1 82}2 81}3

+ =2 =divd

V‘U:<V,U>—aixl+aix2 81‘5

(Divergenz von ') sowie
V xv=rot v

(Rotation von ).
o Fiir ,90: Q — R, v,w:Q — R3und \, u € R gilt
VA + ) = AV +uVy,
V(Ao + pw) = AVv) + p(Vw),
Vx (M+pw) = MV xv)+upu(Vxw).

e Fiir a € R3 schreiben wir

0 0
a-V=a—+a—+a3

8:61 8x2 87$3 '

e Ferner ist fiir ¢ : Q@ — R

82?}1 821)2 82’03
(V-V)p=V-(Vy) ivgrad ¢ 922 + 022 927 Y

(A - Laplace-Operator).

e Varianten des Gauf3’schen Integralsatzes (F' = 0B):

1. Satz 3.8: //F?d?:///Bdivﬁ(:ﬁ)d:c
2. Folg. 3.9: //Fgo(x) d?:///B Vo(z) da
3, //F?xﬁz—///Bmt?dx

e Varianten des Stokes’schen Integralsatzes:

1. Satz 3.13: /E)Fv(x)dx—//lrrotﬁd?
2, /&ng(x)dx:—//wad?

3. aFﬁxda;:—//F(d?xv)xﬁ
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e Formeln der partiellen Integration: Es seien ¢, : 2 — R zweimal stetig differenzier-
bar und B C 2 C R? ein Bereich mit stiickweise glattem Rand F = 9B . Dann gelten die
erste und zweite Green’sche Formel

/// SDAMI_//WﬁdF //BW%W)) da, (3.2)
I (o —viz) o= [ oav—vacas a3

Dabei bezeichnet 77, ne die normierte duflere Normale. Aus der ersten Green’schen Formel

folgt (fiir p = 1)
//ajnedp J[[ svar. (3.4)

3.4 Wirbel- und quellfreie Felder

Es seien Q C R? ein einfach zusammenhiingendes Gebiet und ¢ : @ — R, v : Q — R? zweimal
stetig differenzierbar.

(a) Aus divrot 7 =V - (V x ¥) = (V x V, ) = 0 folgt:

’Jedes Wirbelfeld ist quellfrei.‘

(b) Aus rot (V) =V x (Vy) = © folgt:

’Jedes Potentialfeld (Gradientenfeld) ist wirbelfrei.

Das ist uns schon aus den Uberlegungen in Abschnitt 2.3 bekannt. Mehr noch: Nach Satz
2.20 ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : © — R? auf einem einfach zusam-
menhingenden Gebiet Q C R? genau dann ein Gradientenfeld, wenn es wirbelfrei ist.

(c¢) Sind also rot ¥ = © und div ¥’ = 0 in 2, so existieren ein Potential ¢ : @ — R mit
U = V. Es folgt 0 = div 7 = Ay auf Q. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
¢ : © — R heifit harmonisch, wenn Ap(z) = 0 fiir alle x € Q gilt.

(d) Fiir y € R? betrachten wir die Funktion s, : R?\ {y} — R, z — —In|z — y|. Es folgt

— 1
Vsy(a:):—%.lm Fall y € R? setzen wir sy:R3\{y}—>R,xb—>ﬁund
r—=Yy r—y
r—y
erhalten Vs, (x) = — , also
=T yp
Viyo) = - CERI ), d=23,

Es folgt
Asy(r) =0 VxeR\ {y}.

Hinweis: Sind I' C R? eine von einem rektifizierbaren Jordanweg erzeugte Kurve oder ein
Fléchenstiick, ¢ : I' — R eine stetige Funktion und

B(x) = /F oW)sy(z)dTy, =€ RINT

(Integration bzgl. i, Kurven- bzw. Flichenintegral erster Art), so ist ® : R\ I' — R
harmonisch.



40

KAPITEL 3. OBERFLACHENINTEGRALE UND INTEGRALSATZE

Im Weiteren seien B C R? ein Bereich mit stiickweise glattem Rand und Q = int(B) sowie
F = 0B der Rand von B (und Q).

(e)

Dirichlet-Problem: Gegeben ist eine stetige Funktion g : F' — R, gesucht eine in
harmonische und auf B stetige Funktion ¢ : B — R mit ¢(z) = g(x) Vo € F'.

Wie viele Losungen kann dieses Problem haben? Sind ¢1, p2 : B — R zwei auf B zwei-
mal stetig differenzierbare (d.h. in einer B umfassenden offenen Menge zweimal stetig
differenzierbare) Losungen, so 16st ¢ = ¢1 — ¢ das homogene Problem

Ap=0 in Q, =0 auf F.

Aus der ersten Green’schen Formel (3.2) folgt dann

J[[ w90 da=o0.

also Vi = 0 auf B. Damit ist ¢ auf B konstant und somit, wegen ¢ = 0 auf F', identisch
Null. Es kann also nur eine auf B zweimal stetig differenzierbare Losung geben.

Neumann-Problem: Gegeben ist eine stetige Funktion g : F¥ — R, gesucht eine in 2
0
harmonische und auf B stetig differenzierbare Funktion ¢ : B — R, die ajgo =gauf F
It

(genauer: in allen Punkten von F , in denen die &ufiere Normale 7 wohldefiniert ist) erfiillt.
Hier folgt aus der ersten Green’schen Formel (3.2), dass sich zwei auf B zweimal stetig
differenzierbare Losungen dieses Problems nur durch eine additive Konstante unterscheiden
konnen.

Gemischtes Randwertproblem: Gegeben sind die stetigen Funktionen g, h : F —
R mit h > 0 und h # 0 auf F, gesucht ist eine in 2 harmonische und auf B stetig
0
differenzierbare Funktion ¢ : B — R, die der Bedingung % + hp = g auf F' geniigt.
I

Fiir die Differenz ¢ = @1 — @9 zweier zweimal auf B stetig differenzierbarer Losungen folgt
aus der ersten Green’schen Formel (3.2)

/// ]V90|2d:v://cpajsodF:—// hp*dF <0.
B PO F

Hieraus ergibt sich wieder Vo = 0 und somit ¢ = ¢y = const auf B. Also ist h¢y =
0
_8% =0, d.h. ¢g = 0. Es gibt somit hochstens eine auf B zweimal stetig differenzierbare

Losung.

Poisson-Problem: Gegeben sind die stetigen Funktionen f: 2 — Rund g: FF — R,
gesucht ist eine auf {2 zweimal stetig differenzierbare und auf B stetige Funktion ¢ : B —

R, die
Ap=f in Q, =g auf F

geniigt. Dieses Problem kann in zwei Teilprobleme zerlegt werden: Man sucht ¢ = 1 + 9
mit

Apr=f in Q, ¢1=0 auf F

und

Aps=0 in Q, @a=g auf F.
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i) Sind ¢ : B — R eine zweimal stetig differenzierbare Losung des Problems
Ap=f in Q, ¢=0 auf F

und ¢ : B — R eine beliebige zweimal stetig differenzierbare Funktion mit ¢ = 0 auf F',
so folgt aus der ersten Green’schen Formel (3.2) (man vertausche die Rollen von ¢ und )

—///B<w,w> dm://dem.

Diese Tatsache kann fiir einen schwécheren Losungsbegriff verwendet werden, indem man
p: B — R, =0 auf F' eine schwache Lésung nennt, wenn die letzte Gleichung fiir alle
Funktionen ¢ : B — R aus einem geeigneten Funktionenraum gilt. Auch fiir homogene
Neumann-Randbedingungen, d.h. fiir das Problem

9
Ap=f in Q, %:o auf F

kann man dies aufschreiben, wobei hier keine Randbedingungen an v zu stellen sind.

(j) Ein Vektorfeld @ = rot 7 : @ — R® nennt man also ein Wirbelfeld (vgl. Punkt (a))
und 7 ein dazugehoriges Vektorpotential. Aus (a) folgt, dass die Bedingung dived =0
in Q notwendig dafiir ist, dass W ein Wirbelfeld ist. Seien nun diese Bedingung erfiillt,
2% € Q und Q sternférmig bzgl. 2° sowie

1
o (x) :/ (W (2% + t(x — a°)) x (x —2")] dt, x€Q.
0
Unter Verwendung der Formel
— =
rot {7 X ?} = 7div€> — 7div6> +adb—ba

kann man zeigen, dass dann rot T =uinQ gilt.

(k) Sind @ = rot ¥ ein Wirbelfeld und V¢ ein Gradientenfeld, so folgt aus (b)
W =rot (U 4 V) ,

d.h., auch ¥ + Vi ist ein Vektorpotential fiir W . Umgekehrt folgt aus @ = rot ¥ =
rot @ , also aus rot (7 — 7) = O, nach Satz 2.20, falls Q einfach zusammenhéngend ist,

7—7:Vgp.

(¢) Wir suchen zu einem quellfreien Wirbelfeld W = rot U ein quellfreies Vektorpotential, also
nach (k) ein Skalarfeld o, so dass div (7 + V) = 0 gilt. Man erhilt also die Gleichung

Ap=—divd.

(m) Es seien ¥ : @ — R3 ein gegebenes Vektorfeld und die Gleichung Ap = div ¢ auf dem
sternférmigen Gebiet  losbar. Es folgt div (7 — V) = 0. Nach (j) existiert also ein
Vektorfeld @ : 2 — R3 mit ' — Vi = rot @ . Also ist ¥ = rot w + Vi als Summe eines
quellfreien und eines wirbelfreien Vektorfeldes darstellbar.

1

|~y
(d =3),y € int(B) und B, = B\ U:(y), F. = 0B. an, um eine Darstellungsformel fiir

harmonische Funktionen zu gewinnen.

Wir wenden jetzt die zweite Greensche Formel (3.3) auf die Funktion ¢(z) = sy(x) =
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e Zuvor einige Betrachtungen zu Integralen mit Singularitéten: Es seien B C R™ Jordan-
messbar und f : B\ {:):0} — R gegeben. Fiir jede Jordan-messbare Umgebung U von z”
(d.h., fiir jede Jordan-messbare Menge U C R? fiir die 2° innerer Punkt ist) existiere das
Integral fB\7U f(x) dx . Wir sagen, dass das uneigentliche Integral

/ f(z)dx (3.5)
B

existiert, falls fiir eine beliebige Folge (U,,),>°; von Umgebungen von 2z, die sich fiir n —»
oo auf 2° zusammenziehen (d.h., es existieren ¢, > 0 mit U,, C U, (2°) und ILm en =0),
n oo

der Grenzwert

lim f(z)dx

existiert. Dieser Grenzwert ist dann unabhéngig von der Wahl der Folge (U,),~; und
definiert den Wert des Integrals (3.5).

Beispiel 3.16 Es seien R > 0, A € R und m = 2 oder m = 3. Das Integral fKR(@) 2|~ dx

mit Kp(z°) = {z € R™ : |x — 2% < R} existiert genau dann als uneigentliches Integrals, wenn
A <m gilt.

Folgerung 3.17 Es seien B C R™ Jordan-messbar und f : B\ {:CO} — R gegeben. Fiir ein
R > 0 gelte Kp(z®) C B und

|f(z)] < x € Kr(x \{xo}

¢
|z — 20|}’

mit Konstanten ¢ > 0 und A\ < m € {2,3} . Ferner sei f auf B\ U fir jede Jordan-messbare

Umgebung U von z integrierbar. Dann existiert das uneigentliche Integral [ f(x)dz.
B

e Man erhilt fiir eine auf dem Bereich B mit stiickweise glattem Rand F' zweimal stetig
differenzierbare Funktion ¢ : B — R die Formel

0= g0 [ g [ g ane g [f] G

y € int(B) =: Q, wobei das letzte Integral im uneigentlichen Sinne existiert. Ist ¢ har-
monisch in 2, so ergibt sich die Darstellungsformel

0= [ g e e g [0 o @R, yeo. 3o

e Sei ¢ : 2 — R auf der offenen Menge € harmonisch. Wendet man die Darstellungsformel
(3.6) auf B=K,(y) C Qund F = F, = 0K, (y) an, so erhilt man die Mittelwerteigen-
schaft harmonischer Funktionen

w(y)zzgﬂ//ﬂwﬂ.

Aus der Mittelwerteigenschaft erhilt man das Maximumprinzip.

Satz 3.18 (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) Ist ¢ : Q@ — R auf dem
Gebiet Q C R® harmonisch und nicht konstant, so kann ¢ in Q kein Mazimum besitzen.



Kapitel 4

Anhang

4.1 Felder in krummlinigen orthogonalen Koordinaten
Definition 4.1 Unter einer orthogonalen Koordinatentransformation verstehen wir eine
stetig differenzierbare Abbildung
T:D—R wu—z=T(), DcCR?,
mit det T'(u) > 0 VYu € D und

< OT (u) 0T (u)
aUk ’ an

>:O7 j?k:172737j#k7u€D‘

Fiir jedes u® € int(D) existiert ein ¢ > 0, so dass die Wege 7* : (—¢,¢) — R?® mit v!(¢) =
T + t,ud,ul), ¥2(t) = T(ud,ud + t,ud) und ¥3(t) = T(u?,uy,ud + t) wohldefiniert sind.
Die zugehorigen, maximal fortgesetzten Kurven I'* nennen wir Koordinatenlinien durch den

T 0
Punkt 2° = T'(u®). Wegen (7*)'(0) = 0 aiu ) schneiden sich diese Kurven in x° paarweise
k
rechtwinklig. Die Vektoren
- 1 0T (u) . oT (u)
= t =
) = T i ) = | %0
bilden wegen
1
er(u),e;(u)) =0d0; und det |eq(u)|ea(u)les(u)| = detT'(u) =1
(@ (). (u)) = 5 FR) )] = s det T )

ein orthogonales Rechtssystem, das sogenannte Rechtsdreibein entlang der Koordinatenlinien.

Beispiel 4.2 (Zylinderkoordinaten) Die Transformation T : D — R3 mit

U1 COS U2
T(u) = | upsinug und D = (0,00) x [0,27] x R
us

ist eine orthogonale Koordinatentransformation, wobei T'(u) = u1, g1(u) = 1, ga(u) = uq,
g3(u) =1 und

COS Uy — sin us 0
ei(u) = | sinug |, ea(u)=| cosusg , e3(u)=10
0 0 1

43
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Zylinderkoordinaten: Koordinatenlinien

Beispiel 4.3 (Kugelkoordinaten) Die Transformation T : D — R3 mit

U1 COS Ug COS U3 -
T(u) = Ul sin U2 COS U3 und D = (07 OO) X [0’ 27-‘-] X (_5’ 5)
u3 sin ug

ist eine orthogonale Koordinatentransformation, wobei T'(u) = u? cosuz und

gi(u) =1, go(u) =wujcosuz, g3(u)=u

sowie
COS U COS U3 — sinuy — COS U9 sin us
e1(u) = | sinugcosus |, e€2(u)= | cosus , e3(u) = sin ug sin ug
sin us 0 COS U3

Kugelkoordinaten: Koordinatenlinien
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Beispiel 4.4 (Toruskoordinaten) Fiir a > 0 ist die Transformation T : D — R3 mit
(@ + uy cosug) cos ug
T(u) = | (a+ujcosug)sinug und D = (0,a) x [0,2n]?
U1 sin ug

eine orthogonale Koordinatentransformation, wobei T'(u) = uj(a + uj cosus) ,

gl(u) = 1’ gQ(U) = a+ uycosusg, g3(u) = U1

und
COS U COS U3 — sinug — COS U9 sin ug
e1(u) = | sinugcosus |, e2(u)= | cosus , e3(u) = sin ug sin ug
sin us 0 COS U3

Toruskoordinaten: Koordinatenlinien

Sind v : G — R? ein gegebenes Vektorfeld und 7 : D — G eine orthogonale Koordinaten-
transformation sowie v(u) = v(T'(u)), so folgt

3
O(u) =Y (w)é;(u)
j=1

wobei v;(u) = (v(u),€;(u)) die Koordinaten von v entlang der Koordinatenlinien bezeichnen.
Wir erhalten

~ 3 T (u e;(u
v (u) :Z |:8U]( )gj(u)Jrgj(u)a i )] , k=1,2,3.

Ouk - 0uk 0uk
7j=1
Beispiel 4.5 Auf v(z) = (23,0

,0) wenden wir T(u) aus Beispiel 4.2 an. Es folgt v(u) =
(u3,0,0) und 01 (u) = u cosug , Va(

u) = —u3sinuy sowie v3(u) = 0.

Man beachte fiir das Weitere, dass die Differentialoperatoren grad , div , rot und A sich stets
auf die z-Koordinaten beziehen.
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Es seien nun ¢ : G — R ein gegebenes Skalarfeld, T': D — G eine orthogonale Koordina-
tentransformation und ¥ (u) = ¢¥(T'(u)) . Es folgt

]:1
mit
e;j(u)) = ! ra u OT(u)
(Erad (T)50) = s (wadpr), )
L (W) i) 1090
g;( - oz, Ouj gj(u) Ouj ’
also
- ()
grad ¥ (u Zg ) 8u €j(u). (4.1)
j=1 7 J

Beispiel 4.6 (Gradient in Zylinderkoordinaten) Fir die Zylinderkoordinaten aus Beispiel
4.2 ergibt sich aus (4.1) die Formel

~ () - 1 9P(u) - O(u)
grad ¢ (u) = gi?) e1(u) + w gz(ag) e2(u) + ;/Ji:) é1(u)
bzw. mit uw = (r, ¢, z) kurz
o~ 10Y . 0

gradw— —f r+ra1£egp+a/lﬁez

Fiir ¢ : G — R und v : G — R3 folgt aus
Oy (x)v(x)] _ 0p(x) A (x)

Do = om, @ U() =5
die Formel

div (¢ 7) = (grad ¢, ¥) + ¢ div ¥ . (4.2)

Unter der Voraussetzung, dass 7' : D — G bijektiv ist, wenden wir die Formel (4.1) auf
Y(x) = [T~ (x)], , dh. Y(u) = (T (u)) = up, an und erhalten

1
grad uyp = o () er(u) (4.3)

und somit
e1(u) = ea(u) x e3(u) = ga(u)gs(u)[grad ug x grad us] .
Es folgt aus (4.2) und div (@ x ?) = (?,rot 7) - (7, rot ?)
div (v1e1) = div[gag3v1(grad ug x grad us)]

= g2g301 div (grad ug x grad us) + (grad (g3gsv1), grad ug x grad usz)

1 4. 1 0 v
— — (grad (g29371), 1) (:) (929371)
9293 919293  Ouq
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und analog

1 0 : - 1 0 ;
(919302)  div (75Es) = (919203)
919293 Ouy 919293 Ous
3
Wir schlussfolgern aus divv = div Z vje; = Z div (vj€;) die Formel
j=1 j=1

div (vge3) =

Qv — 1 [3(929301) +3(919302) +a(9192v3) (4.4)

919293 Ouq Ous dus

Beispiel 4.7 (Divergenz in Zylinderkoordinaten) Formel (4.4) liefert fir die Koordina-
tentransformation aus Beispiel 4.2

divy =

1 8(1141%1) 852 3(u153)
|: 8u1 + 8’LL2 + 6u3

u1

10wh) 1 9% 0% _10(,) , 107, 05

u;  Oug u; Ous  Ous r Or r Op 0z

Unter Verwendung der Formeln (4.3), rot (/@) = ¢ rot @ + (grad ¢) x @ und (4.1) erhalten wir
3 3

3
rotv = rot Z vje; Z rot (vj€;) Z rot (vjg;grad u;)

Jj=1 Jj=1 Jj=1

3
= Z [vjg;rot grad u; + (grad (v;g;)) x (grad u;)]

j=1

(1 0Wg) - 1

- S (L) (L
i=1 k=1 \Ik O J

1 O(vag2) . 1 a(71393)
— 2y —
9192  Ouy 9193  Ouy

1 90(vig1) ~ 1 3(0393)
es +
g291  Ous G293 Oun

1 0(vig1) ~ 1 0(v292) ~
€y — €1 9
g3g1  Ous g3g2  Ous

so dass
gieir gaez  gses

0 0 0
det | — — — . 4.5
919293 Ou;  Ougy Ous (45)

rotv =

giU1  g2U2  g3U3

Wiederum unter Beriicksichtigung von (4.1) ergibt sich

~ 1
Ay = divgrad ¢ = div Z 5 g:f ¢ = divd
J J
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1 oY

mit w; = ; a—uj ,j=1,2,3. Aus (4.4) folgt somit
3 ~
~ 1 0 [ 919295 Y
Ay = 7 . 46
919293 j; Ou; ( 9]2. Ou, (4.6)

Beispiel 4.8 (Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten) Formel (4.6) liefert fiir die Ko-
ordinatentransformation aus Beispiel 4.2

~ 1] 0 o o (1 oy ) o
Ay = — |— 7 | === — -
¢ (5% laul (ul 6U1> + (3’LL2 <u1 8UQ> + 8U3 <UI 8%)]

1a<a&>+182$ 0%

ror\"or ) Ta2 T oz

Py 10y 10% 0%
or2 r or  r2dp? 022

Beispiel 4.9 (Laplace-Operator in Kugelkoordinaten) Fir die Koordinatentransformati-
on aus Beispiel 4.3 liefert die Formel (4.6)

g b o), 0 (1 v\, @ o0
Ay = u%cosuzj, laul (UICOSU36U1>+8@L2 (COSUg 8u2>+8u;3 <C08u38U3
_ 10 (209 NS S PO
2 or <T 3T>+T2COS2’L98(,D2+T2COS’£9 09 CObﬁaﬂ )

4.2 Zur Wirmeleitungsgleichung

Wir betrachten ein kleines Volumenelement AB und eine kleine Zeitspanne At > 0. Mit u(x,t)

bezeichnen wir die Temperatur am Ort z € R? zum Zeitpunkt ¢. Die Anderung Au der Tempe-

Ou(z?, tp)
ot

2° € AB. Da die spezifische Wirmekapazitit ¢ angibt, welche Wirmemenge @ einem Kilo-

gramm des betreffenden Materials zugefiihrt werden muss, um seine Temperatur um ein Kelvin

zu erhohen, gilt in unserem Fall

ratur in AB wihrend des Zeitintervalls [tg, to + At] ist ungefihr gleich At mit einem

8U(LU0, tO)
ot

wobei p die Dichte des (homogenen) Materials sei. Zerlegen wir also einen Bereich B mit stiick-
weise glattem Rand in Teilbereiche und verfeinern die Zerlegung, so erhalten wir in der Grenze

AQ(B):cp//Bau(;’to)dmAt.

Setzen wir voraus, dass B keine inneren Wéarmequellen und -senken hat, so muss diese Warme-
menge AQ(B) dem Korper B iiber die Oberfliche F' = 0B zugefiihrt bzw. entzogen werden.
Also gilt

AQ(AB) = cp At|AB|,

AQ(B) = //F Agrad u(., to) dF At
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(Warmefluss durch die Oberfliche F'), wobei A die Wiarmeleitfahigkeit des Materials angibt. Mit
dem Gaufy’schen Integralsatz folgt

= /// div (Agrad u) doz At = )\// Au(z,ty) dx At
B B

wobei wir wiederum homogenes Material voraussetzen (A hidngt nicht von x ab). Somit ist

///B [alt((;tt()) - GQAU(IB,to)] dr=0. (4.7)

A

wobei a? = —— die Temperaturleitfihigkeit des betrachteten Materials ist. Da die Gleichung
cp

(4.7) auch fiir jeden Teilbereich By C B gilt, folgt die Differentialgleichung der Wirmeleitung

du

—a*Au=0. 4.
atau() (4.8)

Wirmeleitung in einem endlichen Stab. Als Beispiel betrachten wir die (eindimensionale)
Wirmeleitung in einem Stab der Linge ¢, d.h., das Problem (4.7) fiir (z,¢) € (0,¢) x (0, 00) mit
entsprechenden Rand- und Anfangsbedingungen:

Ou(z,t) o2 0?u(x,t)

5 92 =0, O<z<{,t>0, (4.9)
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0, (4.10)
u(z,0) = f(z), 0<x</{. (4.11)

Wir suchen eine stetige Funktion u : [0,/] x [0,00) — R, die die Differentialgleichung (4.9),
die Randbedingungen (4.10) und die Anfangsbedingung (4.11) erfiillt. Ein Separationsansatz
u(x,t) = v(x)w(t) fiir die Losung fiithrt auf die gewshnlichen Differentialgleichungen

V' (x) + po(x) =0 und  w”(t) + pa’w(t) =0

mit den Randbedingungen v(0) = v(¢) = 0 und einem unbekannten Parameter p € R. Nur fiir

po=pZ,n =12, mitp, = T existieren nichttriviale Losungen v,(x) = sin(unz) und

wy(t) = e®’#nt | Die Losung des Problems (4.9), (4.10), (4.11) suchen wir nun in der Form
27 e~ "1l sin (unx) . (4.12)
Die Anfangsbedingung (4.11) liefert
= Z% sin(pnpx), 0<z</, (4.13)

so dass, unter der Voraussetzung, dass f(z) integrierbar ist,

) l
W/o f(w)sin(?)dm, n=12,...

e Kann man in (4.12) gliedweise differenzieren, was garantiert, dass u(x,t) die Differential-
gleichung (4.9) erfiillt?
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Ist f:]0,¢] — R eine beschrinkte Riemann-integrierbare Funktion, so konvergieren die
gliedweise differenzierten Reihen

2,2, .
—aQZ'ynun —a®unt gin (n) Z'ynune *1nt cos (n) Z'Ynﬂn ~@ 't sin ()

gleichméBig auf [0, ] x [to, 00) fiir jedes tp > 0. Das impliziert, dass u(z,t) aus (4.12) die
Differentialgleichung (4.9) erfiillt.

. . — .o ?
Gilt tgr}rlou(x,t) f(z) fir u(z,t) aus (4.12)7

Wir setzen voraus, dass f : [0,¢] — R stetig ist, eine beschrinkte Riemann-integrierbare
zweite Ableitung besitzt und f(0) = f(¢) = 0 erfiillt. Dann gilt

202
/f cos(mgx dac 7r3n2/ 1" (z) sin 7rn:v> dx |

, n € N, mit einer Konstanten ¢y € (0,00). Ist nun € > 0 beliebig, so

also |vn| < con™2

[e'e} no
1 g 2,2 &
existieren ein ng € N mit ¢ E — < — und ein § > 0 mit ¢ E (1 —e @ “"t) < — fiir
" " no+1 n2 2 " n=1 2
0 _

alle t € (0,9) . Es folgt fiir (x,t) € [0,£] x (0,0)

no o)
1
D f@l < (-t i 3 L <e
et =Sl s (1-e ta Y o

n=ng+1

Zum Beweis des Gaufl’schen Integralsatzes

Wir verwenden folgende Formeln bzw. Aussagen:

(a)

(b)

()

(d)

(e)

N a1 a as ar b1 <
(@0 x @) =det | by by by | =det| ay by e | =det[alb]c]
c1 ¢y 3 az bz c3

det [ a|b|c]=det (A" [ Aa| Ab | Ac]) = (det A™') (det [ Aa | Ab| Ac ])

:det[ (detAfl) Aa ‘ Ab ‘ Ac ] —det[ ﬂAa

Ab ‘ Ac ]
_ 1 n
! = det A [ Ak] ]j,k—l )

b1 € Cm Ay, = (—1)7* det Aji, und Aj;, entsteht aus A durch
Streichen der j—ten Zeile und k-ten Spalte

wobei A = [ @k ]

Fiir  A(t) = [ ajk(t _, gilt

) i

d /

d—detA( ) = det[ di(t) ‘ as(t) ‘ as(t) |
+det [ a1 (t) ‘ ay(t) ‘ as(t) ]

+det [ a1(t) | az(t) | aj(t) | .

Wir schreiben A € C™"*™ in der Form A = [ al ‘ .. ‘ an, ] mita, € C".Ist ¢ : C"*" — C
ein Funktional mit den Eigenschaften
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@) o[ | o |+ Ao [ | Jon )
=¢([ar]| - Jan ) +re([ar |- [arar | b [ar |- |an])
fir b, € C", A € C,
() ([ Japp fa [ ) ==¢([ar ] [an]),
(e3) »(I) =1,
so gilt p(A) = det A fiir alle A € C™*™.
(f)EsseienA:[al‘---‘an],B:[bjk]jgzlz[bl‘---‘bn]EC”X”undvorerst
5::ijj7éO.Wir definieren
j=1
177,
@(A):—Zdet[al‘---‘ak_l‘Bak‘akH‘---‘an].
Bk:l
Es folgt
Qp([al""‘am—l‘am+)\cm‘am+l""‘an])
1 n
D R I T ICH PP
k=1k#m
—i—)\det[al"~‘cm‘-"‘Bak“-"an})
1
+B(det[a1‘-~‘am_l‘Bam‘amH“--‘an}
—I—/\det[al‘---‘am_l‘ch‘am+1‘~--‘an])
=p(A) +2r¢p([ar ] [am]em|ampr |- |an]),
so dass (el) erfiillt ist. Ebenso gilt (e2) und wegen
1 < 1 <
(P(I):Bzdet[el""‘@c—l‘bk‘ek—l—l""‘en]:BZbkkzl
k=1 k=1
auch (e3), und wir erhalten aus (e)
Zdet[a1‘~'-‘ak_l‘Bak‘akH‘---‘an]:(detA)ijj.
k=1 j=1

n
Durch Grenziibergang zeigt man, dass diese Formel auch im Fall Z bj; = 0 gilt.
j=1

e Esseien f: K — R3 eine Fliche, F = f(K) C Q1, Q1,0 C R3 offen, S : Q; — Qs ein
Diffeomorphismus (d.h., bijektiv, und S, S~! sind stetig differenzierbar), v : F — R3 ein
stetiges Vektorfeld und G := S(F'), d.h., G = g(K) mit g = So f. Es folgt

//F?d? — //K (7(f(u)),azu(1“) X azu(:)> du

@ / /K det [v(f(u))‘aggf) 855?} du.
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o Nun gt /(u) = (£ (00, b 2D = () %1 somit
JL7F = [ e (1500 | s || B ) a
® / / det[mg(f(u))v(f(u))agff) 8353) ] d“

- //< & aulu aguz >
- /Gma

wle) = grgrrea S (57 eaw) e (5 on)w) |

also
1

w(z) = m S’ (Sfl(a:)) v (Sfl(x)) .

e Verwenden wir die Bezeichnung T := S~!, so gilt S(T'(z)) = z und somit S'(T(z))T"(z) =
I. Damit erhalten wir

w(z) = (det T'(x)) [T'(2)] ' o(T (),

und folgender Satz ist bewiesen.

Satz 4.10 Es seien f : K — R? eine Fliche und F = f(K) das zugehorige Flichenstiick,
S Q1 — Qy und G := S(F) wie oben sowie v: F — R3 ein stetiges Vektorfeld. Dann gilt

//sz?://Gﬁd@,

S'(S7(z)v(S7 =), zed,

wobes

w(z) =

det S’(S—1(x))
bzw. (mit T = S~ : Qy — Q)

w(z) = [det T'(z)] [T'(z)]”

Satz 4.11 Sind A = [ a1 ‘ ‘ an ] e C"™" und B = [ bk ]j
gilt

n . .
_, € C" 2wei Matrizen, so

s

Zdet[al ‘ ...‘ak_l‘Bak‘akH ‘ ...‘an ] :(detA)Zbkk.

e Aus (c) folgt
[det T"(z)] [T/(ﬂf)]_l = [ Ag() ]j,lj:l )

wobei Ajx(z) = (—1)77F det [T"(x)] - Damit ist

3
=" Ay (@)or(T(x))
k=1
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e Andererseits ist z.B.

so dass

e Aus (d) folgt

= det

= v1(T(z))A11(z) + vo(T(2)) A1 (z) + v3(T(2)) Az (),

owi ()
8331

Jws(x)
81‘2

det [ v(T(x)) 8;;5?

[ o (T(2))

va(T'(x))

v3(T' ()

OT (z)
Oz3 ]
oTy(x) OTi(x) ]
81‘2 8563
8T2 (ZL‘) 8T2 (SL‘)
61‘2 6:53
8T3 (.%') 6T3 (x)
61’2 8.%’3

[ det v(T(x)) 6;;:) ngc) -
oT (x) oT (z) |
det o (T (z)) o3
[ 0T (z) | OT(x) ]
I det o, Oz v(T(z)) ||

O(T(z)) | 0T(z) | OT(z)
det{ o 15 Ox3 ]
i 27 (i z) |
+ det _ (T (z)) gx?(;afi 8(?353)
_ 2 2T (x) |
+ det _ v(T'(z)) 8;1;) §$?3($:)3 7
] PT@ )
— 4 t{ om0, | ") | T }
T (z) | Ov(T'(x)) | T (=)
+det[ D2y Oz Oz
+det { T (x) v(T'()) o1t
8.731 837282U3

93
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ows(x) O0?T(z) | 0T (x)
oxs N det[ Ox30x1 0xo v(T(x) ]
o [ oT(z) | 0°T(x)
+d t L 8931 8x38x2 U(T(x)) :|
[ OT(x) | 9T (x) | Ov(T(x))
- det L (91'1 81‘2 81'3 ] '

Setzen wir voraus, dass T'(x) zweimal stetig differenzierbar ist, so erhalten wir

div i (z) = det[ Ou(T'(z)) | T (x) 8T(q:)]

Oy Oy Oxs

+ det [ OT(x) | Ov(T(x)) | OT(x) |
| Oy 2 Oz3
o | 9T() | 9T (x) | Ou(T(2)) ]
+ det | Oy Oxa Oz3

= det | V' (T(x))

oT(x) | 0T (z) | 0T (x) ]

8.%'1 83?2 6903
[ OT(z) | , OT(z) | 0T (x) |
det
Hde 83:1 v (T(x)) 61’2 8{[}3
[ oT(z) | OT(x) | , 0T (x)
det
+de 81’1 8.732 U(T<x)) 8:63

D et T(@)] S O TD) _ et (2] div T (T(a)) -

X
k=1 Oz,

~

Satz 4.12 Sind v : Qo — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf der offenen Menge
Qy CR?, T : Q) — Qy ein C?-Diffeomorphismus und w : QO — R3 gegeben durch

o(T(x)),

w(z) = [det T’(a:)] [Tl(x)]_l

so gilt
div W (z) = [det T (z)] div Y (T(z)), ze€Q.

Bezeichnungen:

o B= {B C R?: B — Bereich mit stiickweise glattem Rand}

e Bg ={B € B: Auf B gilt der GauB}’sche Integralsatz.} - Menge der Gauf’schen Bereiche
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Satz 4.13 Ist By € Bg und ist T : By — Bs ein C?-Diffeomorphismus mit det T'(z) > 0
V€ By, soist By € Bg.

Beweis. Seien F} = 0B} . Dann gilt

/F27d?2 Satz 4.10 //Fla?d?l z///B1 div W (x) dz
Satz_.12 / / /B T (7)) det T () = / / /B divT ) dy.

Zeigen die Normalenvektoren auf F} ins AuBere von B, so gilt dies auch fiir die Normalenvek-
toren auf Fy beziiglich Bs, denn:

Fir F; = f;(K), dh. fo =To fi,y € int(Ba), y° € B gilt y = T(x), y° = T(2°) mit
z €int(By), 2° = f1(u°) € Fy, und es folgt (fiir 2 nahe bei )

<y—y0, 8“2221 ) af;sz )> = <T(x) —T(xo),T'(xO)a]gil ) T’(:t:o)algi2 )>

Q

Of1(z%) | ., o Of1(z%)
) | 70 28|

, of1(z)  Ofi (2
(det T'(z°)) <$—x0, ];13(31 ) X J;l:; )> <0.

det [ T'(29)(z — 2°) | T'(2°)

—~
=
=

Weitere Schritte im Beweis des Gauf3’schen Integralsatzes

(1) Es seien @ = [a1,b1] X [ag, ba] X [a3,b3] ein Quader und g : [a1, b1] X [ag, ba] — (0, 1] eine
zweimal stetig differenzierbare Abbildung. Wir definieren T : Q — R3 durch

T(x) = (x1,x9,a3 + (3 — a3)g(r1,22)) .

Nach Satz 4.13 gilt T(Q) € Bg .

(2) Durch Approximation kann man T'(Q) € Bg auch fiir einmal stetig differenzierbare Abbil-
dungen ¢ : [a1, b1] X [ag, ba] — (0,1] (vgl. (1)) zeigen.
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(3) Zerlegt ein Flichenstiick F', welches Graph einer Funktion g(zj,z9) ist, einen achsen-
parallelen Quader in zwei Teilbereiche By und Bs, so gehort jeder dieser Teilbereiche zu
Bg .

/

Begriindung: Man zerlege @) in achsenparallele Teilquader @ und entferne die Teilquader
Qr mit 0QxNF # (). Fiir die iibrigen Quader Q. , die mit B; einen nichtleeren Durchschnitt
mit positivem Jordanmaf$l haben, gilt B1 N Qr C B; oder B; N Qy ist von der in (1)
betrachteten Form. Durch Verfeinerung der Zerlegung kann man unter Verwendung der
folgenden Aussage zeigen, dass By zu Bg gehort.

(4) Sind B € B und (B,,) eine Folge Gaufl’scher Bereiche mit B, C B, |B \ B,| — 0 und
|0(B\ Bp)| — 0, so ist auch B ein Gaufl’scher Bereich.

(5) Sei B € B. Wir legen B in einen achsenparallelen Quader @ und zerlegen () in achsen-
parallele Teilquader Q)i , aus denen wir die entfernen, die Kanten von B enthalten. Die
Zerlegung konnen wir so fein wihlen, dass die restlichen Quader ganz zu B oder ganz zu
@ \ B gehoren oder durch 0B in zwei Teile wie in (3) zerlegt werden. Es bleibt dann wieder
(4) anzuwenden.
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