Vektoranalysis

4. I"Jbung — Krummlinige Koordinaten

1. Uberpriifen Sie, ob folgende Koordinatentransformationen orthogonal sind, und geben
Sie in diesem Fall das Rechtsdreibein entlang der Koordinatenlinien an:

(a) (parabolische Zylinderkoordinaten)

w2 —
T = 12 2, Ty = UUz, T3 = U3, (ul’u2’u3)€R3\{(0,O,S)ZS€R}
(b) (rotationsparabolische Koordinaten)
u? — u’

2 ) (ula u27u3) € (07 00)2 X [07 27T]

T1 = U1U2 COSU3, T2 = UIUY sin Us, Tz = 9

(c) (elliptische Zylinderkoordinaten, a > 0)
r1 = acoshu; cosuy, xo = asinhuysinuy, x3 = us,
(ug,ug,uz) € (R x [0,27] x R)\ {(0,0,s) : s € R}

2. Berechnen Sie die Koordinaten von v(x) = (z9, —23, 1) entlang der Koordinatenlinien
entsprechend Aufgabe 1, (a)-(c).

3. Man berechne grad o(T'(u)), Ap(T(u)) und div e’ (T (u)) fiir die in Aufgabe 1, (a)-(c)

angegebenen Koordinatentransformationen 7'(u) .



Bemerkung zur Aufgabe 1,(a):

2 2

T(u) = (U1 ; u27U1U2,U3) , u € R\ {(0,0,u3) : us € R}

Die Koordinatenlinien in der zyx2-Ebene sind die Bilder der Wege

2 _ (402 0y2 _ 42
,}/1<t) = (%71571‘270) ) 72<t) = (%71571‘(1)70) ) tER7

fur ud # 0 bzw. ! # 0 (Parabeln) und der Wege

1 1
’Yl(t) = (5 tz,0,0) ’ 72(75) = (_§t270a0) ) |t| >0.
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Koordinatenlinien in der x;z9-Ebene
Definieren wir D = (0,00) x R? und G = R3\ {(21,0,23) : 21 <0, 73 € R} so realisiert die
gegebene Koordinatentransformation 7' : D — G eine bijektive Abbildung.

Begriindung: Offenbar gilt T'(u) € G fiir alle w € D. Auflerdem besitzt fiir + € G das
Gleichungsystem

2 2
$1:M7 Ty = UU2, T3 = U3 (1)

die eindeutige Losung v € D mit

2 2 L2
Uy = i+ x5+ 21, U= , U3 =2x3.
\/\/x$+x§+x1




Ersetzt man D durch D = Rx (0, 00) xR und G durch G = R3\{(z1,0,23) : #; > 0, x5 € R},
soist T : D — G ebenfalls bijektiv. Das Gleichungssystem (1) hat dann fir z € G die
eindeutige Losung u € G mit

_ 2 2 _ T2 _
Uy = r{+x3—21, U= , Uz = T3.
\/\/x%jL:c%—xl

Bemerkung zur Aufgabe 1,(b):

ui — u3

) . u€(0,00)? x [0,27]

T(u) = <u1u2 COS U3, Uity SIN U3,
Die Koordinatenlinien sind die Bilder der Wege

2 _ (02
YH(t) = (tugcosug,tugcosug,ﬂ) , t>0,

2 0 0 4,0 o (u])?—¢
v (t) = tulcosug,tulcosug,? , >0,

(Parabeléste) und

02 _ (,,0\2
V(t) = (u?ug cost, ulud cost, M) , t€]0,2nm].

Koordinatenlinien: Bilder der Wege ~3



Koordinatenlinien: Bilder der Wege v*/2 fiir u3 = 0

Wihlt man D = (0,00)% x [0,27) und G = R3\ {(0,0,23) : 23 € R} ,s0ist T: D — G
bijektiv. Dabei hat fiir z € G das Gleichungssystem

2 2
Uy — Uy

2

T1 = UjUg COS U3 , To = ULUY sin us , T3 —

die eindeutige Losung v € D mit

ulz\/ xt+ a3 + 2i + a3, ugz\/\/x%jL:c%—l—xg—xg

und

Z1 . T2
SIn ug =

2 2’ 2 2’
]+ 75 VT + T3

Bemerkung zur Aufgabe 1,(c):

cosug =

T'(u) = (acoshuy cosug, asinhuy sinug, uz), u € (R x [0,27] x R)\ {(0,0,s) : s € R}
Die Koordinatenlinien in der zixo-Ebene sind die Bilder der Wege

v!(t) = (acoshtcosuy,asinhtsinug,0) , teR
(Hyperbelaste, falls u3 # 0, 7, 27) und

7*(t) = (acoshu cost,asinhufsin¢,0) , ¢ € [0,2n]

(Ellipsen, falls u? # 0).
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Koordinatenlinien in einer Ebene z3 = const

Wir zeigen, dass T': D — G eine bijektive Abbildung realisiert, wobei D = R x (0,7) x R
und G = R3\ {(21,0,23) : |z1| > a, 23 € R} . Seix =T (u),u € D. Wire x5 = 0, so miisste
u; = 0 sein, woraus x; = acosuy und somit |z1]| < a folgt. Also gilt z € G. Es bleibt zu
zeigen, dass fiir x € G das Gleichungssystem

r1 = acoshuycosuy, o9 =asinhwu;sinuy, x3=us

2 2
ﬂ) 4 <@) , so erhalt man diese

eine eindeutige Losung u € D besitzt. Setzt man b* = (
a

a
als eindeutige Losungen der Gleichungen

(
1—0)2 a2 1-1
+\/\/T+ﬁ_ 5 12> 0,

sinh uy = 0 D1 =0,
(1—-0v2)2 22 1-—0b?
— —_ 4+ —= - : <0
\ \/\/ 4 + a? 2 2 ’
COS Uy = L und us = 3.

a cosh uy



