Handzettel Vektoranalysis

‘ Flichen- und Volumenintegrale ‘

Variablensubstitution: /Bf(x) dx = /Ef(g(u))u(u)\ du , wobei J(u) = det ¢'(u) .

Polarkoordinaten: u = (r,), 7 >0, 0 < ¢ < 27,

X1 =rcosp, xo=rsing, J(r,p)=r.

x1 =rcospcost, xg =rsinpcos?d, xz =rsind, J(r,p,0) =7

Kugelkoordinaten: u = (r, ¢, %), r > 0,0 < ¢ <21, —
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Zylinderkoordinaten: u = (r,p,2), r >0, 0< p <27,z € R,

xy=rcosp, ro=rsing, rg=2z, J(r,p,z)=r.

‘ Wegintegrale ‘

‘ 1. Art

2. Art

gegeben vila,b) — R, I'=T, ={v():tela,b]},s:[ab] —[0,L], L=L(y)
gegeben p:I'—R v=(v1,...,0p) : I — R™
b b
Definition /gp(m) ds = / o(v(t)) ds(t) /v(x) dx = / v(y(t)) dvy(t)
b b m b
Berechnun (@) (2] dt (v(y(£)),7(t)) dt = v ()5 (t) dt
g /a p(y ()7 /a ()5 ;/a YD)

Notationen /cpds, /gp(m) |dx| /vl(x) dxi + ...+ vy (x) dey,

m=2 /go(x,y) ds /f(mvy) dr + g(x,y) dy

m=3 o(x,y,2z)ds

/

/ F(@,y,2) da + gla,y, =) dy + he,y, 2) dz
i




e Berechnungsregel:

Ersetze z durch «(¢) und beachte

ds(t) = s'(t)dt = [§(t)|dt = /[ )2 + ... + [im(D)]2 dt bzw. dy(t) = 4(t) dt!
e Oder (m=2,m=3):

Ersetze =, y und z entsprechend durch 7 (t), y2(¢) und ~3(t)

sowie dx, dy und dz durch 41 (¢) dt, 42(t) dt und 3(t) dt!

e Im Fall m = 2 oder m = 3 schreibt man oft fiir v1(¢), v2(¢) und ~3(¢) einfach x(t), y(t)
und z(t).

e Man nennt ¢ : I' — R ein Skalarfeld und (fiir m > 1) v : I' — R™ ein Vektorfeld.

Bemerkungen und Hinweise:

e Im Fall einer Jordankurve I' = I'y, mit einem Jordanweg 7 kann man auch von einem
Kurvenintegral sprechen und fr statt f7 schreiben, weil diese Integrale dann vom gewéhlten
Jordanweg unabhéngig sind: Sind némlich I' =T'\1 = T2, 72 =~lox und x : [ag, by] —
la1, b1] eine stetige Bijektion mit x(a2) = a1 , so folgt (mit s = s/(t), t € [a;, b;])

b1 b2
[ewias = [Tetraasto = [ et ) dst o)

al a2

bzw.

b1 bo
T)dr = (At A~y (t) = (v (v (7)) dy (x (T
Ll /(@) / (v () dy () / (v (x(m))) dv (x(7))

ai a2

Sind die eingehenden Funktionen sdmtlich differenzierbar, so schreibt sich dies unter Ver-
wendung der Kettenregel z.B. im Fall des Wegintegrals zweiter Art auch wie folgt:

b

by
[t w) de= [ e ) At ) i ds

ai a2

ba b2
= [T A k() dr = [ ), 0)) dr

az az

e Beachte: Bei einem Kurvenintegral zweiter Art / v(x) dz ist anzugeben, wie die Kurve
I
orientiert ist. Die vorangegangenen Uberlegungen zeigen némlich, dass bei Verwendung

einer Bijektion x : [ag,bo] — [a1,b1] mit x(ag) = b; das Wegintegral zweiter Art beim
Ubergang von 7! zu 72 mit —1 multipliziert wird. Dagegen ist das Kurvenintegral erster
Art von der Orientierung der Kurve unabhéngig.



e Anwendungen des Wegintegrals erster Art:

b
— Lénge eines Weges: / ds = / |y(t)| dt
¥ a
— Gesamtmasse bzw. -ladung einer mit Masse bzw. Ladung belegten Kurve:

/ p(x)ds, p — Dichte der Masse- bzw. Ladungsbelegung
.

— Schwerpunkt z* einer mit Masse belegten Kurve:

1 1
zt = R/uclp(gzc)ds, x5 = R/xgp(x) ds, m:/p(x)dx
Y v 7

e Anwendungen des Wegintegrals zweiter Art:
— Arbeit eines Kraftfeldes F': 'y — R3 entlang eines Weges,
z.B. / Fi(z,y,2)dx + Fy(z,y,2)dy + F3(z,y, 2) dz
gl

— Zirkulation eines Geschwindigkeitsfeldes v : I' — R3 entlang der Kurve I",

z.B. / Uz (2, Y, 2) do + vy(x,y, 2) dy + v (z,y, 2) dz
r
e Wegunabhéngigkeit:

— FEin stetiges Vektorfeld v :  — R™ ist genau dann ein Vektorfeld mit im Gebiet

Q C R™ wegunabhéngigem Integral / v(z) dx , wenn es ein Gradientenfeld ist.
gl
— Ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : @ — R™ auf einem einfach zusam-
menhéngenden Gebiet 2 C R™ ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn die Inte-
grabilitdtsbedingung

Ovj(x) B Ovg(x)
31‘k - 31‘j ’

VeeQ, Vik=1...,m,

erfiillt ist.

— Ist ¢ : 2 — R ein Potential zu v : 2 — R | so gilt fiir einen entsprechenden Weg
v : [a,b] — Q die Formel



‘ Oberflachenintegrale ‘

‘ 1. Art ‘ 2. Art
gegeben [ K —R} F=fK)
gegeben p: F—R v = (vy,v2,v3) : F — R3
Definition // pdF // TdF = // (v, np) dF
F F F

n_>e - normierte Flidchennormale

Berechimng | [ [ o(#) [Tl | [[ @) T @)du= [[ (w(r).n(w)du

T T

- €
6u1 6u2 ’
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e Zur Berechnung der Oberflichenintegrale hat man also nur die folgenden Formeln zu be-
achten:

dF = |7 (u)|du und dF = 7 (u) du

e Anwendungen des Oberflichenintegrals erster Art:

— Flacheninhalt: / / dF
F

— Gesamtmasse einer mit Masse belegten Flache:
m = / / pdF . p - Dichte der Massebelegung
F

— Schwerpunkt z* einer mit Masse belegten Fléche:

1
x;:—//xjde,jzl,Z,?)
mJJr

e Anwendung des Oberflichenintegrals zweiter Art:

Fluss eines Geschwindigkeitsfeldes ¥ durch die Fliche F: / / o d?
F

e Kugelfliche vom Radius r > 0: 7(@,19) = r(cospcos¥,sinpcosd,sind) , 0 < p < 27,
Tew<I)
2= T2
(0, 9) = rcosd J (p,9)
e Zylinderfliche vom Radius r > 0: 7(@, z) =r(cosp,sing,z) ,0<p <271, zeR,

W(cp, z) = r(cos p, sin ¢, 0)



Integralsitze

‘ ‘ Gaufy’scher Integralsatz ‘

gegeben v = (v1,v9,v3) : B — R3,
B - Bereich mit stiickweise glattem Rand, F':= 9B

Formel //Fﬁcz?:///B div ¥ (z) do

. ovi(x)  Oua(x) = Jusg(x)
div ¥ (z) =
v (:U) 8.%'1 + awg + 6353

‘ ‘ Stokes’scher Integralsatz ‘

gegeben v = (v1,v9,v3) : 2 — R3,
F C Q - einfaches Fldchenstiick, ' := 0F

Formel /F v(z) de = / /F rot @ dF

[ Ovs(x) ~ Ovy() i
6902 6953
| Ovi(x) Ouvs(z) | | O s B
rot v (z) = it el [ Bar Ll x U(z) =V x U (x)
Ovg(x)  Ovy(x)
| x|

Bemerkung: In der Ebene fallen Gaufy’scher und Stokes’scher Integralsatz zusammen,

81}2 61}1
d dzxe) = — ——d .
/E)D(Ul r1 + vz dro) //D (83&1 6352) (z1,72)



‘Folgerungen aus den Integralséitzen‘

e Erste Green’sche Formel:

J[[ avie= [[ oG5 ir~ [[[ o0 ar

e Zweite Green’sche Formel:

I (s 82 = fff oo vamo

e Darstellungsformel fiir harmonische Funktionen:

Ty
— ng(x)dF, , € Q
4w//F|z—y| ; //‘” w—yp @

Beachte: In den letzten drei Formeln bezeichnet ny = 7, (z) die normierte #uBere Normale
agF = OB im Punkt # € F. Ist also F gegeben durch die Fliiche f(u), so gilt na(f(u)) =
i (u)

7 ()]




