Lineare Algebra/Analytische Geometrie fiir Physiker
5. Ubung

. Es seien

(a) Ry :={z € R:2 > 0} die Menge aller positiven reellen Zahlen,

b) R,[t] := {p(t) = a;t’ : a; € R} die Menge aller Polynome vom Grade < n, deren
( J J

Koeffizienten reelle Zahlen sind.

Sind diese Mengen mit den folgenden Operationen Vektorrdume iiber R:

(a) +y:=xyund Az := 2>,

(b) (p+q)(t) := —p(t) — q(t) und (Ap)(t) := p(At).
. Im Raum C]0, 1] der auf [0,1] definierten, reellwertigen und stetigen Funktionen werden

die Operationen (f1+ f2)(x) = fi(z) + f2(z) und (Af)(xz) = Af(x) erkldrt. Man iiberpriife
folgende Funktionensysteme auf lineare Unabhéngigkeit:

(a) {1,em,e2m} , (b) {1,cos T, COS 2x,cos2a:} ,
(¢) (HA) {1,sinz,cosz}, (d) (HA) {sinz,cosz,tanx} .
Zusatz: Zeigen Sie die lineare Unabh. von {sinkz, k =0,..., N} im Raum C[0, 27].

Es sei 1 d oy — 1 . |1 10
- Bsseiengr=| jundgp=|  |sowieer=| |,ea=|  |.
(a) Man zeige, dass jedes Element von R? eine Linearkombination von g; und gs ist.

(b) (HA) Stellen Sie die Vektoren e; + 2e3 und e; — 2e9 in der Basis {g1,¢92} dar.

1 0 0 1 1 0
.Seiene;=| 0 |,ea=]|1|,e3=|10 | undgr=1| -1 |,920=1]2|,93=1]0
0 0 1 0 0 1

(a) Man zeige, dass sowohl {e1, e, e3} als auch {g1, 92,93} eine Basis im R3 bilden und
stellex=[1 1 1 ]T

(b) (HA) Ist das System {g1,g1 + g2, g» + g3} eine Basis im R3?

in beiden Basen dar.

.Esseiena:[l 2 3]Tundb:[3 2 1]T.

(a) Man ergiinze die Vektoren a und b zu einer Basis im R?.

(b) Geben Sie alle Vektoren ¢ € R? an, die zusammen mit ¢ und b eine Basis im R3
bilden.

. (HA) Es seien R ein Ring und M, N nichtleere Mengen mit N C M . Man zeige, dass
die Menge {f ERM: f(z)=0 Ve N} ein Untermodul von RM ist.

. Es sei R,[t] wie oben definiert, und es seien G,[t] = {p(t) € R,[t] : p(—t) = p(t)} und
U,[t] = {p(t) € R,[t] : p(—t) = —p(t)} . Man zeige, dass R, [t] = G, [t] P U,]t] gilt.

(HA) Sei M = {p(t) € R,[t] : p(0) = p(1) = 0}. Berechnen Sie die Dimension von M.
. (HA) Fiir welche reellen Zahlen a,b,c,d, e, f bilden folgende Vektoren eine Basis des R*:
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(HA) Fiir welche reellen Zahlen A sind die folgenden Vektoren linear unabhéingig:
(1 a+1 =217, [1 0 X+xr—=2]",[x —4 X4+2x4+1]"
Man untersuche die folgenden Abbildungen auf Linearitét:
(a) f:R® —R3 2+ a (a € R3 konstant)
(b) f:R3—R3 x—x+a (acR3 konstant)
¢) (HA) f: R} — R3 2+ az («a € R konstant)

)
(c)
(d) f:R3 — R! [a:l,xg,xg]T — x1 + 2x9 + 33
) fiR3 — R 21,29, 23]7 — 22 + 229 + 33
) f
)
)

)

f T

g) (HA) f:R? — R?, [z, 39]" — [27 — 23,0]7
h) (HA) f:R? — R?, [y, 29]" — [(z1 +1)%2 — (1 — 1)2,0]

E :R2 — R?, [x1, 29]T — [21 + 29, 21 — 9]

(
(
Zusatz: Im Falle der Linearitét gebe man die Matrixdarstellung der Abbildung f (siehe
Abschnitt 6.1) beziiglich der kanonischen Basis an.

Man bestimme ker f und (HA) die Matrixdarstellung (siehe Abschnitt 6.1) beziiglich der
kanonischen Basis fiir folgende lineare Abbildungen:

(a) f:R%2 — R2, [x1,20]" + [21,0]T
(b) f:R?2 — R?, [z, 29]" —
() f:Ru[t] — Rylt], p(t) —
(d) f:Rpt] — R, p(t) — p(0

[~a2,21]"
p'(t) (p'(t) bezeichnet die Ableitung von p(t) nach t)
)

n

Die Menge T,, = { Z aptt s apeC, t= cosp +1 sin cp} der trigonometrischen Poly-
k=—n

nome vom Grad < n € N betrachten wir als Teilmenge des C-Vektorraumes CT der

Abbildungen f : T — C, wobei T = {z € C : |z| = 1} den Einheitskreis bezeichnet. Man

zeige, dass T, ein C-Vektorraum ist und bestimme dessen Dimension.

Man bestimme die Dimension des R- bzw. C-Vektorraumes der komplexen Zahlen, versehen
mit der dort iiblichen Addition und

(a) der iiblichen Multiplikation mit reellem A\,
(b) der iiblichen Multiplikation mit komplexem .

Man gebe jeweils eine Basis an und stelle die Zahl z = 5 21 in dieser Basis dar.
i

Man gebe die Matrixdarstellung (bzgl. der Standardbasis des R?) folgender linearer Ope-
ratoren an:

(a) Drehung der Ebene um den Winkel ¢ um den Ursprung,

(b) Spiegelung an der Achse die durch den Ursprung geht und mit der positiven z-Achse
den Winkel v einschliet.

Zeigen Sie: Jede Drehung der Ebene kann als Hintereinanderausfithrung zweier Spiegelun-
gen erzeugt werden.

(HA) Man zeige, dass B = {(t — 1), t?, (t + 1)?} eine Basis des Ry[t] ist und (Zusatz)
bestimme die Matrixdarstellung des Differentialoperators beziiglich dieser Basis.



