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Kapitel 0

Einfiihrung

Algebra heifit eigentlich Gleichungslehre. Aus dem Titel unserer Vorlesung kénnen wir also
schlieflen, dass wir uns mit Gleichungen beschéftigen werden, die die Eigenschaft besitzen, linear
zu sein. Was dieses kleine Wortchen linear bedeutet, sollte im Verlauf der Vorlesung deutlich
werden. Der zweite Teil der Uberschrift weist darauf hin, dass wir gewisse Anwendungen der
Theorie der linearen Gleichungen bei geometrischen Betrachtungen aufzeigen wollen.

Um zu Beginn eine Vorstellung von der Art der uns hier beschéiftigenden Fragen zu vermitteln,
betrachten wir folgende einfache Fragestellung:

In der (z,y)-Ebene seien uns zwei Geraden durch die Gleichungen
axr+by=c

und
dr+ey=f

mit festen reellen Zahlen a,b,c,d,e, f mit |a| + |b] > 0 und |d| + |e] > 0 gegeben. Wir
wollen zwei Fragen beantworten:

1. Schneiden sich diese Geraden?

2. Wenn ja, in welchem (oder welchen) Punkt(en)?

Die erste Frage ist die Frage nach der Losbarkeit des obigen Systems von zwei Gleichungen, d.h.
die Frage nach der Existenz eines Paares (z,y) reeller Zahlen, die obige Gleichungen gleichzeitig
erfiillen. Mit der zweiten Frage suchen wir nach Losungsmethoden fiir das Gleichungssystem und
nach Moglichkeiten der Beschreibung der Losungsmenge.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit e und die zweite mit b und subtrahieren danach die
zweite von der ersten:

(ae—bd)x=ce—0bf.
Analog erhalten wir
(ae—bd)y=af—cd.

Ist D:=ae—0bd +# 0, so ergibt sich leicht die Losung
ce—bf af—cd
(z,y) = ;

D ' D



6 KAPITEL 0. EINFUHRUNG

welche nach unseren Uberlegungen dann auch die einzige ist. Was aber ist los, wenn D = 0 ist?
Dann gibt es nur Lésungen, wenn auch

af—cd=ce—bf=0
gilt. Es sei z.B. b # 0. Dann kann die erste Gerade in der Form

——gx—i-f
Y=73%7%

geschrieben werden. Es sei nun (z,y) ein beliebiger Punkt dieser Geraden. Dann folgt

bd —
dx+ey:dx—%ex+%=Tae$+f:fa

d.h. der Punkt (z,y) liegt auch auf der zweiten Geraden. Das Gleichungssystem hat also un-
endlich viele Losungen; die Geraden fallen zusammen. Ist aber im Fall D = 0 eine der Zahlen
af —cd oder ce — b f ungleich Null, so existiert keine Losung; die Geraden sind parallel und
fallen nicht zusammen.

Wir sehen: Es gibt entweder genau eine, keine oder unendlich viele Losungen. Wir werden
sehen, dass diese Aussage auch in bedeutend komplizierteren Situationen (d.h. viele Gleichungen
mit vielen Unbekannten) giiltig bleibt. Unter anderem wird es uns gelingen, die Struktur der
Menge der Lésungen (insbesondere im Fall unendlich vieler) zu beschreiben.

Um solche komplizierteren Systeme von Gleichungen aufschreiben zu kénnen, miissen wir natiir-
lich auf andere Bezeichnungsmoglichkeiten zuriickgreifen, als wir das bei dem obigen einfachen
Beispiel getan haben. Dieses Gleichungssystem kénnen wir ndmlich auch so schreiben:

a1171 + ajaze = by,

a21x1 + axxe = by .

Wir hatten nun gesehen, dass die Zahl D = a11a92 —a12a21 wesentlichen Einfluss auf die Losungs-
struktur hat. Diese Zahl nennt man Determinante der Matrix

ail a2
az1 022
Wir sehen, dass sich im Fall D # 0 die eindeutige Losung in der Form

(e1,0) = (2, 22
€T1,T2) = D’D

mit den Determinanten D; und Dy der Matrizen
b1 aio a1 b
und

by a2 a1 by

schreiben 148t (Cramersche Regel).



Es ist nun klar, wie wir ein (lineares) Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten

schreiben konnen:

a1z + apxe + - +apr, = by,
a2121 + agxe + -+ agry, = ba,
Am121 + AmaX2 + - + GppTn = bm .

Eine kiirzere Schreibweise mit Hilfe des Summenzeichens wire:

n
Zajk.%'kij, j:1,...,m.
k=1

Wir werden uns also mit Matrizen

ail ai2 ain
a1 a2 a2n
aml Am2 - Omn

und Vektoren (das sind spezielle Matrizen) der Gestalt

b1 I
by T2
und
b Tn

(0.1)

und deren Eigenschaften auseinandersetzen miissen, um die Losungseigenschaften des Systems

(0.1) beschreiben zu kénnen.
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Kapitel 1

Einige Grundbegriffe aus der
Mengenlehre

1.1 Mengen

Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung wohldefinierter Ob jekte. Diese
Objekte konnen z.B. Zahlen, n-Tupel von Zahlen oder Funktionen sein. Natiirlich kénnen wir
auch Dinge des alltéiglichen Lebens zu Mengen zusammenfassen. Das Adjektiv wohldefiniert
soll ausdriicklich darauf hinweisen, dass die zu betrachtenden Objekte durch Eigenschaften cha-
rakterisiert sind, die eine eindeutige Entscheidung dahingehend ermoglichen, ob ein vorliegendes
Objekt zur Menge gehort oder nicht.

Mengen werden wir in der Regel mit groflen lateinischen Buchstaben A, B,C,..., Schatten-
buchstaben N, R, Z,C, ... oder kaligrafischen Buchstaben A, B,C, ... bezeichnen, die Elemente
der Menge (also die Objekte) dagegen mit kleinen Buchstaben, a € A. Wir vereinbaren die
Bezeichnungen

N:={1,2,3,...} fiir die Menge der natiirlichen Zahlen, Ny :={0,1,2,...},
Z :={0,+1,+£2,...} fiir die Menge der ganzen Zahlen,

Q:= {m m€EeZ,n¢€ N} fiir die Menge der rationalen Zahlen,
n

R = (—00, 00) fiir die Menge der reellen Zahlen,
C fiir die Menge der komplexen Zahlen.

Die Beschreibung einer Menge kann durch die Aufzéhlung ihrer Elemente erfolgen, wie z.B.
bei der Menge N der natiirlichen Zahlen. Oft werden jedoch (auch, weil eine Aufzédhlung nicht
moglich ist) Mengen dadurch beschrieben, dass man Elemente eines gewissen Grundbereiches
durch Eigenschaften auszeichnet, z.B.

M ={zeR:a<z<b} =:[a,b) - halboffenes Intervall.

Hier ist R der Grundbereich, und die Eigenschaften der Menge M werden mit Hilfe der Un-
gleichheitsrelation im Bereich der reellen Zahlen beschrieben. Mit () bezeichnen wir die leere
Menge, die kein Element enthilt.

Fiir beliebige Mengen A und B erkliaren wir nun die Mengenrelationen

9
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-ACBs (reA=x€B)

Ausfiihrlich: Wir sagen, dass A Teilmenge von B ist, genau dann, wenn aus der Tatsache,
dass x Element von A ist, stets folgt, dass x auch Element von B ist.

-A=B& (ACBund BCA)

und die Mengenoperationen

Vereinigung AU B := {z: 2 € A oder = € B}

Durchschnitt ANB:={z:2 € Aund z € B}

Differenz A\ B:={z:2 € Aund = ¢ B}
- Kreuzprodukt A x B := {(x,y) : x € Aund y € B} (geordnete Paare)
-neN,n>1:A":=Ax (A", Al:= A

Man schreibt z.B. fiir A*> = {(a,(b,c)) :a € A, (b,c) € A*} auch {(a,b,c) : a,b,c € A} (Menge

gordneter Tripel) und allgemein A" = {(x1,...,2,) :2; € A, j =1,...,n} (Menge geordneter
n-Tupel).

Ist A C G, so nennt man A := G \ A das Komplement (die Komplementirmenge) von A
beziiglich der Grundmenge G .

Zwei Mengen A und B mit der Eigenschaft A N B = () nennt man durchschnittsfremd bzw.
disjunkt.

Beispiel 1.1 R?, R3, ...

Beispiel 1.2 Die Normalparabel, d.h. der Graph der Funktion f : R — R, x — 22, ist gegeben
durch {(x,2%) : € R} C R?. (Lies: Menge der geordneten Paare (x,z?%), wobei x die Menge
der reellen Zahlen durchlduft.)

Beispiel 1.3 Mit (m), m € N, bezeichnen wir die Menge aller durch m teilbaren ganzen Zahlen.
So ist also (2) die Menge aller geraden und Z \ (2) die Menge aller ungeraden Zahlen. Ferner
gilt (1) =7Z, (2) N (3) = (6) und (10) C (5). Dagegen ist (2) U (3) die Menge der Zahlen, die
durch 2 oder durch 3 teilbar sind, und ((2)U(3))\ (6) die Menge der Zahlen, die entweder durch
2 oder durch 3 teilbar sind.

Beachte: Fiir jede Menge A gilt AC Aund ) C A.

Es sei M eine beliebige Menge. Mit P(M) bezeichnen wir die Menge aller Teilmengen von M ,
die sogenannte Potenzmenge von M . Es gilt also stets ) € P(M) und M € P(M).

Beispiel 1.4 P({1,2,3}) = {(2),{1}, {2}, {3}, {1,2}, {2,3}, {1, 3}, {1,2,3}}

Oft werden wir im weiteren die Quantoren “3” (“es existiert mindestens ein”) und “v” (“fiir
alle” bzw. “fiir jede(s,n)”) bzw. “3!” (“es existiert genau ein”) verwenden.
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1.2 Abbildungen

Es seien A und B zwei Mengen. Unter einer Abbildung oder Funktion f: A — B, a — f(a)
von A nach B verstehen wir eine Vorschrift, die jedem a € A genau ein b € B mittels der
Vorschrift b = f(a) zuordnet. Dabei heifit b Bild von a unter der Abbildung f, a heifit Urbild
von b beziiglich der Abbildung f.

Ist M C A, so heifit
f(M):={be B:3ae€ M mit f(a) =b} ={f(a) :a € M}

das Bild der Menge M unter der Abbildung f. Fiir N C B nennen wir
FUV) = {a € A f(a) € N}

das vollstéindige Urbild der Menge N beziiglich der Abbildung f.

Beachte: Es ist moglich, dass f~1(N) = ) gilt, obwohl N nicht leer ist.

Beispiel 1.5 Eine Abbildung f : N — R kann man stets als (reelle) Zahlenfolge interpretieren,
indem man dafir {x,},2°% mit der Bezeichnung ,, := f(n) schreibt. Dabei ist f(N) = {x,, : n =
1,2,...}.

Beispiel 1.6 idy : A — A, a+— a, d.h.ids(a) = a fir allea € A, ist die identische Abbildung
in A.

Eine Abbildung f : A — B heif}t
- surjektiv, wenn f(A) = B gilt,
- injektiv, wenn aus aj,as € A und f(ay) = f(ag) stets a; = ay folgt,
- bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Sind uns mehrere Abbildungen f: A — B, g: B — C und h: C' — D gegeben, so kdnnen
wir diese miteinander verkniipfen. Z.B. ist go f : A — C definiert durch (g o f)(a) = g(f(a))
Va € A. Fiir diese Verkniipfung gilt das Assoziativgesetz: ho(go f) = (hog)o f.

Satz 1.7 Fir eine Abbildung f : A — B existiert genau dann eine Abbildung g : B — A mit
den Figenschaften go f =ida und fog=idg, wenn f bijektiv ist.

Ist die Voraussetzung von Satz 1.7 erfiillt, so nennt man g : B — A die Umkehr- oder
inverse Abbildung bzw. Funktion zu f : A — B und bezeichnet sie mit f~!. Es gilt also
fY(f(a)) =aVac Aund f(f~1(b)) =bVbe B.

Satz 1.8 Sind die Abbildungen f: A — B und g: B — C beide surjektiv (injektiv, bijektiv),
so gilt dies auch firgof: A— C.

(Vgl. Ubungsaufgabe 13, Abschnitt 1.4.)

Beispiel 1.9 Die Menge aller bijektiven Abbildungen der Menge {1,2,...,n} der ersten n
natiirlichen Zahlen auf sich selbst, auch Permutationen der Ordnung n genannt, bezeichnen
wir mit Sy, . Wir verwenden dabei folgende Schreibweise: Fin o € Sy schreiben wir in der Form

1234
o= ,
3124
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was ausfihrlich geschrieben
o(1)=3, o0(2)=1, 0(3)=2 und o(4) =4

bedeutet. Es gilt nun

., (1234
g = .
2314

/1234 Lo (1234
M= \3412) "¢ 27 \3124

erhalten wir

1234 1234
72001= (g gq) Wd G1eo2={ 4,0/

Friir

[
O

was zeigt, dass die Verkniipfung i.a. nicht kommutativ ist, auch wenn der Bildbereich B mit

dem Urbildbereich A zusammenfallt.

1.3 Aquivalenzrelationen

Unter einer Relation R in einer Menge M verstehen wir eine Teilmenge R C M x M . Wir sagen,
dass ein Element z € M in Relation R zu y € M steht, in Zeichen z Ry, genau dann, wenn
(z,y) € R gilt. Wir nennen eine Relation R C M x M Aquivalenzrelation, wenn folgende drei
Eigenschaften erfiillt sind:

(r) R ist reflexiv, d.h. (z,z) € RVx € M,
(s) R ist symmetrisch, d.h. aus (z,y) € R folgt (y,x) € R,

(t) R ist transitiv, d.h. aus (z,y) € R und (y,2) € R folgt (z,2) € R.
Beispiel 1.10 M =R, R = {(z,7) : € R} (Diagonale von R?) - Gleichheitsrelation

Beispiel 1.11 M =Z, m € N, m > 2, R = {(z,y) € Z* : 2 —y € (m)}, d.h. = steht in
Relation zu y genau dann, wenn x und y bei Division durch m denselben Rest lassen.

Beispiel 1.12 M = R?, (z1,y1) ~ (T2,y2) Sdef Y2 — y1 = 2(x2 — x1), d.h. die Punkte (z1,11)
und (x2,12) der Ebene R? stehen genau dann zueinander in der so definierten Relation, wenn
sie auf einer Geraden mit dem Anstieg 2 liegen.

Es sei R C M x M eine Aquivalenzrelation. Fiir z € M definieren wir die zugehorige Aquiva-
lenzklasse [z]r (oder auch nur mit [x] bezeichnet) wie folgt: [z] := {y € M : (x,y) € R}. Das
Element 2 € M heifit Reprisentant der Aquivalenzklasse [z]. Es gilt nun:

(A1) [2] = [y] & (2,9) € R.
(A2) [z] N[yl # 0 = [2] = [y].

(A3) Aus (A1) und (A2) folgt: Jedes 2 € M liegt in genau einer Aquivalenzklasse. Man sagt:
Eine Aquivalenzrelation auf M erzeugt eine Zerlegung von M in paarweise disjunkte,
nichtleere Teilmengen, nidmlich die Aquivalenzklassen. Eine solche Zerlegung wird auch
Partition von M genannt.
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Es gilt auch die Umkehrung;:

(A4) Jede Partition P von M , d.h.

PcPM), 0¢P, |JA=Mumd ANB=0fir AL BEP, A#B,
AeP

erzeugt eine Aquivalenzrelation auf M , und zwar durch die Definition
T~y Sgef JAEP: € Aundy € A.
(Vgl. Ubungsaufgabe 20, Abschnitt 1.4.)

Im Beispiel 1.10 bestehen die Aquivalenzklassen aus genau einem Element. Die Aquivalenzklas-
sen im Beispiel 1.11 sind die Restklassen modulo (m), [0}, [1}m, ..., [m — 1], und im
Beispiel 1.12 sind es die Geraden mit dem Anstieg 2.

1.4 Ubungsaufgaben

1. Geben Sie folgende Mengen mit Hilfe ihrer Grundmenge und der Eigenschaft ihrer Ele-
mente an:

M, ={2,4,6,8,10,...}, My = {1,4,9,16,25,...} (HA),

M; ={2,4,8,16,32,...} (HA),

111 1
My=<1, -, =, —, —,...; , Ms={-1,1}, Mg =|—-1,1
4 {,2,6,24’120, }a 5 { ’}’ 6 [ ’],
My ={2,3,5,7,11,13,17,...}, Mg = {—4,—-2,2,4} (HA).

2. Geben Sie folgende Mengen (wenn méglich) durch Aufzihlung ihrer Elemente an:
My={x€Z:x=2g,geZ}N{x €Z:x=3g,9g€ L},
My={x€Z:2=2g, g€ Z}U{x€Z:x=3g, g€ L},
My={reR:(z+1)*=2>+1}, My={zr € R:sinz = cosz} (HA),
Ms;={zeR:e* =0}, Mg={zr €R:sinz=—cosz} (HA),
M;={reR:2*+1+2z = (v+1)*} (HA),

Mgz{xeR:\/xQ—lzx—l},Mgz{xe@:mQ:i’)}.

3. Welche Beziehungen (Inklusionen) bestehen zwischen (Grundmenge sei stets die Menge R
der reellen Zahlen)

(a) der Losungsmenge der Gleichung sin § - sin £ = 0, der Losungsmenge der Gleichung
sin § = 0 und der Losungsmenge der Gleichung sin £ =0,

(b) (HA) der Losungsmenge der Gleichung 2sin? 2z = 1 und der Losungsmenge der Glei-

inr = -L7?
chung sinx 75 !

4. Bilden Sie fiir die Mengen I = {a} und M = {¢,m,n} die Mengen I x M , M x I und M?.

5. Es seien A, B, C beliebige Mengen. Zeigen Sie die Giiltigkeit folgender Gleichungen:
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a) A\ (BUC)=(A\B)N(A\C),

b) (HA) A=(AnB)U(A\ B),

(c) (HA) An(B\C)=(ANB)\C,

(d) AAB=(AUB)\ (ANB), wobei AAB := (A\ B)U (B \ A) die sog. symmetrische

Differenz zweier Mengen A und B bezeichnet,

(e) (A\B)xC=(AxC)\(BxC).

(
(

6. Firt >0sei My ={xr € R:0 <z <t} .Bestimmen Sie

(a) UMt7 (b) m Mg, () ﬂMwm

0<t<1 0<t<1 1<t<2

@ (HA) |J M, (o) (HA) () M.

o<t o<1

7. Es seien I eine beliebige Indexmenge und {My},.; ein Mengensystem mit M, C E fiir
beliebiges a € I . Zeigen Sie

(@) () M5 = (U M)

acl acl
C
(b) (HA) |J M5 = (ﬂ Ma) :
aecl acl
wobei M§ := E'\ M, die sog. Komplementérmenge von M, bzgl. der Menge E bezeichnet.
8. Man gebe die Potenzmenge P(M) und die Menge N := M? (HA) fiir M = {1,3,5} an.

9. Das Symbol #M bezeichne die Anzahl der Elemente einer Menge M . Man beweise, dafl
fiir jede Menge M mit #M < oo die Bezichung #P (M) = 2#M gilt.

10. Geben Sie alle Funktionen f : I — M an fiir
(a) I ={ar, a2} , M ={1,2},

(b) I ={1}, M ={{,m,n},
(¢) I ={a,b}, M =1{3}.

11. Entscheiden Sie, ob folgende Funktionen f: A — B injektiv, surjektiv, bijektiv sind:

(HA) A=R,B=Ry:={ze€R:2>0}, f(x)=¢€",

)
)
() A=Ry, B=R, f(z) = V7,
) A=B =R, f(x) =sinz,
)

(f) (HHA) A= B =N, f(n) = n?,
(8) A=N,B=Q, f(n) = .
(h) A=B =R, f(x) =12z —4|.

12. Es sei f: X — Y eine Abbildung. Man zeige:
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(a) Aus A C B C X folgt f(A) C f(B).
(b) Fiir beliebge A, B C X gilt f(AUB) = f(A)U f(B).
(c) (HA) Esgilt f(ANB) C f(A)Nf(B) VA, B e P(X).
()

)

d) (HA) Geben Sie ein Beispiel dafiir an, dass f(ANB) # f(A)N f(B).
(e) Fiir beliebige A,B C Y gilt f~Y(ANB) = f~1(A)nfYB).

13. Esseien f: X — Y, g:Y — Z zwei Abbildungen und
h=gof:X—2Z, xw—g(f(x))

ihre Komposition. Zeigen Sie, dass h surjektiv (injektiv, bijektiv) ist, wenn f und g sur-
jektiv (injektiv, bijektiv) sind. (Ist h auch unter schwécheren Vorausetzungen an f und g
bijektiv?)

14. Fiir welche reellen Zahlen a,b, ¢, d ist die Abbildung
f:R? = R% (z,y)— (ax +b,cy+d)
surjektiv, injektiv, bijektiv?
15. Sei S,, die Menge aller Permutationen der Ordnung n. Man bestimme #.5,, .

16. Es seien

(1234 (1234 Lo (1234
M= \3412) 27 \4123) "¢ 37 \2341)"

Man berechne o1 0 09 (HA), 01 001 (HA), 03009007 und 0?:1 .
17. In der Menge M = {1,2,3,4} seien folgende Relationen R; bis Rg erklért:
R ={(1,1),(2,2),3,3)}, Re={(44)}UR;, Ry=RyU{(1,3)}(HA),
Ry =R3U{(3,1)}, Rs=R4U{(1,2),(2,1),(3,2),(2,3)} (HA),
Re = R2 U{(2,3),(3,2),(1,2),(2,1)} .

(a) Welche Relationen sind Aquivalenzrelationen?

(b) Man ergiinze die Relationen, die keine Aquivalenzrelationen sind, durch Hinzufiigen
moglichst weniger weiterer Elemente aus M x M zu einer Aquivalenzrelation.

(c) Man bestimme jeweils alle Aquivalenzklassen.
18. Welche der folgenden Relationen auf der Menge X sind reflexiv, symmetrisch, transitiv?
(a) X =N, mR,n gt m+ n ist gerade,
(b) (HA) X =N, m Ryn <4ef m + n ist ungerade,
(¢) X =N, mR.n <qef Im—n| <2,
(d) X =N, mRgn <qef % ist ganzzahlige Potenz von 2,
() X =N, mRcn <qer mn,
(f
(s

X=R,2R;y cqer e’ =¢€Y,

)
) (HA) X =R, 2 Ry Sqer 22 = Y2,
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19.

20.
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(h) X :Z, aRth:)def 4’(@—[)),
(i) (HA) X =N, m R;n <4 mn ist ungerade,
() X=R,z2Rjy caqtz<y.

Zeigen Sie, dass die Relation (a1, by)R(ag,by) Sqer a1by = agby auf N? eine Aquivalenzre-
lation ist und dabei jede Aquivalenzklasse mit einer positiven rationalen Zahl identifiziert
werden kann.

Es sei P C P(M) ein System paarweise disjunkter, nichtleerer Teilmengen von M mit

Ja=nm,

AeP

d.h. P ist eine Partition von M . Die Relation R C M x M sei definiert durch
(r,y) ER Sgef JAEP:z € Aundy€e A.

Man zeige, dass R eine Aquivalenzrelation ist.



Kapitel 2

Die Bereiche der reellen und
komplexen Zahlen

2.1 Strukturelle Eigenschaften der Menge der reellen Zahlen

Auf der Menge R der reellen Zahlen sind zwei bindre Verkniipfungen erklart, die Addition
+:R? — R, (a,b) € R? — a + b (d.h. einem geordneten Paar (a,b) € R? reeller Zahlen wird
die Summe a + b € R zugeordnet) und die Multiplikation - : R? — R, (a,b) € R? — ab (d.h.
einem geordneten Paar (a,b) € R? reeller Zahlen wird das Produkt a - b = ab € R zugeordnet).
Diese bindren Verkniipfungen haben folgende Eigenschaften (bzw. geniigen folgenden Axiomen):

(Ak) a+b=>b+aVa,b e R - Kommutativgesetz der Addition

(Ap) a+ (b+c¢) =(a+b)+cVa,b,c€R - Assoziativgesetz der Addition

(AN) 0+a=a+0=aVa € R - Existenz eines Nullelementes

(Ag) Va € R 3z € R:a+ x =0 - Existenz des entgegengesetzen Elementes, Bez.: z = —a
(Mk) ab = ba Va,b € R - Kommutativgesetz der Multiplikation

(My) a(bc) = (ab)c Ya, b, c € R - Assoziativgesetz der Multiplikation

(Mg) la =al =a Ya € R - Existenz eines Einselementes

-1

1
(Mp) Va € R\ {0} 3z € R: ax =1 - Existenz des inversen Elementes, Bez. t = — =a

a
(D) a(b+ ¢) = ab+ ac Va,b,c € R - Distributivgesetz

Wir bemerken, dass man eine Menge mit diesen strukturellen Eigenschaften einen Kérper nennt
und dass das Nullelement sowie das Einselement eindeutig bestimmt sind. Gleiches gilt fiir das
entgegengesetzte und das inverse Element. Ferner gilt 0a = 0, (—=1)a = —a, —[—(a)] = a,
(—a)b = —(ab) = a(—b) und (—a)(—b) = ab fiir alle a,b € R sowie (a*l)*1 = a fiir alle
a € R\ {0} . Man kann durch

a—b:=a+(=b) und —=a- (b#0)

die Subtraktion und Division erkliaren. Aus ab = 0 folgt stets, dass wenigstens eine der beiden
Zahlen a oder b gleich 0 ist.

17
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2.2 Definition und Eigenschaften der komplexen Zahlen

Definition 2.1 Unter der Menge C der komplexen Zahlen verstehen wir die Menge C =
{z = (z,y) : x,y € R} geordneter Paare reeller Zahlen versehen mit den Operationen der Ad-
dition und Multiplikation: Fir z; = (z;,y;) € C, j = 1,2, definieren wir

21+ 20 = (21 + 22,91 +y2) und z122 = (122 — Y1y2, T1Y2 + T2y1) -

Die Definition von Addition und Multiplikation im Bereich der komplexen Zahlen ist damit auf
die Addition und Multiplikation im Bereich der reellen Zahlen zuriickgefiihrt. Die Gesetze (A )
der Addition und (M) der Multiplikation sowie das Distributivgesetz (D) bleiben giiltig. Dabei
sind 0 := (0,0) das Nullelement und 1 := (1,0) das Einselement. Ferner gilt fiir z = (x,y), dass
—z = (—z,—y) und, falls (z,y) # (0,0),

1 T Y _'1
- 22+ 92 22 + g2 B

Man definiert wieder z; — 23 := 21 + (—22) und Gl = 21z2_1 , falls z9 £ 0.
22

e Es gilt fiir jede komplexe Zahl z = (z,y)

z=(2,y) = (,0) +(0,1)(y,0) .

Offenbar konnen wir die reelle Zahl x mit der komplexen Zahl (x,0) identifizieren, da
die Menge {(z,0) : x € R} beziiglich Addition und Multiplikation abgeschlossen ist. Wir
erhalten also i = (0,1) und schreiben einfach z fiir (z,0), so dass

z=(2,y) =z +iy
(algebraische Darstellung einer komplexen Zahl).

Definition 2.2 Fir z = (z,y) € C nennt man © =: Rez den Realteil und y =: Imz den
Imaginérteil der komplexen Zahl z . Die reelle Zahl

Va4 y? =z

heifst Betrag der komplexen Zahl z = (x,y). Die komplexe Zahl i := (0,1) nennt man ima-
gindre Einheit. Die Zahl

Z:=(z,—y) =z —1iy
heif$t die zu z = (z,y) konjugiert komplexe Zahl.
O R
® 2+ 2 =721 +7%2, 215 = 2122, 2|7 =22, — = )
z |z
e Esgilti2 = (—i)? = —1, d.h. i und —i sind Losungen der Gleichung 22 = —1.

e Die ganzzahlige Potenz 2", m € Z, z € C, definieren wir wie bei den reellen Zahlen.

e Da sich die Addition komplexer Zahlen als Vektoraddition interpretieren lésst, gilt die
Dreiecksungleichung

‘2’1 +2’2‘ < ’21‘ + ‘2’2’ V21,20 € C.
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Es folgt |z1] < |21 — 22| + |22/, d.h.
|21 — |22] < |21 — 22| und analog |za| — |21| < |22 — 21| = |21 — 22/,
so dass

|z1| = |22]| < |21 — 22| V21,22 €C.

e Wir definieren fiir ¢ € R
e'? = cosp+1isinp.

Dann gilt (nach einem bekannten Additionstheorem fiir die trigonometrischen Funktionen)

fir o, € R
ePel? = cosp costh —sinp siny +i (cos ¢ sint) + sin ¢ cos )
= cos(p+1) +isin(p+9)
el (PHY) | (Potenzgesetz)

Es folgt fir z =z +iy € C\ {0}

G

x . Yy i
+1 =re'?
\/$2—|—y2 \/£C2+y2>

(trigonometrische Darstellung einer komplexen Zahl), wobei sich die Grossen r = |z| als
Lénge des Vektors, der vom Koordinatenursprung der komplexen Zahlenebene (auch
Gauflsche Zahlenebene genannt) zum Punkt z = (x,y) zeigt, und ¢ = arg z als Winkel,
den dieser Vektor mit der positiven reellen Achse (der z-Achse) bildet, interpretieren lassen.
Beachte: Da el¥ = ¢l (#1267) v [ ¢ 7 gilt, ist das sog. Argument arg z der komplexen
Zahl z nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig bestimmt. Die komplexe Zahl 0
hat kein Argument.

o Sei zj = rjei % j=1,2. Dann folgt z125 = riroel (P1+¢2) und somit fiir n € N
. n .
(elgo> N
bzw.
(cos + 1 sin )™ = cos(ny) + 1 sin(ny) . (Formel von Moivre)
Aus (eis")_l = e~ 1% folgt, dass diese Formel fiir alle n € Z gilt.
e Essei z = rel?. Wir suchen alle Lésungen w € C der Gleichung
w" =z,

wobei n > 2 eine gegebene natiirliche Zahl sei. Mit dem Ansatz w = pel¥ erhalten wir aus
der Formel von Moivre

pt=r und nY=p+2kr, kEZ.
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Es folgt

2k
pzrl/n und w:wsz—k—ﬂ-’ k=0,1,...,n—1.
n n

(Fir andere k € Z ergeben sich Argumente, die sich von einem der bereits berechneten
um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 unterscheiden!) Wir erhalten also n verschiedene
Losungen

wp=pe¥*, k=0,1,....,n—1.

Die Losungen eé") = el 5 ,k=0,1,...,n—1, der Gleichung 2™ = 1 nennt man n-te

Einheitswurzeln. Sie sind gleichabsténdig auf dem Einheitskreis T = {z € C: |z| = 1}

verteilt, weshalb die Gleichung 2z = 1 auch Kreisteilungsgleichung heifit. Fiir n = 3
erhalten wir z.B.

B) _ 1 O 27 . 2m 1 iV3 (3) 4 4

_|_' +. . 1 i\/g
€ = = COS — 18I — = —— e = COS — 1sin — = —— -
0 ! 3 3 2 2 772 3 3 2 2

Beispiel 2.3 Fin Beispiel fiir die Anwendung der Formel von Moivre:

cos3p+isin3p = (cosp+ising)?
= cos ¢+ 3i cos? psinp — 3cos psin® p — i sin® ¢

= cos® ¢ — 3cos psin? ¢ + i (3 cos? psin p — sin® )

Durch den Vergleich der Real- und Imagindrteile erhdlt man die Formeln

und

cos 3¢ = cos® p —3cosp sin? P

sin 3¢ = 3cos? sin p — sin® .

2.3 Die Verwendung komplexer Zahlen fiir Berechnungen im

Wechselstromkreis

Wechselstrom: j(t) = J cos(wt + ),

w = 2n f - Kreisfrequnz, ¢ - Phasenverschiebung, J - Amplitude (Spitzenwert) des Stroms

Der Messwert J des Amperemeters gibt den Wert des Gleichstromes an, der wéhrend einer
Periode T = 1/f an einem Ohmschen Widerstand die gleiche Arbeit leistet wie j(¢). Ist R der
Ohmsche Widerstand, so gilt also

und

Somit ist der effektive Strom gleich J =

Gleichstromarbeit = UJT = RJ*T

T T
1
Wechselstromarbeit = / R[j(t)]*dt = Rjz/ cos®(wt + @) dt = §Rjo.
0 0

1 ~
—J.
V2
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e Wir betrachten die Reihenschaltung eines Ohmschen Widerstandes R und einer Spule mit
der Induktivitat L:

Nach dem Ohmschen Gesetz und nach dem Induktionsgesetz gilt fiir die einzelnen Span-
nungsabfille

wia(t) = Rj(t), uas(t) = Lj'(t).

Es folgt

ua(t) = RJ cos(wt + @),  ugs(t) = —Lw.J sin(wt + ¢) = Lw.J cos <wt +o+ g) .

(An der (idealen) Spule lduft die Spannung dem Strom voraus!) Wir erhalten fiir den
gesamten Spannungsabfall

~

u13(t) = J[Rcos(wt + ¢) — Lwsin(wt + ¢)].

L
Es sei g € (0, g) der Winkel mit tan¢g = fw . Dann ergibt sich

~

RJ o
[cos g cos(wt + @) — sin g sin(wt + ¢)] =

u1ls (t) =
COS Yo COS Yo

cos(wt + ¢ + o) .

Wir erhalten also fiir den gesamten Spannungsabfall den Effektivwert

RJ
Uiz = = JvVR? + (Lw)?
COS g

und somit den sog. Scheinwiderstand der Reihenschaltung

U
Zy3 = % = /R2 + (Lw)?.
Diese Uberlegungen lassen sich bedeutend abkiirzen, wenn man den komplexen Strom
J(t) _ jei (wt+p) _ j\eicpeiwt

mit der komplexen Amplitude Jei¥ cinfiihrt. Beachte: j(£) = Rej(t)! Fiir die kom-
plexen Spannungen erhalten wir (formale Differentiation!)

wio(t) = Rj(t), ues(t) = Liwj(?)
und somit die komplexen Widerstinde
rio =R, ry3=1iwl (induktiver Blindwiderstand).

Es folgt r13 = R + iwL (Reihenschaltung!) und somit fiir den Scheinwiderstand der Ge-
samtschaltung

Z13 = |I'13| = R2 + (wL)2 .

Regel: Man rechnet mit den komplexen Widerstinden wie im Gleichstromkreis. Der ge-
samte Scheinwiderstand der Schaltung ergibt sich dann als Betrag des gesamten komplexen
Widerstandes.
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e Wir betrachten einen Schwingkreis (Parallelschaltung) aus der Induktivitit L und der
Kapazitit C:

|
L L | C
I
. L
Faradaysches Gesetz: jo(t) = Cul(t) bzw. uc(t) = mjc(t)
1 1
Komplexe Widersténde: rg = - = —i— (kapazitiver Blindwiderstand), r; =i Lw
iwC wC
Komplexer Gesamtwiderstand (Parallelschaltung!):
L
rcrp 5 N 1

Cro+rn . i, 1
L—-—— -—
iw oC 1 <wC » L)
Scheinwiderstand des Schwingkreises:

1 1

J=—" S fir w— —
'wC’—L LC

wL

2.4 Polynome und der Fundamentalsatz der Algebra

Definition 2.4 FEs seien ap € C, k= 0,1,...,n, beliebige komplexe Zahlen und a, # 0. Den
Ausdruck
n
Yoo arz +oag :Zakzk
k=0

p(2) == apz" + ap—12""

nennen wir Polynom n-ten Grades in der Verdnderlichen z € C. Durch p(z) wird eine
Abbildung p : C — C beschrieben, die jedem z € C den Wert p(z) € C zuordnet. Eine Zahl
z* € C, fir die p(z*) = 0 gilt, heifst Nullstelle des Polynoms p(z) .

Fiir die Menge der Polynome mit komplexen Koeflizienten verwendet man auch die Bezeichnung
C[z]. (Entsprechend R[z], ... Es gilt R[z] C C|z].) Den Grad des Polynoms bezeichnet man mit

degp(z).

Fundamentalsatz der Algebra. Jedes Polynom p(z) € C[z] mit degp(z) > 1 besitzt wenig-
stens eine Nullstelle.

Satz 2.5 Jedes Polynom p(z) € C[z] mit degp(z) =n € N gestattet eine Zerlegung
p(z) =an(z —21)(z — 22) - (2 — 2n) (2.1)

in Linearfaktoren. Diese Zerlegung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.
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Beispiel 2.6 FEs ist firn € N

1= (o) (o) (o) =TT (- k).

wobes eén) die n verschiedenen n-ten Einheitwurzeln bezeichnen (vgl. Abschnitt 2.2, Punkt 8).

Ist p(z) € R[z] und p(z*) = 0, so folgt p(z*) = 0, d.h. ein Polynom mit reellen Koeffizienten
kann nur reelle Nullstellen und Paare konjugiert komplexer Nullstellen besitzen.

Satz 2.7 Flir jedes Polynom p(z) € R[z] existiert eine (bis auf die Reihenfolge) eindeutige
Zerlegung in Linear- und quadratische Faktoren der Gestalt

p(z) =an(z—x1) - (2 — ) (z2+2a1z+ﬂ1)---(224—2@%2:4-&%) ,

wobei xp e R, k=1,...,m, undai—ﬁk <0,k=1,...,%5", ap, B € R, gilt. (m =0 und
m = n sind maoglich!)

Beispiel 2.8 2% +1 = (22 — V22 + 1)(22 + V22 + 1)

Das Hornerschema

Wir zeigen, wie man effektiv sowohl den Funktionswert p(zp) als auch den Wert der ersten
Ableitung p’(zp) eines Polynoms

m
p(Z) = Z akzk = ap2™ + am—lzm_l +---t+arz+ap,
k=0

an einer Stelle 2y € C berechnen kann. Zur Berechnung von p(zp) geht man wie folgt vor. Es ist
p(2) = p(20) = (2 — 20)p1(2) =: (2 = 20) (bn—12""" + -+ + b1z + bo)
mit
A, =bm—1, Am—1 =bm—2 —bm—_120,... ,a1 = by —b120, ap = p(z0) — bozo
bzw.
bm—1 = Qmy bm—2 = am-1+bm_120,... ,bop = a1 + b1z, p(20) = ap + bozo -
Wir erhalten das (kleine) Hornerschema
1. b1 :=am,
2. for k:=m—1to 0step —1 do bp_1 := ap + by * 29,
3. p(z0) :==b-1,

welches tabellarisch auch in der Form

am Am—1 Am—2 T a1 ao
+ + + o+

20bm—1  2obm-2 -+ 20b1  z0bo

b1 bmo bm-3z -+ by p(20)

geschrieben werden kann. Aus der Beziehung p(z) — p(20) = (2 — 20)p1(z) folgt nun p/(z) =
pi(z) + (2 = 20)pi(2) , d.h.
P'(20) = p1(20) -

Zur Berechnung von p’(zp) hat man also nur das Hornerschema auf das Polynom p;(z) anzu-
wenden.
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2.5 Ubungsaufgaben

1.

Man berechne Real- und Imaginérteil folgender komplexer Zahlen:

(0) 2+30)3-20), () (1+i), (© (1+20)°, (d) ifi (¢) (HA) ﬁi,
-3 a i i)to

0 (HA) [Ty () S (@heR @h)£0.0), b Tc

6 @A) — . ) @a) D g i) e
1+iv3 " T+ip+1’ :

. Man stelle folgende komplexe Zahlen in trigonometrischer Form dar:

(a) (HA) cosp —ising (p €R), (b) —1, (c) 2—2i, (d) (HA) —a% (a €R),

(g) (HA) —% +i£.

(e) sina+i(l—cosa) (a€l0,2m)), (f) 1—|—COS%—|—iSiHT( 5

Z )
Sei z = x+iy bzw. z = r(cos p+1i sin ¢) eine beliebige komplexe Zahl (z # 0) . Bestimmen
Sie Real- und Imaginérteil sowie Betrag und Argument folgender komplexer Zahlen:

(a) 7, (b) =

z

, (¢) (HA) % (d) 2%, (e) (HA)iz, (f) 27, (g)

Skizzieren Sie in der Gauflschen Zahlenebene die Menge aller komplexen Zahlen mit der
Eigenschaft

(a) Re% —e, ()

<3, (c) 2< |2/ <4, (d) 0<argz< 7,
z

(e) |[z—z2]=|z—2], (f) (HA)O< Imz<27und|Rez| <1,
(Z1) |z+3|+1]2—3| <10, (Z2) |z2| <1+Rez.

1
1+iv3’
Man berechne mit Hilfe der Formel von Moivre

(a) (1+1)0, (b) 1—iv3)%, (c) (HA) (=14+1i)°, (d) (HA) (V3+i)>.

(HA) Sei z = Fiir welche natiirlichen Zahlen n ist 2™ reell?

1
Man zeige, dass fiir alle n € N und fiir alle & € R mit o, nav & {(k + 5) Tk € Z} die

Beziehung

<1+itana>n _ l+itanna

1—-1itana 1 —1tanna

gilt.

. Man bestimme alle Losungen folgender Gleichungen:

(a) 22=—-1, (b) (HA)2°=1, (c) (HA)z)—-i=0, (d) z*+1=0,
(e) 22 +2=2i, (f) 2*=-8+8V3i, (g 22=-3-4i,
(h) (HA) 26=64, (i) 2*—2i22+2i =1, (j) (HA)2?>+4iz=5,

(Z1) 22 +4iz+5=0, (Z2)iz?-22—-i+1=0, (Z3)|z|—-2=1+2i,
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10.

11.

12.

. Zeigen Sie, dass fiir beliebige komplexe Zahlen z,w € C die Beziehung

2(]2\2 + ]wlz) =lz— w\2 + |z + w\2
gilt.

Zerlegen Sie folgende Polynome sowohl in komplexe Linearfaktoren als auch in reelle
Linear- und (wenn nétig) quadratische Faktoren:

(a) 22+3+4i, (b) 2241, (c) z*-16.
Man berechne die Summe aller n Lésungen der Gleichung 2" = 1.

(HA) Man stelle cos ny und sinng (n € N) durch Potenzen von cos ¢ und sin ¢ dar.

Hinweis: Man wende den binomischen Satz und die Formel von Moivre auf (cos ¢+1i sin )"
an.
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Kapitel 3

Der dreidimensionale Euklidische
Raum

3.1 Vektoren und Skalare

Jede Grofle im Raum unserer Anschauung, zu deren Charakterisierung aufler einem zahlenméfi-
gen Betrag auch eine Richtung und ein Richtungssinn erforderlich sind, nennen wir Vektor.
Geometrisch kénnen wir uns darunter eine Strecke mit einem Pfeil vorstellen (Bezeichnungen:
7 oder 14—B>) Beispiele fiir vektorielle Grolen sind Geschwindigkeit, Kraft, Beschleunigung, elek-
trische und magnetische Feldstéirke. Dagegen sind Lénge, Zeit, Temperatur, Arbeit und Energie
Beispiele fiir rein skalare Grofen.

- — —
Durch Vorgabe eines kartesischen Koordinatensystems mit den Einheitsvektoren ¢ , 7 und k
kénnen wir die Menge der Vektoren mit dem dreidimensionalen Raum R? identifizieren:

1
_
?:x17+x27+x3k <—>:c:[561 Ty T3 ]T:: To | . (3.1)
€3

— — — T T
Den Vektoren ¢ , j und k entsprechen die Elemente e; := [ 1 00 ] , €9 1= [ 010 ]

und ez := [ 0 0 1 ]T des R?, die wir auch Vektoren nennen. Somit ist = der Vektor, der vom
Koordinatenursprung zum Punkt x zeigt. Mit | 2’| bezeichnen wir die Linge (bzw. den Betrag)
des Vektors 7 . Es gilt

|?| :\/x%%—x%%—x%.

3.2 Operationen mit Vektoren

1. Multiplikation mit einem Skalar A € R :

AT ist der Vektor der Linge |A|- |7, der Richtung von @ und

(a) dem Richtungssinn von @, wenn A > 0,
(b) dem entgegengesetzten Richtungssinn zu 7', wenn A < 0,

(c¢) keinem Richtungssinn, wenn A = 0.

27



28 KAPITEL 3. DER DREIDIMENSIONALE EUKLIDISCHE RAUM

Es gilt
. )\1‘1
AT =Xz mit Az:=| Ao
)\1‘3

2. Addition zweier Vektoren:

T + 7 ist der Vektor der Diagonalen (ausgehend vom Koordinatenursprung) des Paralle-
logramms, welches von 7’ und 3 aufgespannt wird. Es gilt

1+
— — I

r4+y=xz+y mit z4+y=| 2+ Y2
T3+ Y3

Die Addition von Vektoren ist kommutativ und assoziativ. Ferner gilt die Dreiecksunglei-
chung

T+ Y <[F|+[7].
Erst jetzt ist die Schreibweise auf der linken Seite von (3.1) richtig erklért.
3. Subtraktion zweier Vektoren:

r—y =x+ Y
4. Skalarprodukt zweier Vektoren (auch inneres Produkt genannt):
(7,7Y) = (x,y) == 2191 + T2y2 + T3y3
Es gilt
(S1) (z,2) >0 Vo € R3und (v,2) =0 <= z=[000]T =0,
(S2) (z,y) = (y,2) Va,y € R?,
(S3) Nz +py,2) = Xw, 2) + puly, 2) Vo,y,z € R3 und VA, u € R.
Aus dem Kosinussatz der Trigonometrie folgt fiir  # 0 und y # 0
7~ =17+ [Y1? 27| Y] cosg,
wobei ¢ den Winkel zwischen 2" und 3 bezeichnet. Hieraus ergibt sich
(@, Y) =1 |¥] cosp = [T||Y] cos (T, 7).
woraus auch die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
(@, ) <12 Y]
folgt.

Beispiel 3.1 FEinen Vektor € der Linge 1 nennt man eine Richtung und die Skalarproduk-
te (¢, i) =: cosa, (€, 5) =: cosf und (¢, k) =: cosy die Richtungskosinus von ¢ .
Offenbar gilt

cos® o+ cos® B+ cos?y = [€]2 = 1.
Die Winkel o, B und v sind die Winkel, die der Vektor € mit den Koordinatenrichtungen bildet.
1
Fiir jeden Vektor T # 0 st € = — D eine Richtung, deren Richtungskosinus man auch die
b

N
Richtungskosinus von b nennt.
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Beispiel 3.2 Die Projektion @, eines Vektors @ auf eine Richtung € ist gleich
(d,€)e,

denn es gilt
|de| =|d| cosz(a, €)= (a,e€).

Beispiel 3.3 Welche Arbeit W verrichtet die Kraft @ bei der Bewegung eines Massenpunktes
—
entlang des Vektors b 7

v\ b
Antwort: W = |a’y| - ]?\ = '(77 ﬁ> ﬁ
b b

5. Das Vektorprodukt (auch dufieres Produkt genannt):

—

B =@, b

)|

Das Vektorprodukt P = 2’ x ¥ zweier Vektoren 7’ und 7% ist definiert durch die drei
Bedingungen

(@) [P =1Z]-[y| [sin£(Z, Yl

(b) 7 ist orthogonal zu 7’ und ¥,

() ', ¥ und P bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

Somit ist |p’| gleich dem Flicheninhalt des Parallelogramms, welches von @ und % auf-
gespannt wird. Es gelten folgende Regeln fiir das Rechnen mit dem Vektorprodukt:

(V1) @ x 7@ = VT
(V2) Tx T =—(T x T
(V3 AT xT)=(AT)x T =7 x A7)
(V) Tx (T +Z2)=Z xy+o x7
\Eegegxixlz+x2]+x3k —y12+y2]+y3kundz J =k, xXk=1,
k x i = j folgt aus den obigen Regeln
- — -
T XY = (ways — w3y2) i + (z3yr — x1y3) § + (T1y2 —yix2) k

6. Das Spatprodukt (auch gemischtes Produkt genannt) dreier Vektoren = , % und 7 ist
gleich der reellen Zahl

Es gilt also

(?7?57) = ? X ?| |7| 'COSZ(? X ?57)5
Grundflache gerichtete Hohe

so dass das Spatprodukt gleich dem gerichteten Volumen des durch die drei Vektoren
aufgespannten Spates (Parallelepipeds) ist. Es gelten folgende Regeln:

(7. 7.,%)
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Beispiel 3.4 Das Moment der Kraft F im Punkt P beziiglich des Punktes A ist definiert als das
— —
Drehmoment der Kraft F' beziiglich einer Achse durch den Punkt A, die rechtwinklig zu F und
— — —
7T := AP ist, und ist somit gleich M := 7 x I (siche Abb.). Ist die Achse nicht rechtwinklig zu

F und 7, so ist das entprechende Drehmoment gleich der Projektion von M auf die Richtung
der Achse.

—
E

Beispiel 3.5 Der Flicheninhalt eines Dreiecks AABC ist gleich

1
F=Z|T x| mit 7T =ABund ¥ = AC.

C

sl

Beispiel 3.6 Das Volumen eines Tetraeders ABCD ist gleich

1
V=2l(@ 5, @) wit @=DA, b =DBund ¢ =DC.

3.3 Geraden und Ebenen im Raum
e Die Parametergleichung einer Geraden g C R? ist gegeben durch
g: T =70+ A5 (3.2)

Dabei sind 79 und 5 # O fost vorgegeben und A € R beliebig. Die Schreibweise (3.2) ist
wie folgt zu verstehen: Die Gerade g ist die Menge der Punkte, auf die der Ortsvektor 7~
zeigt, wenn A die Menge der reellen Zahlen durchliuft, d.h.

1 o1 S1
g= ro | = 12 | FA] s2 | AER
T3 03 53

ist eine Gerade.
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b1
e Das Lot auf die Gerade g (gegeben durch (3.2)) von einem Punkt p = | ps | & g kann
b3
wie folgt bestimmt werden: Wir suchen den Fulpunkt p, € g des Lotes. Dieser kann nach
(3.2) in der Form

also ist
I e

Sind A, und somit p, berechnet, so ist |p; — p | der Abstand des Punktes p von der Geraden
g.

e Zwei nicht parallele und sich nicht schneidende Geraden heiflen zueinander windschief.
Den Abstand zweier windschiefer Geraden

gl?}:T_f—i‘)\S_f
und
g2 T =T34+ uss

berechnet man wie folgt: Zuerst bemerken wir, dass diese beiden Geraden genau dann
nicht parallel sind, wenn

— — =
83 :=81 X 83 # 0

gilt. Die kiirzeste Verbindungsstrecke zwischen g; und go muss senkrecht auf beiden Gera-
den stehen, d.h. wir haben reelle Zahlen X\, y und v so zu bestimmen, dass die Beziehung

RAAR —B—uB =5 (3.3)

erfiillt ist. Die Gleichung (3.3) lésst sich als System dreier (linearer) Gleichungen schreiben:

S1IA — Sg1ft — 831V = T91 —T11
512\ — Soofl — 832V = T2 — T2
513\ — So3fl — S33V = T23 — T3

Der Abstand der beiden Geraden ist dann gleich || - |53].
e s seien 75, @ und b drei gegebene Vektoren. Durch die Parametergleichung
— = — -
E:r"=rg+Xd+pdb, ApeR, (3.4)

wird die Ebene beschrieben, die im Punkt ry von den Vektoren @ und b (die natiirlich
nicht die gleiche Richtung haben diirfen) aufgespannt wird.
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e Die Hessesche Normalform einer Ebene hat die Gestalt

E: (7, W)=p, dh. E={reR*:(rnn)=p}, (3.5)

wobei 7 eine gegebene Richtung (Stellungsvektor) und p > 0 eine gegebene reelle Zahl
sind. Wegen (7', ) = 1 ist (3.5) dquivalent zu

E: (7 —pn,n)=0,

woraus sich ergibt, dass p gleich dem Abstand der Ebene E vom Koordinatenursprung ist.
Ist eine Ebene E in der Form (3.4) gegeben, so erhilt man die entsprechende Hessesche
Normalform (3.5) auf folgende Weise: Man setzt

- =
— ax b — —
¢ =—=, p=|(c,10)
|'a” x b|
und
o < , falls (¢,79) >0,
T -¢ , falls(¢,7p)<0.

Ist umgekehrt die Hessesche Normalform (3.5) gegeben, so erhilt man eine entsprechende
Parametergleichung (3.4), indem man drei Punkte rg, 71 und 9 auf E wihlt (die also (3.5)
—

geniigen), die nicht auf einer Geraden liegen, und @ := 7] — ¢ sowie b := 75 — g setzt.
x Ny

Mitr= | y | und n= | n, | ldBt sich (3.5) in der Form
z n,

NgT + NylY + N2 =p

schreiben. Fiir drei beliebig gegebene reelle Zahlen a, , a, und a. , die nicht alle gleich Null
sind, beschreibt die Gleichung

;T +ayy+az=p mit p=>0

eine Ebene. Die Hessesche Normalform dazu ergibt sich als

ta=./a2 2 2
mit a = /az +ay +az.

Das Lot von einem Punkt p ¢ E auf die durch (3.4) gegebene Ebene E kann wie folgt
—
bestimmt werden: Wir suchen den FuBpunkt p, € E des Lotes, py = 70 + A\ @ + jix b .
—
Das Lot p — py ist parallel zu ¢ := @ x b , d.h. es gibt ein v, € R mit

- = — - —
P —Tg— Xl — b =14 C .

Diese Beziehung la8t sich wiederum als (lineares) Gleichungssystem zur Bestimmung von
A« , fsx und vy schreiben. Der Abstand von p zur Ebene E ist dann gleich d = |p — px|.
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Ist die Ebene E durch (3.5) gegeben, so gilt
d=|(9,7) - sl

weil durch
Ey: (7, W) = (P, ")

die zu F parallele Ebene durch den Punkt p beschrieben wird.

Die Parametergleichung (3.2) der Schnittgeraden g zweier Ebenen
Ei:(7,n)=p1 und Eo:(7,n3)=p2

ergibt sich aus S = ny X ny und einem Punkt ry auf g, den man als eine Losung des
(linearen) Gleichungssystems

(T—(;ﬂT]))—P]a ]:1525
erhalt
Ubungsaufgaben
. Es seien

(a) (HA)a=[1 0 —=3]",b=[6 4 -3
bya=[2 3 0] ,b=[0 3 2]".

}T

)

Man berechne |@'|, | b |, (@, b), @ x b ,den Flicheninhalt des Parallelogrammes, welches

von a und b aufgespannt wird, sowie eine Richtung ¢, die senkrecht zu a und b ist.

. Seien @ und b Richtungen, die einen Winkel von 30° einschlieflen. Man berechne das

Skalarprodukt (@ + ?, a + ?) .

. (HA) Seien |d'| = 2v2, ]?] = 4 und 7,? schlieBen einen Winkel von 3T ein. Man

4
—

berechne das Skalarprodukt (@ — ?, a—-b).
"=

[ 0 01 ]T und e = [ 1 2 0 ] . Man berechne die Projektionen @, ¢, und ¢gq

— —
. — —
sowie @ X b und € x d .

. Existieren Vektoren @ und ?, die gleichzeitig die Eigenschaften |a’| =7, |?| =4 und

|'a” x ?| = 30 besitzen?
]T

(a) Man bestimme alle Vektoren, die auf @ mit a = [ 1 11 senkrecht stehen.

(b) Man bestimme alle Vektoren, die auf @ mit a = [ 1 11 ]T und b mit b =
[ 0 -1 1 ]T senkrecht stehen.

—

. Gibt es einen Vektor, der mit den Vektoren i , 7 , k je einen Winkel von 45° einschliefit?

. Man beweise: Ist (@’ + ?)L(E} - ?) , 0 gilt | @] = ‘?‘ .
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(HA) Liegen die Vektoren @, b und € mit a = [-1 3 3 ]T ,b=[0 4 2 ]T und
c= [ 3 1 —4 ]T in einer gemeinsamen Ebene?

Die Grundfliche einer dreiseitigen Pyramide habe die Eckpunkte A(2,0,0), B(0,3,0) und
C(0,0,6) . Der Punkt D(2,3,8) sei die Spitze der Pyramide. Man berechne

(a) den Inhalt der Grundfléche,
(b) die Hohe der Pyramide,

(c) den FuBipunkt des Lotes von D auf die Grundfléche und
(d) das Volumen der Pyramide.

Beweisen Sie den Satz des Thales!

(HA) Zeigen Sie, dass die Mittelpunkte der Seiten eines beliebigen Vierecks die Eckpunkte
eines Parallelogramms bilden!

(Z) Zeigen Sie, dass sich die drei Hohen in einem Dreieck in einem Punkt schneiden.
Die Ebene E enthalte die Punkte A(1,4,0), B(—1,2,3) und C(1,0,0). Man berechne

eine Parametergleichung von F |

eine parameterfreie Gleichung von F,

den Abstand des Punktes P(2,—1,—3) von E,

)
)
c¢) die Gleichung von E in Hessescher Normalform,
)
) den FuBipunkt des Lotes von P auf E und

)

den Schnittpunkt von E mit der Geraden
g={[-2 -4 3] +¢[1 2 -1]":1eR}.

(HA) Welchen Abstand hat der Punkt P(16,—9,7) von der Ebene durch die Punkte
A(1,4,2), B(0,—2,1) und C(2,1,—1)? In welchen Punkten schneidet diese Ebene die
Koordinatenachsen?

Gegeben seien zwei Ebenen F; und Es : FE; liegt parallel zur Ebene x +2y + 2 = 0
und enthélt den Punkt P(2,5,—6). Ey enthélt die Punkte Q(1,0,1), R(—1,—2,1) und
S(4,1,2). Man bestimme

(a) die Ebenengleichungen von E; und FEs,
(b) die Schnittgerade von Ey und Es.

Bestimmen Sie den Schnittwinkel der Ebenen

EFi:2x4+y+2—4=0 und FEe:x+2y—2+3=0.

(HA) Man bestimme die Gleichungen der Ebenen, die parallel zur Ebene 2x+42y+2—8 = 0
liegen und von ihr den Abstand 4 haben.

Berechnen Sie den Abstand der Geraden

0 -1 -1 -1
g1 = 1|+t 2 [:teR und ¢o = -2 | +t 2 |:teR
1 1 0 1
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19. (HA) Bestimmen Sie den Abstand der Geraden
g={[12 -7 3] +t[9 -8 1] :teR}

und
]T

p={[1 -2 -4]"+1[-3 -2 2] :1cR]

sowie die Fuflpunkte des gemeinsamen Lotes.

35
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Kapitel 4

Gruppen, Ringe, Korper

4.1 Gruppen, Faktorgruppen

Unter einer Gruppe G, genauer (G, -) , verstehen wir eine nichtleere Menge GG, in der eine binére
Verkniipfung, d.h. eine Abbildung “”: GXxG — G, (a,b) — ab, erklirt ist, die folgende Axiome
erfiillt:

(G1) Es gilt das Assoziativgesetz, d.h. (ab)c = a(bc) Va,b,c € G.
(G2) Es existiert ein neutrales Element e € G, d.h. es gilt ae = ea = a Ya € G.
(G3) Fiir jedes a € G existiert ein linksinverses Element o' € G, d.h. es gilt a la = e.

Gilt in G das Kommutativgesetz, so heift G kommutative oder abelsche Gruppe (Niels Henrik
Abel, 1802-1829).

Ist die Verkniipfung mit “-” bezeichnet, so nennt man das neutrale Element e auch Einselement.
Bezeichnet man die Verkniipfung dagegen mit “+”, so ist es iiblich, das neutrale Element mit 0
zu bezeichnen und Nullelement zu nennen sowie —a anstelle von a~! zu schreiben.

Beispiel 4.1 Die Menge 7. der ganzen Zahlen mit der iblichen Addition ist eine abelsche Grup-
pe.

Beispiel 4.2 Ry := {z € R: x > 0} mit der iblichen Multiplikation ist eine abelsche Gruppe.

Beispiel 4.3 Die Menge E, der n-ten FEinheitswurzeln {e,(ﬁn) :k=0,...,n—1}, d.h. dien
verschiedenen komplexen Lisungen der Gleichung 2" =1, n € N, ist mit der Multiplikation (im
Bereich der komplexen Zahlen) eine abelsche Gruppe.

Eine Reihe von unmittelbaren Folgerungen aus den Axiomen (G1) - (G3) sind im folgenden
Satz zusammengefafit.

Satz 4.4 Es sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe.
1. Dann gibt es in G genau ein neutrales Element e .

2. Das linksinverse Element ist eindeutig bestimmt und zugleich rechtsinverses, d.h. es gilt
1 L = ¢ und somit auch (ail)f1 = a fir alle a € G.

ara=aa”
3. Fiir gegebene a,b € G besitzt die Gleichung
ar=>= (4.1)

37
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die eindeutige Lisung x = a~'b und die Gleichung
ya="b (4.2)
die eindeutige Losung y =ba™'.

Man sieht leicht, dass stets (ab)~! = b~la~! gilt. Wie gewohnlich erkliren wir die ganzzah-
lige Potenz bzw. das ganzzahlige Vielfache eines Elementes a einer multiplikativ bzw. additiv
geschriebenen Gruppe G :

a®=e, a"=ad"ta, a"=(@"H" neN,
0a=0, na=Mm—-1la+a, (—m)a=n(—a), neN.
Eine nichtleere Teilmenge G’ einer Gruppe G heifit Untergruppe von G, wenn G’ mit der in

G erklarten Verkniipfung selbst eine Gruppe ist. Im folgenden Satz ist das sogenannte Unter-
gruppenkriterium formuliert.

Satz 4.5 Eine nichtleere Teilmenge G' C G einer Gruppe G ist genau dann Untergruppe von
G, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(U1) Aus a,b € G’ folgt stets ab™' € G’ .
(U2) Aus a,b € G’ folgt stets ab € G' und b= € G

Im Beispiel 4.1 ist (m) fiir jedes m € N, m > 2, eine Untergruppe von (Z,+). Die positiven
rationalen Zahlen bilden im Beispiel 4.2 eine Untergruppe von (R, ). Die Menge {eéﬁ), 656), 6516)}

bildet eine Untergruppe der Gruppe (Eg, ) (siche Beispiel 4.3).

Beispiel 4.6 Die Menge Sy; aller bijektiven Abbildungen einer nichtleeren Menge M auf sich
selbst (vgl. Sy, = Squ,... ny m Beispiel 1.9) bildet mit der bindren Verkniipfung “©”: GxG — G,
(f,9) — fog eine Gruppe. Dabei ist die identische Abbildung idy; das neutrale Element und die
Umkehrabbildung f~1 (siehe Satz 1.7) ist das zu f € Sy inverse Element. Es sei nun x € M
beliebig, aber fest gewdhlt. Die Teilmenge S§; der Abbildungen f € Sy mit der Figenschaft
f(x) = x (man sagt, x ist Fizpunkt von f) ist eine Untergruppe von (Spr,0). Zum Beweis
verwenden wir Satz 4.5. Es seien f,g € St,. Dann folgt (f o g)(x) = f(g9(x)) = f(x) =z, d.h.
foge 8% . Aus f(z) =z folgt weiter z = (f~Lo f)(z) = f~Hf(x)) = fY(z), also f~1 € S%,.

Es seien G und F' Gruppen. Eine Abbildung f : G — F, a — f(a) heifit Morphismus
(genauer: Gruppenmorphismus), wenn f(ab) = f(a)f(b) fiir alle a,b € G gilt. Ein bijektiver
Morphismus f : G — F heifit Isomorphismus. Man sagt dann, G und F sind zueinander
isomorph. Einen Isomorphismus f : G — G nennt man Automorphismus.

Beispiel 4.7 Fir m € N ist die Abbildung fn, : Z — Z, x — mx ein Morphismus in (Z,+),
denn fiir alle x,y € Z gilt

fm(@+y) =m(x+y) =mz+my= fu(r)+ fm(y).

Beispiel 4.8 Es seien G = (R,+) und F = (R4,:). Dann ist f : G — F, x — €* ein
Isomorphismus, weil diese Abbildung bekanntlich bijektiv ist und das Potenzgesetz e*TY = e%e¥
gilt.

Sind f : G — F ein Gruppenmorphismus und e das Einselement in G, so folgt f(e) = f(ee) =
fle)f(e), also ¢’ = (f(e))~tf(e) = f(e), wobei ¢’ das Einselement in F ist. Die Menge

ker f:={z € G: f(z) =€}
heifit Kern des Morphismus f .
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Satz 4.9 Ist f : G — F ein Gruppenmorphismus, so sind ker f und f(G) Untergruppen von
G bzw. F.

Es gilt

f™=fly™) vyea.
Fiir eine Untergruppe G’ C G definieren wir die Rechtskongruenz modulo G’ durch

Vao,y € G : xc&”y — ayled.

Beispiel 4.10 G = (Z,+), G' = (m), x L1 = o+ (—y) =x —y € (m). Wir erhalten also
Beispiel 1.11 aus Abschnitt 1.3.

Satz 4.11 Die Rechtskongruenz modulo G' ist eine Aquivalenzrelation in G, und es gilt [x]. =
Gr={yr:yeG}=|z]lg.

Eine Untergruppe G’ einer Gruppe G heifit Normalteiler, wenn die Bedingung
gGgl={gzgt:zeG}cG VYgel

erfiillt ist.

Beispiel 4.12 (m) ist Normalteiler von (Z,+), da (Z,+) abelsch ist.

Satz 4.13 Es sei G’ Normalteiler von G . Wir definieren

[2]a [Ylar = [z ylar -

Dann ist die Menge G/G' = {[z]q' : * € G} der Aquivalenzklassen modulo G' mit der eben
definierten Verkniipfung eine Gruppe, die sog. Faktorgruppe modulo G'.

Beispiel 4.14 7Z/(m) ist mit der Verkniipfung [x]m =+ [Ylm = [T +y|m eine Gruppe, die (additive)
Gruppe der Restklassen modulo m .

Satz 4.15 (Homomorphiesatz fiir Gruppen) Es sei f : G — F' ein Gruppenmorphismus.
Dann ist ker f ein Normalteiler von G, und die Abbildung

<I>G/kerf—>f(G), [x]keerf(x)y

st ein Isomorphismus.

(m

Beispiel 4.16 f : (Z,+) — (Ep,"), * — ey ), falls r = r(z) (0 < r < m) der Rest von
x bei Division durch m ist. Dann sind ker f = (m) ein Normalteiler und ® : Z/(m) — E,,,
[x]m — ei??v)) , ein Isomorphismus.

Zur Wiederholung einiger Begriffe betrachten wir die additive Gruppe Z = (Z, +) der ganzen
Zahlen und die Gruppe Sjg 1] = (S]o,1],©) der bijektiven Abbildungen des Intervals [0, 1] auf sich
selbst (vgl. Beispiel 4.6). Z ist eine abelsche, d.h. kommutative Gruppe, S(o,1] dagegen nicht.
Das neutrale Element in Z ist die Null, in S|y ist es die identische Abbildung id|g ;). Die Rolle
des inversen Elementes spielt in Z die entgegengesetzte Zahl und in S|y ;) die Umkehrabbildung.
Eine Untergruppe G’ in Z ist z.B. die Menge (5) der durch 5 teilbaren Zahlen und in S, die

1
Menge 5[20’1] der bijektiven Abbildungen f : [0,1] — [0,1] mit f(3) = 3. Betrachten wir nun

die entsprechende Rechtskongruenz modulo G’. Es gilt

m (5~) n <= m —n ist durch 5 teilbar

und
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Sio,1
R = 1) =93).

Die dazugehérigen Aquivalenzklassen in Z sind die Restklassen modulo (5) :

[0]5 ) [1]5 ; [2]5 ) [3]5 5 [4]5 .

1
2

0,1] SO viele Aquivalenzklassen wie reelle

In Sjp,1) gibt es bzgl. der Rechtskongruenz modulo S
Zahlen im Intervall [0, 1], ndmlich

[]

1
2

= {fES[O,l]:f(%):x}, z € [0,1].

Die Untergruppe (5) ist Normalteiler in Z und Z/(5) ist die additive Gruppe der Restklassen
modulo (5), wobei

[7“]5 + [8]5 = [7“ + 8]5

1 1
gilt. S ;) ist kein Normalteiler in Sjo. Fiir f(z) =1 -z, dh. f € 55 ,,, und g(x) = /x ist
1

zB. (gofog ™ )(3) =g(fla' @) =\/1-1=F#5,alsogfg" &SP,

4.2 Ringe und Korper

Eine Menge R mit mindestens zwei Elementen heifit Ring, wenn auf R zwei binére Verkniipfun-
gen “+7: Rx R — R, (z,y) — x4+ y,und “": Rx R — R, (z,y) — zy, erklirt sind, die
folgenden Axiomen geniigen:

R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe (mit dem Nullelement 0).

G1) Die Multiplikation ist assoziativ.

G2) Bzgl. der Multiplikation existiert ein Einslelement e = 1.

(R1)
(G1)
(G2)
(R2) Es gelten die Distributivgesetze

z(y+z)=xzy+zxz und (z+y)z=zz+yz Vr,y,z€ R.

Ist die Multiplikation kommutativ, so sprechen wir von einem kommutativen Ring. Ist (R*,-)
mit R* := R\ {0} eine kommutative Gruppe, so heifit R Koérper.

Beispiel 4.17 Die Menge der ganzen Zahlen Z mit der gewdhnlichen Addition und Multipli-
kation ist ein kommutativer Ring, aber kein Korper. Beispiele fiir Korper sind die Mengen der
rationalen, der reellen und der komplexen Zahlen mit den tiblichen Operationen. Die Menge der
Polynome C|z] ist mit der iblichen Addition und Multiplikation von Funktionen ein kommuta-
tiver Ring, aber kein Korper.

Aus den Axiomen ergeben sich folgende Rechenregeln in einem Ring R :
1. Aus 0z + 22 = (0 +2)z = 22 = 22 folgt 0 = 0 und analog x0 = 0 fiir alle z € R.

2. Hieraus ergibt sich 0 = (y + (—y))x = yx + (—y)z, also —(yx) = (—y)z und analog
—(yz) = y(—=x) fir alle z,y € R.

3. Ist R ein Korper, so folgt aus xy = 0 stets x =0 oder y =0, da z € R* und y € R* stets
xy € R* zur Folge hat.
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4. Es seien R ein Koérper, z € R und 22 = 1. Dann folgt 0 = 22 — 1 = (x — 1)(z + 1), also
r=—loderz=1.

Beispiel 4.18 Z/(m) ist mit [x]m + [Ylm = [T + ylm und [2]m[Y]m = [x y]m ein kommutativer
Ring, der Restklassenring modulo m. (Z/(m),+) ist ndamlich eine abelsche Gruppe und die
Multiplikation ist korrekt erkldrt:

Aus (2 = [2]m und [Y]m = [y]m folgt x = 2’ +am und y = y' +bm mit gewissen ganzen
Zahlen a und b. Dann ist aber xy = 'y’ + m(ay' + bz’ +abm), also ['y ] = [X Ylm -

(A) Jede Untergruppe von (Z,+) lifit sich in der Form (m) schreiben, wobei m € N.

(B) Sind p,q € N teilerfremd, d.h. ggT (p,q) = 1, so existieren ganze Zahlen x und y mit
pr+qy=1.

(C) Der Restklassenring Z/(m) (m € N, m > 2) ist genau dann ein Kérper, wenn m eine
Primzahl ist.

4.3 Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie mit Hilfe einer Gruppentafel, dass die vierten Einheitswurzeln bzgl. der gewthn-
lichen Multiplikation komplexer Zahlen eine kommutative Gruppe (Ey, -) bilden. Dabei ver-
steht man unter einer Gruppentafel ein quadratisches Schema, aus dem die Verkniipfungen
von je zwei Elementen der Gruppe erkennbar sind, also z.B.

a az

al alaq a1an

az | a20a1 | G20G2

2. Geben Sie (bis auf Isomorphie) alle Gruppen an, die aus 2, 3 bzw. 4 Elementen bestehen.

3. Stellen Sie die Verkniipfungstafeln fiir (Z/(4),+) und (Z/(4),-) auf, und erldutern Sie
anhand dieser Tafeln, weshalb der Restklassenring (Z/(4),+, -) kein Korper ist.

4. (a) Stellen Sie die Verkniipfungstafel fiir die Permutationsgruppe (Ss3,0) aller Permuta-
tionen aus drei Elementen auf.

(b) (HA) Ist diese Gruppe kommutativ?
(c) (HA) Geben Sie alle kommutativen Untergruppen der (S3,0) an.

5. Es seien (A, 01) und (B, o) Gruppen. Zeigen Sie, dass

(a) G ={(a,b):a € A, be B} mit der Verkniipfung (a,b) o (@,b) := (a o1 @,b oy b) cine
Gruppe ist,

(b) die Gruppe (A, o;) isomorph zu der Untergruppe (A4, o) von (G, o) mit
A={(a,ep):ac A} C @

ist, wobei eg das Einselement in B bezeichnet.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

KAPITEL 4. GRUPPEN, RINGE, KORPER

(a) Es sei G eine Gruppe. Zeigen Sie, dass ¢, : G — G, z — g lzg fiir jedes fest

gewihlte g € G ein Automorphismus (innerer Automorphismus genannt) ist.
(b) (HA) Zeigen Sie, dass die inneren Automorphismen einer Gruppe G' mit der Kom-
position (¢OY)(z) = ¥ (p(x)) eine Gruppe (Gaut, <) bilden.

Es seien G eine Gruppe und ¢ : G — G definiert durch ¢(z) = 22 . Beweisen Sie, dass ¢
genau dann ein Morphismus ist, wenn G eine kommutative Gruppe ist.

. Es sei (Sa,o0) die Bewegungsgruppe eines gleichseitigen Dreiecks.

(a) Stellen Sie die Gruppentafel auf.
(b) Geben Sie alle Untergruppen an.

(c) Geben Sie alle Normalteiler an.

(HA) Losen Sie die Aufgabe 8 fiir die Bewegungsgruppe (Sg, o) eines Quadrates.

Es seien die Gruppen (R \ {0},:) und (Ry,-) gegeben. Zeigen Sie, dafi die Abbildung
f:R\{0} — R, x — |z| ein surjektiver Morphismus mit dem Kern ker f = {—1,+1}
ist.

Seien (G1,01), (Ga,02) Gruppen und f : G; — G2 Gruppenmorphismus, e; bezeichne
das neutrale Element in G;. Zeigen Sie, dass f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn
f(G1) = G2 und ker f = {e; }.

(HA) Sei N ein Normalteiler der Gruppe G und f ein Automorphismus. Zeigen Sie, dass
f(N) wieder ein Normalteiler von G ist.

(HA) Seien M eine nichtleere Menge, R ein Ring und F' die Menge aller Abbildungen
f: M — R. Wir versehen F' mit den (punktweise definierten) Verkniipfungen

(f+9)(@) = f2) +g(x), (f9)(z):=[f(z)g(x) VaeM
Zeigen Sie, dass F' ein Ring ist.

P sei die Menge aller Polynome der Gestalt f(x) = ax + b, a,b € R, mit der binéren
Operation (g0 f)(x) = g(f(2))
(a) Untersuchen Sie, ob (P, +,0) ein Ring ist.

(b) Welche Teilmenge Py von P ist bzgl. der Verkniipfung “o” eine Gruppe? Ist diese
kommutativ?

(c) Ist (P1,0) mit Py ={f € Py: f(1) = 1} eine Untergruppe von (Pgy,0) ?



Kapitel 5

Vektorraume und lineare
Abbildungen

5.1 Moduln und Vektorrdume, der Begriff der Basis

Es seien R ein Ring und (V, +) eine abelsche Gruppe. Ferner sei eine Verkniipfung “”: RxV —
V', (o,x) — ax erklirt. V heift R-Modul (oder Modul iiber R), wenn folgende Axiome erfiillt
sind:

Ml) (a+pB)x=az+pPx Vo, R, VeV,
M2) a(z+y)=azx+ay VYaeR,Vz,yeV,
(M3) a(fz)=(af)r VYo,0eR, VeV,
(M4) lz =2 VxeV.

Ist R ein Korper, so nennt man V einen R-Vektorraum (oder Vektorraum iiber R, oder linearen
Raum iiber R).

Die Elemente von R heiflen Skalare (Zahlen), die von V' Vektoren. Die Abbildung (o, z) — ax
nennt man Multiplikation eines Skalars o mit einem Vektor z. In (M4) ist 1 das Einselement
in R (die “Zahl” 1). Mit 0 bezeichnen wir das neutrale Element in (R, +), mit © das in (V,+).
Man beachte: Das ,,+“ in a + ( ist i.a. etwas vollig anderes als das ,+*“ in x + y.

Beispiel 5.1 R sei ein Ring und

I
T2
V=R"'"=(x= . cx;€R, j=1,2,...,np, neN,
In
(Wir schreiben einen Vektor x auch in der Form x = [x1,xa,...,x,|" .) Fiir Vektoren
r=[z1,...,z)T €V und y=|[yi,...,zn)T €V

definieren wir

T4y = [m1+y17---,$n+yn]T

43



44 KAPITEL 5. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

und fir o € R
az:=[ax,...,ax,|"

Dann ist V ein R-Modul, wobei © = [0,...,0]7. Uns bereits gut bekannte Beispiele sind der
anschauliche dreidimensionale Vektorraum R? dber R bzw. die zweidimensionale Ebene R? mit
der Vektoraddition und der skalaren Multiplikation eines Vektors.

Beispiel 5.2 Es seien M eine beliebige nichtleere Menge und R ein Ring. Mit R™ bezeichnen
wir den R-Modul aller Abbildungen f : M — R, m — f(m), versehen mit den Verknipfungen

(f +9)(m) := f(m) +g(m) und (af)(m):=af(m) YVmeM,
wobei f,g € RM und o € R. Man beachte, dass mit dieser Definition gilt: R™ = R{1»-n}

In einem R-Modul gelten folgende Rechenregeln (z € V', a € R):
l.z=1z=(140z=124+0z=2+0zx = 0z=0.
20=0c=01+(-)z=1z+(-l)z=2+(-1)z = (-lz=-z.

3. a0 =a(r+ (—2))=az+a(-z) =ar+a(-1)z = (a+ (—a))z=0.
V' C V heifit Untermodul, wenn eine der folgenden (dquivalenten) Bedingungen erfiillt ist:
(U1l) Aus z,y € V' und o € R folgt stets z +y € V' und ax € V.

(U2) Aus z,y € V' und «, 3 € R folgt stets ax + Sy e V'.

m
Satz 5.3 Sind V/, k=1,...,m, Untermoduln von V , so ist auch ihr Durchschnitt V' = ﬂ Vi
k=1

ein Untermodul von V .

m
Sind V/, k =1,...,m, Untermoduln von V', so bezeichnen wir mit Z Vi die Summe dieser
k=1
Untermoduln:
m
ZV,C/ = {x1+x2+...+xm:xk € Vk/} .
k=1
m
Folgt dabei aus x1 + 220+ ...+, =0, x, € Vk’ stets x1 =29 = ... = x,, = O, so heifit kal

k=1
m
die direkte Summe der Untermoduln V; und wird mit @ Vi bezeichnet.
k=1

Satz 5.4 Die Summe von Untermoduln ist wieder ein Untermodul.

Beispiel 5.5 Untermoduln des dreidimensionalen Raumes R3 unserer Anschauung sind der R>
selbst, alle Geraden und Ebenen, die den Nullpunkt © enthalten, und der Nullpunkt {©}. Die
(direkte) Summe zweier verschiedener Geraden durch den Nullpunkt ist die von diesen Geraden
aufgespannte Ebene.
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Es seien V ein R-Modul und E C V, E # (). Die Menge
m
L[E] = {Zakﬂ?k cap €ER, xp, € E, me N}
k=1
heifit lineare Hiille der Menge E . Ein Element
m
xr = Zakﬂ?k =a1x1+ ...+,
k=1

heiflt Linearkombination der Elemente z; , k = 1,...,m. E nennt man Erzeugendensystem
von V', wenn L[E] =V gilt.

Beispiel 5.6 Wir betrachten wieder den dreidimensionalen Raum R? unserer Anschauung. Fiir
x # O ist L[{x}] gleich der Geraden durch © und . Falls x, y und © nicht auf einer Geraden
liegen, ist L[{x,y}] die Ebene durch die Punkte x ,y und © . Liegen x , y, z und © nicht in einer
Ebene, so ist L[{x,y,z}] = R3.

Es seien V ein R-Modul und F =
abhingig, wenn aus ap € R, k =1,

m
e = E AT
k=1

mit Notwendigkeit a1 = ag = ... = a,, = 0 folgt. Sonst heifit das System linear abhéngig.

{z1,29,...,2,} C V. Das System E heifit linear un-
2,...,m,und

Beispiel 5.7 Das System {[1,0,0]7,[0,1,0]7,[0,0,1]7} c R3 ist linear unabhingig. Das System
{[1,-1,0",[-2,2,0]T} Cc R3 ist linear abhingig, denn es gilt

1 -2 0
21 -1 [+ | 2 =10
0 0 0
Satz 5.8 Ein System E = {x1,...,xnm} CV ist genau dann linear unabhingig, wenn sich jedes

x € L[E] auf eindeutige Weise in der Form

m
x:Zakxk, ap € R (5.1)
k=1

darstellen lajfst.

Im weiteren sei V' ein R-Vektorraum. Ein System E = {z1,...,2,,} C V heifit Basis von V',
wenn FE linear unabhéngig und Erzeugendensystem von V ist. Die Zahl m nennt man dann
Dimension des Vektorraumes V' .

Beispiel 5.9 FEs gilt dimR"™ = n, n € N. Es gibt Vektorrdume, die keine endliche Dimension
haben. Betrachten wir z.B. den C-Vektorraum C|z] der Polynome in der Variablen z € C mit
Koeffizienten aus C. Das System {1,z,2%,...,2™} ist fiir jedes m € N linear unabhingig, denn
wir wissen, dass jedes Polynom p(z) # 0 aus L[E] héchstens m verschiedene Nullstellen hat.
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Aus dem Satz 5.8 folgt, dass jedes € V bei gegebener Basis E = {z1,...,z,,} auf eindeutige
Weise in der Form (5.1) darstellbar ist. Die aj, € R in Formel (5.1) nennt man die Koeffizienten
von z in der Basis F'. Im Abschnitt 5.3 beschéftigen wir uns noch etwas ausfiihrlicher mit
endlichdimensionalen Vektorrdumen, insbesondere mit der Frage, ob der Begriff der Dimension
korrekt definiert ist, d.h. unabh#ngig von der Wahl der Basis.

Bemerkungen
1. Jedes System, in dem das Nullelement © enthalten ist, ist linear abhéngig.
2. Aus z € L[{by,...,by}] folgt stets die lineare Abhéngigkeit von {x,by,..., by}.

3. Ist das System {bi,...,b,} linear unabhingig, so ist das System {x,b1,...,b,} genau
dann linear abhéngig, wenn x € L[{b1,...,by,}| gilt.

5.2 Lineare Abbildungen

Im Falle von Moduln haben die Morphismen, d.h. die strukturvertriaglichen Abbildungen, einen
besonderen Namen. Eine Abbildung f : V — W zwischen den R-Moduln V und W heifit
linear, wenn fiir alle x,y € V und jedes a € R gilt

fle+y) = fle)+fy)

(d.h. f:(V,+) — (W, +) ist ein Gruppenmorphismus) und
flaz)=af(z).

Diese beiden Bedingungen lassen sich auch zu der Bedingung

flax+pBy)=af(x)+B8f(y), Vr,yeV,Va,fcR

zusammenfassen.

Beispiel 5.10 Es seien R ein Ring und V = R"™ (vgl. Beispiel 5.1). Dann ist

T
pri: R — R, [x1,...,2,]" — xk

eine lineare Abbildung.

Beispiel 5.11 FEs seien R ein Ring und M eine beliebige nichtleere Menge (vgl. Beispiel 5.2).
Dann ist fiir festes a € M die Abbildung E, : RM — R, f + f(a) eine lineare Abbildung.

Satz 5.12 Ist f : V — W eine lineare Abbildung, so sind der Kern von f
ker f:={z eV : f(z) =0}
und das Bild f(V)) Untermoduln von V' bzw. W .

Satz 5.13 Sind f : U — V und g : V — W lineare Abbildungen, so ist auch go f: U — W
eine lineare Abbildung.
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Eine bijektive lineare Abbildung f : V — W heifit linearer Isomorphismus. Die R-Moduln
V und W nennt man dann zueinander isomorph. Ist V' = W, so nennt man einen linearen
Isomorphismus f : V — V auch linearen Automorphismus. Die Menge aller linearen Au-
tomorphismen eines R-Moduls V' bildet eine Untergruppe von Sy (vgl. Beispiel 4.6). Diese wird
mit GL(V') bezeichnet. Die Menge aller linearen Abbildungen f : V — W bezeichnen wir mit
L(V,W), im Fall V.= W mit L(V). Wir bemerken, dass eine lineare Abbildung f : V — W
genau dann injektiv ist, wenn ker f = {©} gilt.

Sind V' ein R-Modul und U C V ein Untermodul, so ist nach Satz 4.13 die Faktorgruppe
V/U eine abelsche Gruppe. Wir definieren das Produkt afz] fir a € R und [z] € V/U durch
alz] := [az]. Diese Definition ist korrekt, denn aus [z'] = [z] folgt 2/ — x € U, also auch
al@ —x) = ax’ —ax € U, dh. [az'] = [az]. Die Giiltigkeit der Modulaxiome in V/U folgt
nun leicht aus der Giiltigkeit dieser Axiome in V', so dass V/U ein R-Modul ist.

Satz 5.14 (Homomorphiesatz fiir Module) Ist f : V — W eine lineare Abbildung, so ist
O:V/kerf — f(V), [t~ f(x)

ein Isomorphismus.

Wir wenden Satz 5.14 auf die Beispiele 5.10 und 5.11 an.
Beispiel 5.15 Der Kern der Abbildung pry : R — R, x +— xy, ist gleich der Menge
{x: [:Ul,...,xn]TGR":xkzo} .

Ferner ist pri(R") = R. Aus Satz 5.14 folgt nun, dass R™/ker pry, und R zueinander isomorph
sind.

Beispiel 5.16 Der Kern der Abbildung E, : RM — R, f — f(a) ist gegeben durch
kerf:{fERM:f(a):O}.
Auferdem ist wieder E,(RM) = R und somit RM / ker E, isomorph zu R.

5.3 Endlichdimensionale Vektorridume, lineare Komplemente

Es sei jetzt V ein K-Vektorraum endlicher Dimension. Aus den Uberlegungen im Abschnitt 5.1
folgt, dass ein System B = {b1,..., b} genau dann Basis in V ist, wenn sich jeder Vektor z € V
auf eindeutige Weise als Linearkombination

m
T = Z by,
k=1

darstellen 1&8t. Das folgende Lemma beschreibt, wie man in einer Basis einen Vektor gegen einen
anderen austauschen kann.

m

Lemma 5.17 Es seien B = {by,...,by} eine Basis in V und xz = Zakbk mit oij # 0. Dann
k=1

ist auch (B \ {b;}) U {x} eine Basis in V .

Mit dem folgenden Satz bestédtigen wir die Korrektheit der Definition der Dimension eines Vek-
torraumes aus Abschnitt 5.1.
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Satz 5.18 Ist B = {b1,...,by} eine Basis in V', so besteht jede Basis von V aus genau m
Vektoren.

Ist B ={b1,...,by} eine Basis in V', so kann man die Abbildung
SV — K™, x:Zakka [, ... o]t
k=1
betrachten und erhélt folgenden Satz (vgl. Beispiel 5.1).

Satz 5.19 Jeder K-Vektorraum der Dimension m ist isomorph zu K™ .

Satz 5.20 Sind ® : V. — W ein Isomorphismus und {by,...,by} eine Basis in V| so ist
{®(b1),...,P(by)} eine Basis in W . (Insbesondere haben also zueinander isomorphe Vektor-
raume die gleiche Dimension.)

Ein K-Vektorraum wird auch linearer Raum iiber K genannt (vgl. Abschnitt 5.1), und im
Falle eines Vektorraumes nennt man einen Untermodul auch linearen Unterraum oder linearen
Teilraum. Ist U C V ein linearer Unterraum, so heiit ein linearer Unterraum U’ (direktes)
Komplement von U, wenn UNU' = {0} und U + U’ =V gilt, d.h. wenn V =U & U’ ist. In
einem solchen Fall kann man jeden Vektor z € V' auf eindeutige Weise in der Form = = x,, + z,
mit x,, € U und 2/, € U’ darstellen. Man nennt 2y die Projektion von z auf den Unterraum
U parallel zu U’ .

Satz 5.21 Es sei U ein linearer Teilraum des endlichdimensionalen Vektorraumes V .
(a) Dann existiert stets ein Komplement U’ zu U .
(b) Ist U ein Komplement zu U, so ist V/U isomorph zu U’ .

(c) Sind f : V — W eine lineare Abbildung und U = ker f sowie U’ ein Komplement zu U ,
soist f U — f(V), x— f(x) ein Isomorphismus.

(d) Ist U' Komplement von U , so gilt dimV = dimU + dim U’ .

V/U heifit Quotientenraum (vgl. Satz 5.21(b)), und codimU := dimV/U = dim U’ nennt
man die Kodimension von U .

Theorem 5.22 Fiir eine lineare Abbildung f:V — W gilt
dimker f + dim f(V) =dim V.
Satz 5.23 Es seien U und U’ beliebige Teilriume des Vektorraumes V . Dann gilt

dimU + dim U’ = dim(U N U’) + dim(U + U").



Lineare Algebra/Analytische Geometrie fiir Physiker
5. Ubung

. Es seien

(a) Ry :={z € R:z > 0} die Menge aller positiven reellen Zahlen,

n .
(b) Ry, [t] := {p(t) = >_ a;t : a; € R} die Menge aller Polynome vom Grade < n, deren
j=0
Koeffizienten reelle Zahlen sind.

Sind diese Mengen mit den folgenden Operationen Vektorrdume iiber R:

(a) 4y := 2y und Az := 2*,

(b) (p+q)(t) := —p(t) — q(t) und (Ap)(t) := p(At).
. Im Raum C]0, 1] der auf [0, 1] definierten, reellwertigen und stetigen Funktionen werden

die Operationen (f1 + f2)(x) = fi(z) + fa(z) und (Af)(xz) = Af(x) erklért. Man iiberpriife
folgende Funktionensysteme auf lineare Unabhéngigkeit:

(a) {1,€$,62$} , (b) {1,Cos T, COS 230,0052:6} ,
(¢) (HA) {1,sinz,cosz}, (d) (HA) {sinz,cosz,tanx} .
Zusatz: Zeigen Sie die lineare Unabh. von {sinkz, k=0,..., N} im Raum C|[0, 27].

Es soi 1 d oo — 1 o |1 10
- Bsseiengr = | | jundgp=|  |sowieer=| ,ea=| |-
(a) Man zeige, dass jedes Element von R? eine Linearkombination von g; und gy ist.

(b) (HA) Stellen Sie die Vektoren e; + 2 ez und e; — 2 ey in der Basis {g1, g2} dar.

1 0 0 1 1 0
.Seiene; =0 |,ee=|1|,e3=|0|undgy=1| -1 1],92=1]21],93=1]0
0 0 1 0 0 1

(a) Man zeige, dass sowohl {e1, ez, e3} als auch {g1, g2, g3} eine Basis im R3 bilden und
stelle x = [ 1 11 ]T

(b) (HA) Ist das System {g1, g1 + 92,92 + g3} eine Basis im R3?

in beiden Basen dar.

.Esseiena:[l 2 3]Tundb:[3 2 1]T.

(a) Man erginze die Vektoren a und b zu einer Basis im R?.

(b) Geben Sie alle Vektoren ¢ € R? an, die zusammen mit a¢ und b eine Basis im R3

bilden.

. (HA) Es seien R ein Ring und M, N nichtleere Mengen mit N C M . Man zeige, dass
die Menge {f ERM: f(z)=0 Vze N} ein Untermodul von RM ist.

. Es sei R,[t] wie oben definiert, und es seien G,[t] = {p(t) € R,[t] : p(—t) = p(¢)} und
U,[t] = {p(t) € R,[t] : p(—t) = —p(t)} . Man zeige, dass R, [t] = G,[t] P U,t] gilt.

(HA) Sei M = {p(t) € R,[t] : p(0) = p(1) = 0}. Berechnen Sie die Dimension von M.
. (HA) Fiir welche reellen Zahlen a, b, c,d, e, f bilden folgende Vektoren eine Basis des R*:

[t abec]",[01de]", [001 ], [0001]



9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

(HA) Fiir welche reellen Zahlen A sind die folgenden Vektoren linear unabhéingig:
(1 a+1 2], [1 0 X4xa-2]",[x -4 Mi2a4+1]"
Man untersuche die folgenden Abbildungen auf Linearitét:

(a) f:R3 —R3 x> a (a€R3 konstant)

(b) f:R} —R3 2+ 2 +a (acR>konstant)
(c) (HA) f:R?> — R3, z+— az (a € R konstant)
(d) f: R3 — R! [271,562,563] — 1 + 229 + 33
(e) f:R3 — R, [z1, 72,237 — 22 + 229 + 323
(f) f I
(g) (HA) f:R* — R?, [21,22)" = [2} — 23,0]"

(h) (HA) f:R? — R?, [z1, 227 — [(z1 +1)%2 — (21 — 1)2,0]7

:R? — R2, [xl,xg]T — (21 + T2, 21 — 2

Zusatz: Im Falle der Linearitit gebe man die Matrixdarstellung der Abbildung f (siehe
Abschnitt 6.1) beziiglich der kanonischen Basis an.

Man bestimme ker f und (HA) die Matrixdarstellung (siche Abschnitt 6.1) beziiglich der
kanonischen Basis fiir folgende lineare Abbildungen:

(a) f:R> — R?, [z1,22]" = [21,0]"

(b) [:R® — R?, [z1,22)" = [—a2, 21"

(c) [ :Ru[t] — Ry[t], p(t) — p'(t) (p'(t) bezeichnet die Ableitung von p(t) nach t)
(d) f:Rn[t] — R, p(t) = p(0)

n

Die Menge T, = { Z apt® : apeC, t= cos ¢ + 1 sin go} der trigonometrischen Poly-
k=—n

nome vom Grad < n € N betrachten wir als Teilmenge des C-Vektorraumes CT der

Abbildungen f : T — C, wobei T = {z € C : |z] = 1} den Einheitskreis bezeichnet. Man

zeige, dass T, ein C-Vektorraum ist und bestimme dessen Dimension.

Man bestimme die Dimension des R- bzw. C-Vektorraumes der komplexen Zahlen, versehen
mit der dort {iblichen Addition und

(a) der tiblichen Multiplikation mit reellem A,
(b) der iiblichen Multiplikation mit komplexem .

Man gebe jeweils eine Basis an und stelle die Zahl z = 3 21 in dieser Basis dar.
i

Man gebe die Matrixdarstellung (bzgl. der Standardbasis des R?) folgender linearer Ope-
ratoren an:

(a) Drehung der Ebene um den Winkel ¢ um den Ursprung,

(b) Spiegelung an der Achse die durch den Ursprung geht und mit der positiven z-Achse
den Winkel 1 einschliet.

Zeigen Sie: Jede Drehung der Ebene kann als Hintereinanderausfithrung zweier Spiegelun-
gen erzeugt werden.

(HA) Man zeige, dass B = {(t — 1)%, ¢, (t + 1)?} eine Basis des Ry|[{] ist und (Zusatz)
bestimme die Matrixdarstellung des Differentialoperators beziiglich dieser Basis.
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