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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Orthogonalitéit

Wir bezeichnen mit K[z] den linearen Raum aller Polynome der Gestalt
p(x) = anz™ + an_12"" ...+ arz + ag, (1.1)

wobei a; € K Elemente eines Korpers (z.B. C oder R) sind und n € Ny = {0,1,2,...}. Die
Elemente von C[z] sind also Polynome mit komplexen Koeffizienten, die wir auch als Abbildun-
gen p: R — C, z — p(z) der Menge der reellen Zahlen in die Menge der komplexen Zahlen
auffassen werden. Die unabhéingige Verdnderliche x sei also eine beliebige reelle Zahl. Ist in (1.1)
der Koeffizient a,, von Null verschieden, so nennen wir deg p = n den Grad des Polynoms p(z)
und a,, den Leitkoeffizienten dieses Polynoms. Den linearen Teilraum von C[z] der Polynome,
deren Grad kleiner als n ist, bezeichnen wir mit C,[z], n € N={1,2,...}.

Fiir jedes n € N ist bekanntlich das System My (z) = z*, kK = 0,1,...,n — 1, eine Basis in
C,|x], was nichts anderes bedeutet, als dass die Darstellung des Polynoms p(x) aus C,,41[x] in
(1.1) eindeutig ist. Das heifit aber auch, dass jedes endliche Teilsystem des Systems (M),
linear unabhéngig ist, weshalb man dieses unendliche System selbst linear unabhéngig nennt.
Als Beispiel definieren wir nun auf C[z| ein Skalarprodukt, auch inneres Produkt genannt,

1
(p,q) :/ p(x)q(z)dz, p,q € Clx]. (1.2)

-1

Wiirden wir nun das aus der linearen Algebra bekannte Schmidt’sche Orthogonalisierungsver-
fahren auf das System (M), =, anwenden, so erhielten wir ein System (P,), >, von Polynomen
P, (z) mit den Eigenschaften deg P, = n,

span {Py,...,P,_1} =Cylz], mneN,

und

0 : j#k .
reny=ou={ 0 ITh ke (13)

Mit span {F,...,P,—1} wird dabei die Menge aller Linearkombinationen der Polynome P;,

j=0,1...,n— 1 bezeichnet. Da diese Menge auch gleich span {My, ..., M,_1} ist, siecht man
leicht, dass fiir k # j die Orthogonalitéitsbedingungen in (1.3) dquivalent sind zu

(Mg, P) =0, k=0,....,n—1, neN. (1.4)
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8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Wir betrachten die Polynome f,(x) = (1 — 22)" und Q,(z) = ,(Ln)(x) Unter Verwendung der
Formel der partiellen Integration ergibt sich flirn e Nund 0 < k <n

! k d" 9 1 b1 dnfl )
(MkaQn>:/1$ dx—n(l—x )ndx:—k‘/lx - dxnfl(l_x V' dx
und dies fortgesetzt
(M, Qn) = ( 1)’%‘/1 -t (1—22)"d 0 P k=0,...,n—1,
ks n) = \— . —_ — X T =
_y danF (=D)"nlk, k=n,

1
mit K, = / (1 — )™ dz. Wiederum durch partielle Integration erhalten wir fiir n € N
-1

1
_ 1
Kp = Kp—1 —/1 [(1—3:2)" 13:] zdr = Kp_1 — o, fon

und somit, da kg = 2 ist, !

2n 27 ontlpl

1™ T T e N T @n DI

Durch Normierung der @,,(z) wollen wir nun die Bedingung (P,,, P,,) = 1 erfiillen. Dazu machen
wir den Ansatz P, (x) = 0,Q,(x) und fordern (der Eindeutigkeit wegen), dass der Leitkoeffizi-
mn

ent von P,(x) positiv ist. Der Leitkoeffizient von Q,(x) = [(—1)"2* + ... +1] ist gleich

dam
. (2n)!
(-1) i Wegen

2 [ (0u@) de = 2(<1 G [ 20, (0) do = 220, — g2 22
5 2 (271)' 2(2 n')
- 1

1

1" . 2n+1
5n:cn% mit ¢, =4/ 5

die Bedingung (P, P,) = 1 erfiillt ist. Der Leitkoeffizient des Polynoms P,(z) = vy,z" + ...

2
ergibt sich nun zu v, = g—z< n> Das Polynom
n

folgt, dass fiir

(=1)" a"
2nn! dz™

(1—azH)" (1.5)

nennt man n-tes Legendre-Polynom. Bis auf den Faktor ¢, ist es also das n-te Polynom im
orthonormalen Polynomsystem (P,),”, bez. des in (1.2) definierten Skalarproduktes. Die
Formel (1.5) wird nach Rodrigues benannt.

L,(x)=

Die Folge (P,),=, von Polynomen ist Lésung des folgenden Momentenproblems:

1— (_1)n+1
1 n 4+ 1
Menge C|z] der Polynome der Gestalt (1.1) definiert man das lineare Funktional £ durch

1
Gegeben ist die Folge (un),~, der Zahlen p, = / "dr = . Auf der linearen

£[p] = Gnlin + Qp—1n—1 + ... +arp1 + aplo.

fon+ 1N =1-3-...-(2n+1)
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Man finde nun ein System von Polynomen P, (z) mit deg P, = n, n € Ny, so dass die Orthogo-
nalitdtsbedingungen

L[P,P,)=0 fiir m#n

erfiillt sind. Geniigen die Polynome P, (z) auch den Bedingungen
L[P?] #0, n €N,

so nennen wir die Folge (P,(x)), =, ein orthogonales Polynomsystem (OPS) bez. des Mo-
mentenfunktionals £. Im folgenden Kapitel werden wir die Frage beantworten, unter welchen
Voraussetzungen an die Momentenfolge (i), €in solches OPS existiert.

Ein anderes OPS kann man z.B. auf folgende Art und Weise gewinnen:

Aus der trigonometrischen Beziehung

2 cosmf cosnb = cos(m + n)f + cos(m —n)é (1.6)
folgt bekanntlich
0 , m#mn,
/ cosmf cosnfdf ={ ™ , m=n=0, (1.7)
0 T N
5 , m=mnc

Mit x = cos§ und T,,(x) = cosnf, n € Ny, folgt ebenfalls aus (1.6) fir m =1
22T, (x) = Thy1(x) + Tho1(x) (1.8)

bzw.
Thi1(z) =2aTy(x) — Th—1(x), neN. (1.9)

Wegen Tp(z) = 1 und T () = z zeigt die rekursive Beziehung (1.9), dass T),(z) ein Polynom
n-ten Grades mit dem Leitkoeffizienten 2"~! fiir n € N ist. Aus (1.7) folgt

. 0o , m#n,
d
/1Tm(x)Tn(x)ﬁ: T, m=n=0, (1.10)
5 , m=neN.

Das Polynom T,,(z) nennt man Tschebyscheff-Polynom erster Art und n-ten Grades, die
Funktion (1 — :c2)7% Tschebyscheff-Gewicht erster Art.

Es zeigt sich nun, dass man durch Betrachtung des Polynoms z P, (z) = M;(z)P,(z) unter
Verwendung der Orthogonalitétsrelationen (1.4) eine Rekursionsformel fiir die Polynome P, (x)
analog zu (1.8) erhalten kann. Es gilt ja die Darstellung

n+1
Mlpn = Zgnkplm
k=0
wobei e, = (M1 P,, P.) = (P, M1P;) = 0 fiir k = 0,...,n — 2 ist. Da 2[P,(x)]? offenbar
eine ungerade Funktion ist, gilt auch ¢,, = 0. Fiir die restlichen beiden Koeffizienten erhalten

wir Ennt+l = 7n<Mn+17Pn+1> = 'Yn’)/;.}_l <Pn+1apn+1> - 'Yn’Y;.}_l und Enn—1 = 7n—1<Pn7Mn> =
Y17, L. Damit haben wir die Formel

pn—i—lpn-l-l(x) = xPn(x) — pnPn—1, n € N, (111)
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mit p, = Y,_17, - bewiesen, wobei wir P_;(x) = 0 gesetzt haben. Wir werden sehen, dass eine
solche dreigliedrige Rekursionsformel charakteristisch fiir orthogonale Polynomsysteme ist und
dass sie es erlaubt, numerisch interessante Parameter der orthogonalen Polynome effizient zu
berechnen. Solche Parameter sind z. B. die Nullstellen dieser Polynome, die man als Eigenwerte
schwach besetzter Matrizen erhélt. Schreibt man n#mlich die Formeln (1.11) gleichzeitig fiir
n=20,1,...,m — 1 in matrizieller Form

0 p 0 [ Py(z) ] [ Py(z) 1 [ 0 ]
pr 0 po Py(x) P (z) 0
= : - : . (1.12)
pm—2 0 pm—1 P ao(x) Pp_o(2) 0
I 0 pm-1 0 | L Py_1(x) | | Pp—1(x) L pm P ()

so sieht man, dass eine Nullstelle des m-ten orthogonalen Polynoms P,,(z) zugleich Eigenwert
der tridiagonalen Matrix in (1.12) ist.

Schreiben wir (1.8) in matrizieller Form, so erhalten wir

0 2 0117 To(z) T [ To(z) 7 [ 0 ]
o 1 Ty (z) Ti(z) 0
: =2z : -
01 Tpo() Tpo() 0
|0 L0 L T (a) | [ Tm—1(z) 1 L To(2)

Die Eigenwerte der m x m-Matrix auf der linken Seite dieser Gleichung sind damit genau die

Zahlen
(2k — 1)

2
coSs o

k=1,....,m.

)

Normieren wir die Polynome 7T, (z) zu T (z) = \/ng(x) ,n€Nund Ty(r) = \/;, so erhalten

wir aus (1.9)

1— = 1—
§Tn+1(x) = aTp(x)— §Tn_1(x), n=23,...,
JTo@) = aTi(x) — —=To()
=To(x) = zT1(x) — —=To(x
9 2 1 \/5 0 )
STi@) = oTo(a)
—T1(x) = zTy(x).
2 1 0
Die Zahlen COS%, k = 1,...,m sind somit die Eigenwerte der diesen Rekursionsformeln
entsprechenden symmetrischen tridiagonalen Matrix
_ 1 -
0 7 0
1 1
VA
1 1
3 0 3
1
L O 5 O -
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1.2 Erzeugende Funktion

Wir betrachten die Funktion zweier Verdnderlicher (a # 0)

Gr,w) =e ™1 +w)" = Z (_a:nﬂ Z (2)10” (1.13)
m=0 n=0

Bilden wir das Cauchy-Produkt der beiden Reihen in (1.13), so erhalten wir

= Pu(z)w" (1.14)
n=0

mit i
P = —. 1.15
(0= ()t (1.15)
k=0
1)z — 1
Wegen (i) = ze—1) k'(x kit 1) ist P,(x) ein Polynom n-ten Grades. Die Funktion

G(z,w) heiBit erzeugende Funktion der Polynome P,(z), die auch Charlier-Polynome ge-
nannt werden. Aus (1.13) folgt

a®G(z,v)G(z, w) = e ) [a(1 + v)(1 + w))*

und somit

o0

ia G(k,w) _ av+wz a(l+v) l—i-w)]’l‘C

k=0

(1.16)
_ —a(vtw) ,a(1+v)(14w) _ Ja avw __ = eaan(vw)n
= e e = %" = nz;) —
Unter Verwendung von (1.14) erhalten wir
=, d"G(k,v)G(k,w) b & mn
Z o = Z o Z P (k)P (k)v™w
k=0 k=0 " m,n=0
(1.17)
k
= Z ZP vMw"
m,n=0
Koeffizientenvergleich in (1.16) und (1.17) liefert
00 ok 0 , m#mn,
me(k;)Pn(/g)F = pagn (1.18)
k=0 ° 1 5 m=n.
n!

Definieren wir also
o k
Y
k!’
k=0

so folgt aus (1.18)

a n

e’a
o Omn
n.:

L[P,P,] =

Das Polynomsystem (P,), =, ist als ein OPS bez. des Momentenfunktionals £ .
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1.3 Geburts- und Sterbeprozess

Wir modellieren einen Geburts- und Sterbeprozess (ein spezieller Markov-Prozess, dessen Zu-
standsraum die Menge Ny der nichtnegativen ganzen Zahlen ist). Mit py,,(t), m,n € Ng, t > 0,
bezeichnen wir die sog. Ubergangswahrscheinlichkeiten. Das bedeutet, py,, (t) ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass das System (z. B. die GréBe einer Population) wéhrend der Zeitspanne ¢ vom
Zustand m zum Zustand n iibergeht. Die Matrix P(t) = [pmn(t) |,570—¢ Wird Ubergangsmatrix
genannt. Dabei soll py,, (t) wirklich nur von m, n, t abhéngen und nicht davon, wie und wann das
System den Zustand m erreicht hat (stationdrer Prozess). Das ist dquivalent zu der Bedingung

P(s+t) = P(s)P(t). (1.19)

Fiir t — +0 mogen die Ubergangswahrscheinlichkeiten den folgenden Bedingungen geniigen?:

Amt + o(t) s n=m+1,
Prn(t) =< 1= At =t +o0(t) : n=m, (1.20)
Nmt + o(t) :n=m-—1

und
m—2 [e'¢)
S pon®+ S Prnt) = oft). (1.21)
n=0 n=m+2

Die Koeflizienten A, und 7, nennt man die Geburts- bzw. Sterberate im Zustand m. Sie sollen
die Bedingungen
Am > 0, Nm+1 >0, m € Ng, ng >0 (1.22)

erfiillen. Es sei nun At > 0. Aus der Bedingung (1.19) folgt die Gleichung P(t+At) = P(t)P(At),
d.h. wegen (1.20)

Pmn (t + At) - mek (t)pkn(At)
k=0

= Pmn—1 (t))\nfl At + Pm,n+1 (t)nn+1 At

+Pmn (8)[1 — (An + 1) At] + o(At).
(GroBlen mit negativen Indizes sind Null zu setzen.) Es folgt

pmn(t + At) — Pmn (t)

At - )‘n—lpm,n—l (t) + TIn+1Pm,n+1 (t)

o(At)
At

_(An + nn)pmn(t) +

woraus sich fiir At — 40 die Gleichung

plmn(t) = )‘nflpm,nfl(t) + 77n+1pm,n+1(t) — (A + 7)) Pmn (1)

ergibt. Verwendet man die Beziehung P(t + At) = P(At)P(t), so ergibt sich analog

plmn(t) = )‘mperl,n(t) + Umpma,n(t) - (Am + nm)pmn(t)-

2Mit o(t) werden GroBen bezeichnet, fiir die limy—, 4o o(t)/t = 0 gilt.
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Die letzten beiden Gleichungen nennt man riickwértige bzw. vorwértige Chapman-Kolmo-
gorov-Gleichungen. Wir machen nun den Separationsansatz py,, (t) = f(t)QmF, und erhalten
aus den rickwirtigen Chapman-Kolmogorov-Gleichungen

(@) _ A—1Fn—1 + g1 Fnp1 — A +m0) Ey
f@t) Fy

Bis auf eine multiplikative Konstante ist also f(t) = e ®!. Die F, hingen offenbar von z ab,
weshalb wir auch F),(z) schreiben. Vereinbarungsgeméif ist F__1(x) = 0, und wir erhalten

= —X.

Mn1Fnt1(x) = (A + 1 — @) F(2) = A1 F—1(2), (1.23)

n € Ny. Die Funktion Fy(z) kann offenbar beliebig gewéhlt werden. Damit sind die F,(z) z. B.
durch die Anfangsbedingungen F_i(z) = 0, Fy(x) = 1 festgelegt. Analog sind die Funktionen
Qn(x) durch die Anfangsbedingungen Q_1(z) =0, Qo(z) = 1 und die rekursive Bezichung

)\nQn-H(x) = ()\n + M — x)Qn(x) - ann—l(x)v
n € Ny, eindeutig bestimmt. Das Polynomsystem (&,Qy),, =, mit

Ance Ao
co=1 und En:M, n €N,
/"]1 e 77n
erfiillt offenbar die gleichen Anfangsbedingungen und Rekursionsgleichungen wie das Polynom-
system (Fy), =, . Der Separationsansatz fiihrt also auf

Pon(t) = —— LB, () Fy (),

E€m

wobei x > 0 gelten muss, damit py,,(t) fiir ¢ — 400 beschrénkt bleibt. Wir bemerken, dass
wir wieder auf ein System von Polynomen gestofien sind, welches einer zu (1.11) &hnlichen
Rekursionsformel geniigt (siche (1.23)). Wir werden sehen, dass eine solche Rekursionsformel

die Existenz einer Momentenfolge (y,,),, -, garantiert, bez. der das System (Fy,), >, OPS ist, und

dass zu einer solchen Momentenfolge auch eine Belegungsfunktion Q(z) mit der Eigenschaft

un:/ 2" dQ(z), n €N
0

existiert.

1.4 Ubungsaufgaben

1. Wir definieren?

e s

d -
Tp(z) = D"(1-2%)""2, neN,D=—, Tyz)=1.

(2n — )N dx
(a) Beweisen Sie, dass fiir die Tschebyscheff-Polynome T;,(z) erster Art die Gleichheit
Tn(z) = Th(z), n €N,

gilt.

Son—-1)N=1-3---(2n—1)
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(b) Verwenden Sie diese Darstellung von T},(x) zum Beweis der Orthogonalitétsrelationen
(1.10).

2. Die Tschebyscheft-Polynome U, (z) zweiter Art kénnen durch die Formel

sin[(n + 1)9]

- , xt =cos?, n €Ny,
sin 7

Un(x) =

definiert werden.

(a) Zeigen Sie, dass U, (x) ein Polynom (in x) n-ten Grades ist und dass die Orthogona-

litatsbeziehungen

1

/ U (2)Up (2)V/1 — 22dx = %5,”” (1.24)
-1

erfiillt sind.

(b) Beweisen Sie die Formel

Un(x) — (_1)"(n + 1) Dn(l _ x2)n+% , neNg,

(2n + DHIV1 — 22

und verwenden Sie diese zum Beweis der Orthogonalitétsrelationen (1.24).

3. Fir z = cos 9 definieren wir

Beweisen Sie

(a) Ry(x) = Tn(m)l—i__i_T;H(x)

(b) Ro(z) =1, Ri(x) =2x— 1, Ryy1(x) =22R,(x) — Rp—1(z), n €N,

,nENQ,

1+x
1—=x

dr = T -

1
(© / R (2) R ()
]

4. Es sei F(z,w) = e~ @) Beweisen Sie

g2 0"
own

oo w”
(b) Gla,w) = 2= = 3™ Hy ()
n=0

(a) Hp(x) =€ F(z,0) = 69”2(—1)”D”e_”"’2 ist ein Polynom n-ten Grades,

+o00 ) +o00 ,
(c) G(z,v)G(z,w)e * dx = ﬁerw <Hinweis: / e ¥dx = \/E),
+00 )
(d) Hp(2)Hy(x)e ™ dr = /72" n! S, -

H,(x) ist das sogenannte HERMITE-Polynom n-ten Grades.



Kapitel 2

Elementare Theorie der
orthogonalen Polynome

2.1 Momentenfunktionale.
Existenz orthogonaler Polynomsysteme

o0

Definition 2.1 Fir eine gegebene Zahlenfolge (), —y C C definieren wir das dieser Folge
entsprechende Momentenfunktional £ auf dem linearen Raum Clz] aller (algebraischen) Po-

lynome in x durch
L[M,) = pn, n€Ny, My(x)=2a",

und
Llonm + aoma] = o L]m]| + aoLlm], «a; € C, 7m; € Cla].

Die Zahl py, heifit Moment n-ter Ordnung.

Die Koeffizienten der Polynome sind im Allg. komplexe Zahlen, wihrend die unabhéingige Va-
riable x hier als reell betrachtet wird.

Definition 2.2 Eine Folge (P,), >, C Clz] heifit orthogonales Polynomsystem (OPS) bzgl.
des Momentenfunktionals £, wenn ¥Ym,n € Ny folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

(a) deg P, =n,
(b) L[PnPa] = kndun, kn #0.

Im Fall k,, =1, n € Ny, nennt man (P,), =, ein orthonormales Polynomsystem (ONPS).

Man sieht sofort, dass nicht fiir alle Folgen (f1,),,~, C C ein OPS existiert, z.B. falls y1p = 0. Es
existiert z.B. aber auch kein OPS, wenn ug = p; = pg = 1 ist, denn sonst wire fiir Py(z) = a
und P (z) = bz + ¢

0=L[PP])=alb+c), dh.c=-b

und somit
LIPY] = L@ — 1)%] = B2(iz — 211 + o) = 0.

15
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Satz 2.3 Es seien L ein Momentenfunktional und (P,), >, C Clx] eine Folge von Polynomen
mit deg P, = n. Dann sind folgende Aussagen zueinander dquivalent:

(a) (Pn),=p ist OPS bzgl. L.

(b) Fiir alle n € Ny gilt
LnP,] =0 VmeC,x]

und

L[rP,] #0 Vr € Clzx] mit degm =n.
(¢) Fiir alle n € Ny gilt

LIMp Py = kpbpm, m=0,1,....n, ky#0.
Bemerkung 2.4 Es sei (P,), =, ein OPS bzgl. des Momentenfunktionals L .

it P
(a) Ausw:Z%P}C € Clz| folgt v, = %, k=0,1,...,n.
k=0 k

(b) Ist (Qn), =, ein weiteres OPS bzgl. L, so folgt aus (a) und Satz 2.3, (b)
anénpnaén#oa n € Np.

(¢) Sind alle P,(x) monisch, d.h. P,(x) = 2" +---, so heifit (P,), -, monisches OPS.
(d) Das Polynomsystem (pp),, ., mit
_1
pa(z) = (L[P3]) 2 Pa(z), n €Ny,

1
2

ist ein ONPS bzgl. L. Dabei bezeichnet (L[P2])? eine Losung der Gleichung z* = L[P?].

Fiir eine gegebene Momentenfolge (11,,),, =, definieren wir

Ko 251 tee Hn

Hro p2 o Hngd
n

Un  fnt1 -0 H2n

Satz 2.5 Es sei L ein Momentenfunktional mit der Folge (pn,),>, - Fir die Existenz eines OPS
bzgl. L ist notwendig und hinreichend, dass

An#07 n € No,

gilt.
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Beweis. Es sei (Py,), =, ein OPS bzgl. £, P,( nynkaﬁ Aus Satz 2.3,(c) folgt dann
k=0

E[Mmpn] = Z'Ynkﬂk—f—m = En(smna m<n, 7<;n 7& 0,

k=0
d.h.
[ w0 o e ][ wmo ] [ O]
H1 H2 ot Hngl Tnl 0
= (2.1)
Pn—1  Hn ot H2p—1 Yrn—1 0
L fn st o B2e J L Y 1 L K

Aus Bemerkung 2.4,(a),(b) folgt, dass P,(z) fiir gewihltes kn eindeutig bestimmt ist, was die
eindeutige Losbarkeit von (2.1) bedeutet. Ist umgekehrt A,, # 0, so ist (2.1) eindeutig 16sbar,
d.h. P,(x) existiert, und es gilt

%nAn—l
An

Ynn = 7é 07 ne N07 (22)

wobei wir A_; = 1 gesetzt haben. 0

Es seien (P,), 2, €in OPS bzgl. £ und m, € C[z] ein Polynom n-ten Grades mit dem Leitkoeffi-

zienten «v, , d.h. m,(z) = a,z™ + - -+ . Dann gilt wegen (2.2)
~ A

Lrn P = apky, = “2In2n (2.3)
Anfl

wobei 7, den Leitkoeffizienten von P, (z) bezeichnet.

Definition 2.6 Ein Momentenfunktional L heifit positiv definit, wenn L[r] > 0 fiir jedes
Polynom 7 € Clz] mit 7(x) >0, x € R, und 7(z) # 0 gilt.

Ist £ positiv definit, so folgt po, = L[Mas,] > 0, n € Ny, und wegen

2n
0< /L] x—l—lQn Z( )

k=0

gilt pon—1 € R, n € N. Ferner kann man mittels (p,q) := L[pg] auf C[z]| ein (positiv defini-
tes) Skalarprodukt definieren. Der Schmidt’sche Orthogonalisierungsprozess angewendet auf das
System {Mo, My, My, ...} liefert dann ein ONPS (p,), =, mit p, € Rz].

Lemma 2.7 Fir m € Clz] gilt m(z) > 0, z € R, genau dann, wenn Polynome p,q € R[z]
ezistieren, so dass 7(x) = [p(x)]? + [q(x)]? gilt.

Satz 2.8 FEin Momentenfunktional L ist genau dann positiv definit, wenn alle Momente reell
sind und A, > 0 fir alle n € Ng gilt.
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Folgerung 2.9 Aus dem Beweis von Satz 2.8 erkennt man, dass ein Momentenfunktional L
positiv definit ist, falls ein OPS (P,),~, C Rlz] mit L[P2] >0, n € Ny, ezistiert.

Definition 2.10 Ein Momentenfunktional £ nennt man quasi-definit, falls A, 0, n € Ny.

2.2 Ubungsaufgaben

1. Essei L|M,] =a™,n >0, wobei a € C\ {0} . Man zeige, dass fiir £ kein OPS existiert.
2. Man zeige, dass es kein Momentenfunktional gibt, fiir das (M), 2, ein OPS ist.

3. Es seien £ ein Momentenfunktional, fiir welches ein OPS existiert, und {c,} eine Folge
von Null verschiedener Zahlen. Man zeige, dass jede der folgenden Bedingungen das OPS
(Pn), = zu L eindeutig bestimmt:

(a) £[ann] =cn, n € No,
(b) il_)r%x P,(1/z) = ¢, n e Ny.

4. Ausgehend von bekannten Polynomsystemen bestimme man Polynomsysteme (P,),~,
welche den folgenden Bedingungen geniigen:

1
(a) / Pro(2) Po(z) (1 — )" 227 2dx = knbpn , ko = 7, kp = g n € Ny,
0
+o0

(b) Py (z) Py (x) e "2 dx = 2 ! Sy

1
(c) /0 P, (z) Py (z)dx = 271714_1 Omn -

5. Es sei L ein quasi—definites Momentenfunktional mit der Momentenfolge {1, } . Man zeige,
dass {(An_1)"'D,} mit

fo  p1 oo fa
D, (z) = det
Un—1 Hn .. H2n—1
|1 x ... oz ]

das monische OPS zu £ ist, und bestimme ein ONPS fiir L.

6. Es sei £ ein quasi-definites Momentenfunktional. Man beweise: Ist deg w7, = n, n € Ny,
und Lmy,,m,] = 0 fiir m # n, so ist (m,),~, ein OPS fiir L.

7. Es sei L ein quasi-definites Momentenfunktional. Man zeige, dass aus m € C[z] und
L[r M,] =0, n € Ny, stets m(z) = 0 folgt.

8. Es seien L positiv definit und (P,), =, das monische OPS fiir £. Man beweise, dass dann
L[P?] < L[|r|?] fiir jedes monische Polynom 7(x) # P,(x) mit deg 7(x) = n gilt.
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2.3 Rekursionsformeln und die Formel von Christoffel-Darboux

Satz 2.11 Sind das Momentenfunktional L quasi-definit und (P,), =, das zugehdrige monische
OPS, so existieren Zahlen oy, By € C mit B, # 0 und

Poii(x) = (x — an)Py(x) — BpPp-1(z), n €Ny, (2.4)

wobei P_1(x) =0, Py(z) =1 und By beliebig ist. Im Fall eines positiv definiten Momentenfunk-
tionals L gilt o, € R und B, > 0.

Folgerung 2.12 Aus (2.4) und dem Beweis von Satz 2.11 ergeben sich folgende Beziehungen:

1. Es gilt

ApoA, L[PY
L Tme M

2. Wir vereinbaren By = po = Ag. Dann ist
LIPY] = BB Bn, neN.

3. Es gilt
L[M; P2

W, nGNQ.

Qpy =

4. Das n-te monische orthogonale Polynom gestattet die Darstellung
Pyz)=z2"—(ag+ai+...+ap_1)z" 4.,

denn fiir Pyi1(z) = 2™ + d,a™ + ... erhalten wir aus (2.4) dp = dp—1 — o«

Beispiel 2.13 Das monische OPS <fn(x)> > zum Tschebysheff-Gewicht erster Art ist gegeben

n=0
durch R R
To(z) = To(xz) und Tp(x)=2""T,(z), neN.

Aus (1.9) folgt
Tu(x) = 2 To(2), Toz) = o Ty (2) — %T\O(az)

und

~

Toi1(z) =aTp(z) — =~ Th1(x), n=2,3,...,

so dass in diesem Fall a, = 0 fiir n > 0 und B = % sowie B, = % firn > 2 gilt.

Satz 2.14 (Favard/Shohat/Natanson) Zu beliebigen Zahlenfolgen (ou,), =, , (Bn)n—g und

einem Polynomsystem {P,},> |, mit P_i(z) = 0 und Py(z) = 1, welches (2.4) genigt, exi-
stiert genau ein Momentenfunktional £ mit den Eigenschaften

L[P)] =By wund L[P,P,=0, m#n.

Dieses Momentenfunktional L ist genau dann quasi-definit, wenn B, # 0 fir alle n € Nq gilt,
und genau dann positiv definit, wenn (o), o C R und B, > 0 fir alle n € Ny erfillt ist.
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Satz 2.15 (Christoffel/Darboux) Das Polynomsystem {P,}. _, geniige der Rekursionsfor-
mel (2.4) mit B, # 0, n € Ng. Dann gilt

3 P;(x)PZS) -7 1 - Pn+1($)Pn(t:)C:thn(x)P"“(t) . (2.5)
k=0 "

Aus dem monischen OPS (P,(z)),=, zu einem positiv definiten Momentenfunktional berechnet
sich ein ONPS (pn(z)), =, nach den Formeln

N

(@) = knPo(z), kn= (B0 Bn)”

Aus (2.4) folgt dann

Br+1Pn+1(z) = (& — an)pn(®) — /Bnpn-1(z), n €Ny (2.6)
und aus (2.5)
= ~ ~ o kn ﬁn 1(x)5n(t) - 5n(x)ﬁn 1(t)
kzzopk(x)pk(t) = T + P ) (2.7)

Aus (2.5) folgt auBerdem fiir t — =

~ [B(@)? _ Pry(@)Pu(z) — P(@) Puga (@)
Z B Br Bo--- B ’ (2:8)
k=0 k 0 n
Im Fall eines positiv definiten Momentenfunktionals gilt also
! 1 (2) Pa() — Py(2) Pusa () > 0. (2.9)

2.4 Uber die Nullstellen orthogonaler Polynome.
Die Gauf’sche Quadraturformel

Definition 2.16 Fine Menge E C R heifit eine Tragermenge von L, wenn aus P(z) > 0 auf
E und P(z) # 0 auf E folgt, dass L[P] > 0 gilt. Man nennt in diesem Fall L auch positiv
definit auf F£'.

Im weiteren seien £ positiv definit und (P,), =, das zugehdrige monische OPS.

Satz 2.17 Es sei (a,b) eine Tragermenge von £ und n € N. Dann sind alle Nullstellen von
P, (z) reell, einfach und in (a,b) gelegen.

Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.17 bezeichnen wir die Nullstellen von P,(z) mit z,
und vereinbaren z,, < Tpn—1 < -+ < 1 . Es folgt sgn P, (x) = 1 fiir > z,,; und sgn P, (z) =
(—=1)" fir x < xp, . Das Polynom P)(x) hat genau eine Nullstelle im Intervall (z,x, Zn k—1)
k=2,...,n, woraus

sgn P! (xn;) = (1)1 (2.10)

folgt.
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Satz 2.18 Es gilt vpi1 k41 < Tpk < Tpy1 ks, k=1,...,n.
Folgerung 2.19 Fir alle k > 1 sind die Folge {xn;}, . monoton wachsend und die Folge
{Znn—k+1},~) monoton fallend. Somit existieren

§k = nh—>rgo Tpg  und Mg = nh—>Hc}o Tnn—k+1

(evtl. & = +oo oder/und n = —o0) .
Definition 2.20 Das Intervall (n1,&1) heifst Trager des Momentenfunktionals L .

Mit £, (z) bezeichnen wir die sog. Lagrange’schen Grundpolynome

n
T — Tnj Pn(x)
w@ = 1l = B Pl
J=L3#k

Offenbar gilt £y, (xn;) = ;1. Fiir eine auf (11,£1) stetige Funktion f(x), d.h. f € C(n1,&1),
definieren wir das Lagrange’sche Interpolationspolynom

k=1
und das Funktional, die sog. Gauf3’sche Quadraturformel,

Lolf] = LILnf] =) Apef(znr) mit App = L[lu] .
k=1

Satz 2.21 FEs gilt

Folgerung 2.22 FEs gilt

n
ZAnk:MO und App >0, k=1,...,n, neN.
k=1

Folgerung 2.23 Aus Folgerung 2.22 ergibt sich wegen L,p = p fir p € Clz] und fir alle
n > no(p), dass (n1,&1) eine Trigermenge von L ist.

Wir kénnen nun im Fall —co <y < & < oo den Wert L[f] fiir jedes f € C[ny, ;] tiber

L[f]= lim Llpn],

n—o0

definieren, wobei p, € Clz] und limy, o || f — pnll =0,

1l = 1 lloo .6 = max{[f(@)[ :m <z < &}

Diese Definition ist korrekt. Dabei gilt £[f1] < L[f2], falls fi(z) < fo(z), x € [m,&1] .
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Satz 2.24 Ist —oco < < & < 400, so gilt ILm L.[fl=L[f] VfeCm,&].
Satz 2.25 Fir —oo <m < & < oo und f € Clny, &1 gilt li_)m LIIf — Lof]?]=0.

Wir definieren fiir z € C
LI[Mp] = L{(x — 2)2"] = pint1 — 2 pin

und
Pr(z) = ! [Pn+1($)—T(Z)Pn($)} )

r—z

wobei P,(z) # 0 fiir alle n > 1 erfiillt sei. Aus (2.5) zusammen mit Folgerung 2.12, 2. folgt

BoB

Pi(z) = Pln(z)ﬁ" gﬁk(x)ﬁk(z) . (2.11)

Satz 2.26 Das Momentenfunktional L% ist quasi-definit und (P?),%, ist das zugehdorige moni-
sche OPS. Das Momentenfunktional L% ist genauw dann positiv definit, wenn z < 1y gilt.

Wegen (2.11) gilt

K, (z,x) = m P, (2)P}(x) = Zﬁk(x)ﬁk(z) , x,z€R.
" k=0

Fiir w, z € C definieren wir

n

Kn(z,w) =Y pr(w)pr(z) = Y Br(w)pr(2)
k=0

k=0

Satz 2.27 Fir beliebiges zg € C und n € Ny gilt

1

m = min{£[|ﬂ'|2] :m € Cpyalz], m(20) = 1}

und ) )
Appy = = .
" Kn—l(xnkaxnk) Kn(xnkaxnk)

2.5 Die Jacobi-Polynome

Essei o > —1, 8 > —1. Fiir n € Ny definiert man die Jacobi-Polynome iiber die Rodri-
guessche Formel (vgl. auch Abschnitt 1.4, Ubungsaufgabe 1)

(L—a)(l+a) a"

a76 —_—
Fi(w) = (—2)7 n! dxn

[(1 — )" 4 z) (2.12)
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Lemma 2.28 FEs gilt

k=0

Beweis. Aus

(1

folgt

Jj=0 J

> (o () -

+z

<2n+a+ﬁ> n €N
’ 0-

n

-2()

j=0

O TR e A G

=0

Vergleich der Koeffizienten bei 2™ liefert die Behauptung.

Aus (2.12) und

dd;n [(1 — )1+ m)nﬂ
- 2 (1) [ -] [ s o]

n

= (-2t o

k=0

= ()" -2)*(1+2)’m > (
k=0

folgt

n!

I(n—k)!

- £

k=0

() (n+ B —k+ 1)L +a2)" "

() e 0

D))

Nach Lemma 2.28 hat Pr?’ﬁ(a:) also den Leitkoeflizienten

o = (nda)\ (n+ 3 _anf2n+a+p
= (L)) = ()

k=0

Die monischen Jacobi-Polynome bezeichnen wir mit P’ (x), d.h.

Pyf(a) =

1
kaﬁpvﬁ().

Mittels partieller Integration beweist man folgendes Lemma.

Lemma 2.29 Firn € Ny gilt

-1

/ L POR(@)(1 - ) (14 0)° da {

()" * n+a) - (k+a+1)1—-2z)k-

23

(2.13)

(2.14)
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(e o]
<Pﬁ 8 (:U)) ist also ein OPS und wir leiten nun Formeln fiir die Koeffizienten o, und £, in

der Rekursrignsformel
PP (x) = (x — ) PXP(2) — B, P (x), n=0,1,... (2.15)

der monischen Jacobi-Polynome her. Wir definieren

1 : n=0,

(@)n = ﬁk—i—a: neN.

Aus (2.13) folgt

o = (") peten = (M7,

n n
so dass N
nfn+ o
ﬁaﬁ(l): ’ ( n ) :2"(a)n(a—|—ﬁ)n
" 2n+a+f (a+ B)an
n
und p
nlm
ﬁa,ﬁ(_l):(_Q) < n >: (=2)"(B)n(a+ B)n
" 2n+a+f (a+ B)an
n
Es folgt
s folg . B(1) = 2(1+ ) b _ pB-a
oy = 1( 724_044_5 . 040—724_044_5.

Fiir n € N 16st man das Gleichungssystem

P&A() = (1—an)PRP(1) - B P2 (1),

PAO(-1) = —(1+an) PR (=1) = B, P20 (~1),

das sich aus (2.15) fiir x = £1 ergibt und das sich auch in der Form

4(a)nr1(a+ B)ny1 2()n(a + B)n (@)n1(a+ B)n

) - — _

CE N P ey rorey:) e Sy ey (2.16)
1B i@+ Burt oy 20@+ B, Blacala+ Bl

(o + B)an+2 = (I+an) (@ + B)an Bn (@ + Blon_s (2.17)

schreiben ldsst. Wir multiplizieren die Gleichung (2.16) mit (8),—1, die Gleichung (2.17) mit
(a)p—1, subtrahieren (2.16) von (2.17) und erhalten wegen

n4+B8)(n+1+8)—(n+a)n+1+a)=2n+a+B+1)(3—-a)

die Gleichung
2(@)n—1(B)n-1(+ Blnt1(2n+a+ B+ 1)(8 — a)
(@ + B)ant2
(a)nfl(ﬁ)nfl(a + ﬁ)n[ﬁ —a+ an(2n + o+ ,8)]
(Oé + 5)211

)
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so dass ) )
6% —«
n = R eN
“ 2n+a+6)2n+a+F+2) "

Multiplizieren wir (2.16) mit (8),, (2.17) mit («),, und addieren beide Gleichungen, so folgt

AA)n(B)nla+ Blnr1 — Ha)n(B)n(a + B)n _ (@n-1(8)n—1(a+ B)n-112n + a + j)

(@ + B)2n+1 B (a+ B)2n P (+ B)an—2 ’
so dass
11 +a)1+5) o
2+a+6)2B+a+p) ’
o = dn(n+a)(n+ B)(n+a+B) Cn=23

Cn+a+8-1)2n+a+6)??Cn+a+p+1)

2.6 Ubungsaufgaben

Im weiteren bezeichnen wir mit (P,), >, das monische OPS zum quasi-definiten Momentenfunk-
tional £ mit der Momentenfolge {u,} und der zugehorigen Rekursionsformel (2.4).

1. Man beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(a) L ist symmetrisch, d.h. es gilt pg,11 =0Vn e Ny.
(b) Py(—z)=(—-1)"P,(x) Vx €R,Vn € Np.
(c) In der Rekursionsformel (2.4) gilt a,, =0 Vn € Np.
2. Wir definieren Q,(x) = a " P,(ax 4+ b) (a # 0). Man beweise:

@ Quale) = (2= =) Qulo) - Qo).

(b) (Qn), = ist monisches OPS bzgl. der Momentenfolge {7, } mit

=3 (7)o

k=0

a, —b

a

3. Man beweise fiir die Polynome P, (z) aus Formel (1.15) die Giiltigkeit der Rekursionsformel
Qnii(@)=(x—n—a)Qn(z) —anQp_1(z), n=0,1,..., Qun(z) :=n!P,(z).

4. Es seien a;, = 0 und 8, < 0, n € Ny. Dann ist (P,), =, ein OPS beziiglich eines quasi-
definiten Momentenfunktionals £. Wir definieren £*[M,,] := i™"L[M,,]. Man zeige, dass
L* positiv definit ist, und bestimme das entsprechende monische OPS.

5. Esseien a, =0, 3, <0, n € N, und ap € R\ {0} . Wir definieren R,,(z) = Re[i™" P, (iz)
und I,(z) = Im[i™P,(iz)]. Man beweise, dass sowohl (R,),>, als auch (ag'l,+1) >
monische OPS beziiglich gewisser positiv definiter Momentenfunktionale sind.

n=0

6. Man beweise:
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10.

11.

12.

KAPITEL 2. ELEMENTARE THEORIE DER ORTHOGONALEN POLYNOME

(a) _tmrw 3 To(z) w

1-2zw+ w?

b) ————— = V@) w"

1-2zw+ w?
n=0

Man zeige, dass ein monisches OPS (P,),~, genau dann einer Bezichung der Gestalt

P,_1(z) P,(—2) + Py—1(—2) Py(x) =a, #0, neN,

geniigt, wenn in der Rekursionsformel (2.4) 8, #0,n >0, und a, =0, n > 1, a9 #0
gilt. Man zeige ferner, dass das entsprechende Momentenfunktional genau dann positiv

definit ist, wenn die Bedingungen (—1)"aja, < 0, n > 1, und Sy > 0 erfiillt sind.

Es seien (P,), =, ein OPS und M ein Momentenfunktional, welches den Beziehungen
M[Py] # 0 und M[P,] = 0, n € N geniigt. Man zeige, dass {P,} ein OPS beziiglich M

1st.

Man zeige, dass fiir ein symmetrisches Momentenfunktional die Gewichte in der Gaufischen

Quadraturformel der Beziehung A,, ,,_x+1 = Api geniigen.

Es seien £ positiv definit und K,,(z, ) wie im Abschnitt 2.4 definiert. Man zeige, dass fiir

jedes Polynom 7 € C[z] und n > degw(x) die Formel n(t) = L[r K,(.,t)] gilt.

Man zeige, dass die normierten Jacobi-Polynome pf{’ﬁ (z) durch

rP(@) = [he?]” P()

Cn+a+p+1)'(a+8+2)
gegeben sind (vgl. [4, Formel (3.1)]).

pah _ \/ 20T (n + a+ )0(n + 6 + 1)

Man beweise, dass fiir n € N die Formeln

d PP (2)

1
L = 5(n +a+ B+ )P g,

dpy” (x) +1,8+1
D @)

mit 73° = Vn(n+a+pB+1) und

« (e} 1 d o a+1 1
(1= ()P (@) = ——5 g (1 -0 0+ T @)

(vgl. [4, Formel (3.4) und Aufgabe 3.1]) giiltig sind.

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)



Kapitel 3

Singulire Integraloperatoren

3.1 Cauchy’sche singulire Integraloperatoren

Wir definieren

1 r—e 1
(su)(x):l/ wwdy g (/ +/ )“(y)dy, l<a<l,
TJ Y- e=+0\J 1 ate) Y2

falls dieses Cauchy’sche Hauptwertintegral existiert.

Lemma 3.1 FirO0O<v<1lund0 <t < oo gilt

[e§) Su—lds
/ = —7t" "L cot(nv),
o S

wobei das Integral im Sinne des Cauchy’schen Hauptwertes zu verstehen ist.

Folgerung 3.2 Fira,8>—1,a+=—-1und -1 <z <1 gilt

1 ,Ua,ﬁ
1 / VWY ot ()

)4 yY—=z

wobei v*B(z) = (1 — x)*(1 + )5

Fiir o, 8 > —1 definieren wir

(Sa,pu) () = cos(mB)v™” (z)u(w) +

sin(mf3) / LB (y)u(y)

m -1 Yy—x

Satz 3.3 Fira,f> -1, a+pf=—-1und -1 <z <1 gilt

(3017513375) (r) = —P % P2), neN,.

n—1

27

dy, —l<z<l1.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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Bemerkung 3.4 Der Satz 3.3 ldsst sich im folgenden Sinne verallgemeinern. Es seien a,b € R,
a—ib=¢€" By (0,1), \\v€Z mita:=\+ Sy (—1,1) und B:=v — By € (—1,1). Dann
gelten fiir

1 va,ﬁ U
(Au)(z) := av®P (z)u(z) + b /_1 v y)uly) dy, (3.5)

7r y—zx

die Beziehungen
(Aﬁ;;ﬂ> (@) = (~1)*P % P(z), neNy, —1<az<1,

und
(A7) (@) = (155 (@), neNg, ~1<a <1, (3.6)

wobei kK = —(A+v) = —(a+ B) (vgl. [4, Folgerung 3.7, Aufgaben 3.8, 3.9]).

Folgerung 3.5 Mit LZ:B bezeichnen wir den Hilbertraum der beziiglich des Jacobigewichtes

v*P(x) quadratisch integrierbaren Funktionen u : (—1,1) — C, versehen mit dem Skalar-
produkt

1 _
(U, V)8 = /1 w(z)v(z)v®? (z) dx .

Dann ist der durch (3.5) auf allen Polynomen definierte Operator A eindeutig zu einem be-
schrinkten linearen Operator A : L? ap L2 Z a8 fortsetzbar. Dieser Operator ist im Faoll kK = 0
invertierbar, im Fall kK = —1 lmk‘ssemg invertierbar und im Fall k = 1 rechtsseitig invertierbar.

Fiir s > 0 definieren wir den gewichteten Sobolev-Raum Lisﬁ als

L2 s L2,s X - 1 2s a,fB 2
ap=queL G ) (14+n)” u,pp")ap| <oop,
n=0

versehen mit der Norm

2
<ua p%76>a,ﬁ ‘ .

o
il 5,6 = 4| D (1 +7)%

n=0

Folgerung 3.6 Der in Bemerkung 3.4 definierte Operator A : Liﬁ — L2_a _p ist auch von
Lisﬁ nach LQ_Z _ g beschrinkt, und zwar fiir jedes s > 0.

Bemerkung 3.7 Fiir s > 0 und § > 0 ist Li’fgﬂs kompakt in Lisﬁ eingebettet.

3.2 Singulare Integro-Differentialoperatoren

Bemerkung 3.8 ([1], Section 2) Ist r € Ny, so gilt u € L>" op dann und nur dann, wenn
uFpk ¢ Li’ﬁ fir alle k =0,...,r, wobei p(x) = V1 — 2. Auflerdem sind die Normen |[ul|, 5 ,

und i Hu(k)gokHaﬁ dquivalent.
k=0 ’
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Lemma 3.9 Firs >0 und o, 8 > —1 ist der Operator D der verallgemeinerten Differentiation
ein stetiger Isomorphismus von L) ’SH 04 fLa+1 p41 wobet Li’sﬁ’o = {u € LZSB u, 1) p = 0} .

Mit Hilfe des Operators A aus Bemerkung 3.4 definieren wir B =DA.

Satz 3.10 FEs gilt

Bpo‘ﬁ— —1))‘\/(n—n)(n+1 pi illﬁ, n € Np.

FolglichgiltimFalla:ﬁ:%, dh.a=0,b=—-1, A=0undv=1,

dmw

/ V1= yUnly) dy:(n+1)Un(a:),

neNy, —-1<x<l1,

2 s+1 L

,1
272 2'2

so dass der Operator DS : LY ein isometrischer Isomorphismus ist.

3.3 Schwach singulire Integraloperatoren

Wir verwenden die Bezeichnungen aus Bemerkung 3.4 und definieren

T 1
W) =a [ oty =2 [ @)l - alu@dy, 1<z <1.

-1 s

Im Fall o + 8 = —1 gilt dann wegen (2.21),

T

1 1.8+1

/ 0P (y)pP (y) dy = - VA @)t ) ne N,
—1

und, nach partieller Integration,

1 1 ,a+1,5+1 a+1 ,B8+1
1 v (y)pp " (¥)
/ v*F(y)In |y — 2| p2P(y) dy = —/

1 nJ_q Y—T

dy, —-1l<zxz<l1l,neN,

also 1
Wpo‘ﬁ = ——p;afl’*ﬁfl, n e N.
n

Bemerkung 3.11 (vgl. [5], Beispiel 3.27) Im Fall o = 5 = —% gilt fir -1 <z <1

e dy

——/ nly —z|To(y) == =14 1

TJ_1 11—y —T,(z) : neN.
n

In2 : n=0,

Weitere diesbeziigliche Betrachtungen findet man in [4, Abschnitt 3.4].
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Kapitel 4

Kettenbriiche und orthogonale
Polynome

4.1 Grundlagen

Unter einem (unendlichen) Kettenbruch versteht man ein Tripel ((an), 2, (bn) =g+ (¢n)neo )

von Zahlenfolgen, wobei

co — bo
a1
— by 2
1 0+b1
o = bo+b a1a2
by
a
Cp = b0+ 1a2
by +
by +
Gnp,
+ b,

Die Zahl ¢, nennt man den n-ten Ndherungsbruch des unendlichen Kettenbruches

a

bo + a
b + 2
by +
Qnp
_|_
b, +
Fiir ¢, schreiben wir im Weiteren kurz
ay|  as ap|
ch=bp+—+-—"—+-+—
" b1 b2 [

31

(4.1)
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und fiir (4.1)

ar| | ag an|
by —1 4+ 220l
0+\bl+]bg+ +\bn+
d —d
Ist ap = —d}. , so schreiben wir —’b—k‘ anstelle von + I il
k k

Definition 4.1 Wir sagen, dass der Kettenbruch (4.1) gegen K konvergiert, wenn hichstens
endlich viele Niherungsbriiche c, nicht definiert sind und wenn

lim ¢, = K
n—o0
gilt. Wir schreiben dann auch
ai| | ag n|
bp+—+—+- -+ 77—+ =K.
DI b
Wir kénnen ¢, in der Form
Ap,

Cn:B—n, n:0,1,2,...,

schreiben, wobei z.B.
Ao=by, Bo=1,

Ay =boby +a1 By =by,
Az =bobiba + bpas + a1by, B =biby+as.
Allgemein kann man die Folgen (An)nozoo und (Bn)nozoo so definieren, dass
A, =byAn 1 +aAp_o, n=12,..., A_1=1, Ag=bg, (42)

und
B,=b,B,_1+a,B, 2, n=12,..., B_1=0, Bp=1. (43)

A, und B, nennt man den n-ten partiellen Zihler bzw. Nenner des Kettenbruches (4.1). Es
gelten die Formeln

ApBy1— Ay 1B, = (-1)"ajay---a,, n=12..., (4.4)
und unter der Voraussetzung, dass By #0, k=1,...,n,
An " (—1)k+1a1a2---ak
—— bo + 4.5
By, Z By—1 B, (45)

Lemma 4.2 Ist mg =0, so ist der n-te partielle Nenner des Kettenbruches

1 (I—mo)mi| (A —mi)mg|

i i i

gleich
B,=(1-mq)---(1=mp_1), n=12... (4.6)
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Lemma 4.3 Es seien a, = (1 — mp—1)my, mo=0 und 0 <m, <1, n=1,2,... Dann ist
L@l el as| 1
11 il il 1+ L’
wobet -
mimsg - - - My
L:
Z (1 =m1)(1—mg) - (1 —my)

1—-—=-—=-—=— = ) 4.7
T wrITG (47)
wobet
S 9192 " Gn
G:
;(1—91)(1—92)---(1—%)
Beispiel 4.5 Aus
ai| | as| | asl
bo+— + =+ + =K #0
O b T by s 7
folgt die Beziehung
a0] a2] a;»,] a
b1+ —+—+— =b 1+ —
1+|b0+|b2+|b3+ 1+K

+ L + L + L +
11
5
konvergiert, so ist sein Wert gleich +2\/_ .

4.2 Jacobi-Briiche und orthogonale Polynome

Es seien «, und B, gegebene Zahlen mit 3, # 0. Fiir den n-ten partiellen Nenner des sogenann-
ten Jacobi-Bruches

Bol Bl Bl (4.8)
lt—ap Jr—a1 |z—an
schreiben wir P, (x). Nach Formel (4.3) gilt dann
Poi1(z) = (x — an)Py(x) — BpPr-1(z), n=0,1,2,..., PFy(z)=1, P.1(z)=0. (4.9)

Der n-te partielle Zdahler A, (z) geniigt der Rekursionsformel
Api1(x) = (& — an)An(x) — BpApn—1(x) n=1,2,..., Ai(z)= 05y, Ao(z) =0.

Dabei ist lAn(CU) ein monisches Polynom vom Grade n — 1, welches unabhéngig von Sy ist.
Wir schreiben deshalb @, (z) = ﬁo_lAnH(x), n=-1,0,1,... Es gilt dann

Qni1(z) = (. — apt1)@n(z) — Bnt1@n-1, n=0,1,2,..., Qo(x)=1, Q_1(x)=0. (4.10)
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Die Polynome @, (x) nennt man die monischen Z#hlerpolynome beziiglich des Polynomsy-
stems (P, (x)), = - Aus (4.4) folgt

Poi1(2)Qn-1(z) — Py(2)Qn(x) = f1B2+- Pn, n=12... (4.11)

Satz 4.7 Gilt a,, € R und 8, > 0, so geniigen die Nullstellen x,j und y,i der Polynome P, (x)
und Qn(z) den Beziehungen
Tn+1,k+1 < Ynk < Tn+1,k -

Folgerung 4.8 Sind (n1,£1) und (ni,&1) die Triger der OPS

(Pn(x))nozoo und (Qn(x))nozooa

so gilt (nt,€1) C (n1,&1). Ferner folgt 2.B. aus & < &, dass P, (x) fiir alle hinreichend grofen
n im Intervall (£},&1) genau eine Nullstelle hat.

Satz 4.9 Sind die o, reell und die By, positiv, so gilt

ﬁOanl(x) . . Ak,
P,(x) _l;x—xnk ’

wobei Ay, die Gewichte in der Gau‘8’schen Quadraturformel zum OPS (Py(x)),=, bezeichnen.

Beispiel 4.10 Die monischen Tschebyscheff-Polynome 2~ "U,(x), n € Ny sind die Zihlerpoly-
nome fiir 22="T,,(z), n € N und Ty(z).

4.3 Kettenfolgen

Definition 4.11 Eine Folge (ay,), =, der Gestalt
ap =1 —=gn-1)gn mit 0<go<1l und 0<g,<1l,n=12...,

heift Kettenfolge. Dabei nennt man (gy),, eine Parameterfolge und gy einen Anfangs-

parameter der Kettenfolge (a,), =, -

1 o0 oo
Beispiel 4.12 Die konstante Folge <—> ist Kettenfolge, wobei sowohl <L> als
. 4), -1 2(n+1)/,_,
1
auch die konstante Folge <§> Parameterfolgen sind. Die Gleichungen
n=0

2 2 2

(1 1—\/1—4a>1—\/1—4a <1 1+\/1—4a>1+\/1—4a
a = —_ f— —

2
zeigen, dass jede konstante Folge (a),~; mit 0 < a < 7 cine Kettenfolge ist.

Lemma 4.13 Es seien (gn),—o und (hy), =, Parameterfolgen der Kettenfolge (ay), >, . Dann
qgilt g, < hp,n=1,2,..., genau dann, wenn gg < hg ist.
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Lemma 4.14 Hat eine Kettenfolge (ay),~, die Parameterfolge (gn),—o mit go > 0, so hat
(an), 2y zu jedem hg € [0, go] eine Parameterfolge (hy), = -

Folgerung 4.15 Jede Kettenfolge besitzt eine Parameterfolge (my,),~, mit mo = 0. Dabei gilt

My < gn,n=0,1,2,..., fir jede andere Parameterfolge (gn),~ dieser Kettenfolge. Die Folge
(mp),=y nennt man die minimale Parameterfolge der entsprechenden Kettenfolge. Eine Pa-
rameterfolge (M), =, , fir die My, > g,, n=0,1,2,..., fir jede Parameterfolge (gn), = gilt,

nennt man maximale Parameterfolge der entsprechenden Kettenfolge.
Lemma 4.16 Jede Kettenfolge besitzt eine maximale Parameterfolge.

Im Weiteren seien mit (my,), >, die minimale und mit (M,), =, die maximale Parameterfolge
der Kettenfolge (ay), -, bezeichnet.

Satz 4.17 Ist (b,), =, eine Kettenfolge mit der Parameterfolge (hy,), =, und mit der Eigenschaft

n=1

an <b,,m=1,2,..., so gilt
My < h, <M,, n=0,1,2,...
Lemma 4.18 Ist die Kettenfolge (ay,),=; monoton nicht fallend, so sind die minimale Parame-

terfolge (my,),~, monoton wachsend und die mazimale Parameterfolge (My), >, monoton nicht
wachsend.

o 1 o
Folgerung 4.19 Fir (a,), >, = <—> ist (M), =g = <—> .

1
Folgerung 4.20 Ist (ay,),>, eine Kettenfolge und existiert ein N € N, so dass an, > 1=

1 1
N,N+1,..., so folgt lim a, = 1 Ist also b, > b > Z,n:N,N—i—l,... , so ist (by),=; keine
n—oo
Kettenfolge.



