3. Ubung, MaBtheorie

1. Zeigen Sie, dass ein Ring beziiglich des Durchschnitts endlich vieler Mengen und ein o-Ring
beziiglich des Durchschnitts abzéhlbar vieler Mengen abgeschlossen sind.

2. Es seien X eine unendliche Menge und R die Familie aller endlichen Teilmengen von X .
Man beschreibe den kleinsten o-Ring R, der Ry umfasst.

3. Es sei {Ry : k € I} eine Familie von o-Ringen Ry C P(X). Man zeige:

(a) ﬂ Ry, ist ein o-Ring.
kel
(b) Rg, URy, ist i.Allg. kein Ring.

(¢) Sind I =Nund R,, C Ry41, n € N, so ist U R ein Ring, aber i.Allg. kein o-Ring.
k=1

4. Es seien A, , B, , Teilmengen einer Menge X . Man beweise:

(a) Es gilt liminf A,, C limsup 4,, .
(b) Gilt A, C Apy1, Bpt1 C By, n € N, so existieren A = lim A,, bzw. B = lim B,, und

sind gleich U A, bzw. ﬂ B, .
n=1 n=1
(Z) Unter den Voraussetzungen von (b) seien Cy,—;1 := A, und Cy), := B, , n € N. Man
zeige, dass dann liminf C,, = AN B gilt und dass der Grenzwert lim C,, genau dann
existiert, wenn A = B ist.

5. Wir gehen von den Beispielen 1.4 und 1.7 mit dem Vektorverband X") = Cy(R) und dem
Riemann-Integral 7 : X — R aus und erweitern dieses Integral zu dem vollstéindigen
Lebesgue-Integral j]El) : L(R) — R, wobei L(R) := L (J") (vgl. Abschnitt 1.4). Fiir
¢ € L(R) schreiben wir

/go(:z:)dm statt JL(I)(gp).
R

Diese Schreibweise verwenden wir auch fiir integrierbare Funktionen ¢ € M(L(R)). Im
Weiteren betrachten wir also den Integrationsraum (R, L(R), [3) . Beweisen Sie:

(a) Jedes Intervall der reellen Achse ist messbar, und das Maf} eines Intervalls ist gleich
dessen Lénge, z.B. u([a,b)) =b—a, —c0 <a <b< 0.
(b) Fiir —o0o < a < b < oo und jede stetige Funktion f : [a,b] — R gilt

b
(R) / f(w) do = /R (@)X oy (@) d

wobei (R) fab das Riemann-Integral bezeichnet.

(¢) Wir betrachten den Integrationsraum ([0, 1], L([0,1]), [, 01) als Einschrinkung des In-
tegrationsraumes (]R, L(R), fR) auf das Intervall [0, 1] . Man zeige, dass die Funktionen
fn € L([0,1]) genau dann dem Mafle nach gegen g € L([0, 1]) konvergieren, wenn

A Sy T+ (@) — gla)] =0

gilt.



