
1. Übung, Maßtheorie

1. Man zeige, dass X genau dann ein Vektorverband ist, wenn aus f, g ∈ X und α ∈ R folgt
αf, f + g, f ∩ 0 ∈ X .

2. Man beweise, dass die Menge X (3) der stetigen und stückweise linearen Funktionen f :
R −→ R mit kompakten Träger einen Vektorverband bilden.

3. Mit Z(R) bezeichnen wir die Menge der Zerlegungen der reellen Achse,

Z(R) := {{x0, x1, . . . , xn} : −∞ < x0 < x1 < . . . < xn <∞, n ∈ N0} .

Eine Zerlegung Z = {x0, x1, . . . , xn} ∈ Z(R) nennen wir zulässig für f ∈ X (3) , wenn
f(x) = 0 für alle x ∈ R \ [x0, xn] gilt und wenn f auf jedem Teilintervall [xj−1, xj ] ,
j = 1, . . . , n linear ist. Wir definieren auf X (3) das Funktional J (3) wie folgt. Sind f ∈ X (3)

und Z = {x0, x1, . . . , xn} zulässig für f , so setzen wir

J (3)(f) :=
n
∑

j=1

1

2
[f(xj−1) + f(xj)] (xj − xj−1) .

Man zeige, dass J (3) : X (3) −→ R ein Integral ist.

4. Man beweise:

(a) F,G ∈ X σ , α ∈ R , α ≥ 0 ⇒ F +G,F ∪G,F ∩G,αF ∈ X σ

(b) F ∈ X σ , F ≥ 0 ⇒ ∃ (fn)
∞

n=1 ⊂ X : fn ≥ 0, fn ↑ F

5. Man zeige, dass das verallgemeinerte Integral J ∗ : X σ −→ R
e (vgl. Def. 1.11) die Eigen-

schaften (V1) – (V4) besitzt.

6. Man beweise, dass für Fk ∈ X σ mit Fk ≥ 0 , k ∈ N0 gilt

J ∗

(

∞
∑

k=0

Fk

)

=

∞
∑

k=0

J ∗(Fk) .

Hinweis: Man verwende Satz 1.12.

7. Man zeige:

(a) ϕ ∈ M(X ) ⇒ ϕ+, ϕ−, |ϕ| ∈ M(X ) ,

(b) ϕ,ψ ∈ M(X ) ⇒ ϕ ∪ ψ,ϕ ∩ ψ ∈ M(X ) ,

(c) (ϕn)
∞

n=0 ⊂ M(X ) ⇒
∞
⋂

n=0

ϕn := inf {ϕn : n ∈ N0} , lim inf ϕn, lim supϕn ∈ M(X ) .

8. Man zeige, dass eine Teilmenge A ⊂ X genau dann zu N (J ) gehört, wenn ein F ∈ X σ
0

mit A = {x ∈ X : F (x) = ∞} existiert.

9. Der Integrationsraum (X,X ,J ) besitze die Eigenschaft (E). Man zeige, dass N (J ) ein
σ-Ring ist, d.h., dass aus A,B ∈ N (J ) und An ∈ N (J ) , n ∈ N folgt A \B ∈ N (J ) und
∞
⋃

n=1

An ∈ N (J ) .

10. Der Integrationsraum (X,X ,J ) besitze die Eigenschaft (E). Man zeige, aus A ∈ N (J )
und ϕ ∈ M(X ) folgt

∫

ϕ(x)χA(x) dx = 0 und, falls ϕ : X −→ R , auch ϕχA ∈ X .

Zusatz: Man zeige, dass auch ϕ(1− χA) ∈ M(X ) gilt und dass, falls
∫

ϕ(x) dx existiert,
∫

ϕ(x) dx =

∫

ϕ(x)[1 − χA(x)] dx .


