10.

1. Ubung, MaBtheorie

. Man zeige, dass X genau dann ein Vektorverband ist, wenn aus f,g € X und a € R folgt

af,f+g, fN0e X.

. Man beweise, dass die Menge X3 der stetigen und stiickweise linearen Funktionen f :

R — R mit kompakten Tréger einen Vektorverband bilden.

. Mit Z(R) bezeichnen wir die Menge der Zerlegungen der reellen Achse,

ZR) :={{zo,z1,...,xp}: —00 <z <21 < ... <2 <00, n ENp}.

Eine Zerlegung Z = {xo,21,...,2,} € Z(R) nennen wir zuliissig fiir f € X©®) | wenn
f(x) = 0 fiir alle x € R\ [zg,2,] gilt und wenn f auf jedem Teilintervall [x;_1,z;],
j =1,...,n linear ist. Wir definieren auf X®) das Funktional 7 wie folgt. Sind f € X®)
und Z = {xg,x1,...,x,} zulissig fiir f, so setzen wir

IO =35 [Fles) + F)) (g~ 50)
j=1

Man zeige, dass J®) : X3) — R ein Integral ist.
Man beweise:

(a) FGeX?, aceR,a>0=F+G,FUG FNG,aF € X°
b) FEXT, F>0=3(f)° CX:f>0, fut F

n=1 -

. Man zeige, dass das verallgemeinerte Integral J* : X7 — R€ (vgl. Def. 1.11) die Eigen-

schaften (V1) — (V4) besitzt.

. Man beweise, dass fiir F, € X? mit £, > 0, k € Ny gilt

J* (Z Fk) =Y T(F).
k=0 k=0

Hinweis: Man verwende Satz 1.12.

. Man zeige:

(a) p e M(X) = o, 07, [p] € M(X),
(b) p, ¥ € M(X) = pUY,pN1p € M(X),

(¢) (en)ysy C M(X) = m ¢on = 1nf {p, : n € No}, liminf ¢, limsup ¢, € M(X).

n=0

. Man zeige, dass eine Teilmenge A C X genau dann zu N (J) gehort, wenn ein F € XJ

mit A ={z € X: F(z) = oo} existiert.

. Der Integrationsraum (X, X,J) besitze die Eigenschaft (E). Man zeige, dass N (J) ein

o-Ring ist, d.h., dass aus A, B € N(J) und A, € N(J), n € N folgt A\ B € N(J) und
U 4n eN(T).
n=1

Der Integrationsraum (X, X, 7) besitze die Eigenschaft (E). Man zeige, aus A € N (J)
und ¢ € M(X) folgt [ p(z)xa(z)dr =0 und, falls ¢ : X — R, auch px4 € X.

Zusatz: Man zeige, dass auch ¢(1 — x4) € M(X) gilt und dass, falls [ ¢(z)dz existiert,

/ plz) dv = / p(x)[1 — xa(z)]d.



