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. Erldutern Sie den Begriff des Integrals auf einem Vektorverband und beweisen Sie die

Monotonieeigenschaften des Integrals. (Definitionen 1.2 und 1.6 sowie Satz 1.8,(a)-(e))
Geben Sie ein Beispiel an.

Wie kann man ein Integral auf die isotone Hiille des Vektorverbandes fortsetzen? (Defini-
tionen 1.9 und 1.11) Zeigen Sie, dass diese Fortsetzung stetig von unten ist. (Satz 1.12)
Betrachten Sie ein Beispiel.

Wann nennt man ein Integral auf einem Vektorverband Lebesgue-Integral und wann voll-
stiandiges Lebesgue-Integral? (Definition 1.14) Wie kann man die eindeutig bestimmte
minimale Fortsetzung eines Integrals zu einem vollstdndigen Lebesgue-Integral definieren?
(ohne Beweis) Geben Sie ein Beispiel an.

. Formulieren und beweisen Sie den Satz von Beppo Levi. (Satz 1.22) Zeigen Sie, dass jede

nichtnegative messbare Funktion isoton durch nichtnegative Funktionen aus dem Vektor-
verband approximiert werden kann. (Lemma 1.24) Wie ist das Integral fiir eine messbare
Funktion erklart? (Definition 1.25)

. Formulieren und beweisen Sie das Lemma von Fatou und den Satz von Lebesgue iiber die

majorisierte Konvergenz. (Sétze 1.27 und 1.28)

. Wie kann man das System der Mengen vom Mafle Null definieren? Warum verschwindet

eine nichtnegative messbare Funktion f.ii., wenn ihr Integral gleich Null ist? (Lemma 1.30)
Warum ist eine messbare Funktion mit endlichem Integral f.ii. endlich? (Lemma 1.31)

. Erlautern Sie die Definition der Réume L”, 1 < p < co. (Abschnitt 2.1)

. Essei (X, X, J) ein Integrationsraum. Was versteht man unter einem Integrationsbereich?

Zeigen Sie, dass das System der Integrationsbereiche eine o-Algebra ist und dass fiir zwei
messbare Funktionen ¢, die Menge {¢ > 1} ein Integrationsbereich ist. (Sitze 3.2 und
3.3).

. Erkldren Sie den Grenzwertbegriff fiir Mengenfolgen und beweisen Sie die Stetigkeit und

o-Additivitidt der Mengenfunktion A € I(7) — / (x)dx . (Sétze 3.5 und 3.6)
A

Definieren Sie das System M(J) der messbaren Mengen und das J-Maf} einer messbaren
Menge. (Definition 3.7) Zeigen Sie, dass M(7) ein o-Ring und das J-Maf} o-additiv sind.
(Sétze 3.8 und 3.10)

Formulieren und beweisen Sie die Tschebyscheff’sche Ungleichung. (Satz 3.11) Was ver-
steht man unter Konvergenz dem Mafle nach? (Definition 3.12) Zeigen Sie, dass die L!-
Konvergenz die Konvergenz dem Mafle nach impliziert. (Folgerung 3.13) Was besagt der
Satz von Egorov? (Satz 3.14)

Wie kann man das Lebesgue’sche Integral iiber R™ definieren? (Satz 4.1, Definition 4.2)
Zeigen Sie, dass aus der Lebesgue-Messbarkeit von A C R™ und B C R™ die von A x B
folgt. (Satz 4.3 und Folgerung 4.4)
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Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass eine Teilmenge des
R™ Lebesgue-messbar ist. Begiinden Sie Thre Aussage. (Satz 4.8)

Wie kann man mittels eines Pramafles ein dufleres Mafl definieren? Beweisen Sie dessen
Eigenschaften. ((A1)-(A3), Lemma 5.3)

Wie definiert man mittels des &dufleren Mafles das System R{ der messbaren Mengen?
(Definition 5.4) Zeigen Sie, dass die Einschrénkung des &ufleren Mafles auf R{ ein Ma# ist.
(Satz 5.6)

Wie definiert man zu einem messbaren Raum (X, R, i) das System M (u) der messbaren
Funktionen? (Definition 5.7) Beweisen Sie wesentliche Eigenschaften von M (u) . (Satz 5.8)

Wie definiert man das Integral auf dem System M (u) der messbaren Funktionen? (Defi-
nitionen 5.9 und 5.10) Beweisen Sie die Eigenschaften (I1)—(14) dieses Integralbegriffes.

Zeigen Sie die o-Additivitét der Mengenfunktion A € R — [ 4 fdu. (Satz 5.11 und Folge-
rung 5.12)

Beweisen Sie den Grenzwertsatz 5.13 und die sich daraus ergebenden Eigenschaften (I5)—
(I7) des Integrals.

Beweisen Sie das Lemma 5.14 von Fatou und den Satz 5.15 von Lebesgue.

Was besagt der Satz von Lebesgue-Radon-Nikodym? (Satz 5.19) Wie definiert man positive
und negative Variation einer g-additiven Mengenfunktion n : R — R ? Zeigen Sie, dass
positive und negative Variation Mafle sind. (Satz 5.20)

Formulieren und beweisen Sie den Zerlegungssatz von Hahn. (Satz 5.21)

Wie kann man eine o-Algebra R ® S fiir ein Produktmafl ausgehend von zwei messbaren
Raumen (X,R) und (Y,S) definieren? (Definition 5.23) Zeigen Sie, dass der z-Schnitt
einer Menge £ € R ® S messbar ist. (Lemma 5.24) Zeigen Sie, dass R ® S das kleinste
monotone Mengensystem ist, welches das System der Elementarmengen umfasst. (Lemma
5.27)

Wie kann man ein Mafl p® A : R ® S — R® definieren? Zeigen Sie, dass diese Definition
korrekt ist. (Definition 5.29 mit Satz 5.28)

Zeigen Sie, dass fiir eine Funktion f € M(u® ) mit f > 0 gilt

/}((/fod)\>d,u:/xxyfd(u®)\):/Y</Xfydlu>d)\.

(Satz 5.30) Wie ergibt sich daraus der Satz von Fubini? (Satz 5.31)

Definieren Sie die Menge £P(u). Was versteht man in diesem Zusammenhang unter einer
Cauchyfolge? Zeigen Sie, dass jede Cauchyfolge in £P(u) einen Grenzwert im p-ten Mittel
und eine p-f.ii. konvergente Teilfolge besitzt. (Satz 5.37)

Formulieren und beweisen Sie die Sédtze zur Stetigkeit und zur Differenzierbarkeit von
Parameterintegralen. (S#tze 5.42 und 5.43)



Folgende Ubungsaufgaben sind fiir die Priifung relevant:

1. Ubung, Aufgaben 1, 4, 5, 6, 7, 9, 10

2. Ubung, Aufgaben 1, 3, 4

3. Ubung, Aufgaben 1, 2, 3(a), 4(a), 4(b), 5
4. Ubung, Aufgaben 1, 3

5. Ubung, Aufgaben 1, 2, 3, 4



