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Kapitel 1

Lebesgue-Integrale

Bezeichnungen:

N:={1,2,...} - Menge der natiirlichen Zahlen ohne die Null
Np :={0,1,2,...} - Menge der natiirlichen Zahlen mit der Null
7 :={0,4+1,£2,...} - Menge der ganzen Zahlen

Q@ - Menge der rationalen Zahlen

R - Menge der reellen Zahlen

C - Menge der komplexen Zahlen

Wir erinnern an den Begriff der Riemann-integrierbaren Funktion und bezeichnen mit Rla, b] die
Menge der iiber dem Intervall [a, b] mit —oco < a < b < oo (reellwertigen) Riemann-integrierbaren
Funktionen (vgl. auch [2, Abschnitt 5.5]).

Mit f,¢g € Rla,b] und o, € R gehéren auch af + g und fg zu Rla,b]. Insbesondere
sind RJa,b] ein linearer Raum und das Riemann-Integral auf diesem Raum ein lineares
Funktional.

b
Ist f € Rla,b] mit f(z) >0V € a,b], so gﬂt/ f(x)dz > 0.

/|f )l de.

Die charakteristische Funktion xq der rationalen Zahlen, auch Dirichlet-Funktion genannt,
gehort nicht zu Ra, b] .

Aus f € RJa,b] folgt auch |f| € R[a,b] und

x)dx

Konvergiert eine Folge (fy),~, von Funktionen f, € Rla,b] gleichmifig auf [a, b] gegen
die Funktion f : [a,b] — R, so folgt f € Rla,b] und

lim fn ) dx = / f(z

n—oo

Wir erinnern auch an die Definition uneigentlicher Integrale, z.B.

o g A d 1 1
/ 4 = lim 4 oder / Inzdx .= lim Inzdx.
1 0

x2 A—oo Jq 2 e—=+0 J,

7



8 KAPITEL 1. LEBESGUE-INTEGRALE
1.1 Numerische Funktionen

Definition 1.1 Die Menge R¢ = [—00,00] := RU {—00,00} heifit erweiterter Bereich der
reellen Zahlen. Durch die Relationen —oo < x < oo Va € R wird die Ordnungsrelation von
R auf R® fortgesetzt. Fiir alle x € R gelten bzgl. Addition und Multiplikation folgende Regeln:

(a) #+00 = 00+ = 50+ 00 = 00, &+ (—00) = (—00) + = (—00) + (—00) = —00,
oo : x>0

(b) z-c0o=00 2= 0 : z=0 ,,
-0 : x<0

(¢) 0000 = (—00) - (-00) = 00, 00 (—00) = (~00) - 00 = —00,

(d) —(=00) =00, - (=00) = (=00) - &= —(z - 00),

(€) & —o00:=z+(—00) und |oo| = | — oof = oco.

Damit ist die Multiplikation auf R® uneingeschrinkt ausfithrbar, die Addition bis auf =z + y
mit x = —y = oo und ¢ = —y = —oco. Im Weiteren sei X eine beliebige nichtleere Menge.
Funktionen f : X — R® nennen wir numerische Funktionen. Wir definieren die Funktion
|f| durch |f|(x) := |f(z)| und, fir zwei numerische Funktionen f, g,

(fUg)(x) = max{f(x),g(x)} und (fNg)(x):=min{f(z) g(z)}.

Der positive Teil f* und der negative Teil f~ von f sind dann gegeben durch f* := f U0 und
f~=—(fN0) = (—=f)u0. Offenbar gilt f = f*— f~ und |f| = f* + f~ . Wir schreiben f > 0,
wenn f = f* gilt, und f < g, wenn f(z) < g(x) Vo € X gilt. (Ist g — f erklirt, so ist f < g
dquivalent zu g — f > 0.)

1.2 Der Begriff des Integrals

Definition 1.2 Fine Menge X reellwertiger Funktionen f : X — R heifit Vektorverband,
wenn aus f,g € X und a € R folgt aof, f + g,|f| € X .

Folgerung 1.3 Ist X ein Vektorverband, so gilt mit f,g € X auch fUg,fNg, fT,f~ € X.
Beweis. Man verwende fUg = %(f+g+\f—g|) und fNg= %(f—l—g— lf—gl). O

Beispiel 1.4 Die Menge X1 := Cy(R) der stetigen Funktionen f : R — R mit kompaktem
Trager bilden einen Vektorverband. (Man sagt, dass f : R — R einen kompakten Triger
hat, wenn Zahlen z1,x2 € R existieren, so dass x1 = z1(f) < x2 = x2(f) und f(x) = 0
Vo e RN\ [z1,z2] gilt.)

Beispiel 1.5 Die Menge Ro(R) der Riemann-integrierbaren Funktionen mit kompaktem Trager
st ein Vektorverband.

Definition 1.6 Fin auf einem Vektorverband X definiertes lineares Funktional J : X — R
nennen wir Integral auf X, wenn folgende Axiome erfillt sind:
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1) feX, f=0= J(f) =0 (Positivitit von J),
(12) fofn € X, fut f= T(fn) T T(f) (Stetigkeit von unten).

Dabei bedeutet f, 1 f, dass fn < fny1 Vn (isotone Folge) und lim f,(z) = f(x) Va € X gilt.

Wegen der Linearitdt von J ist die Stetigkeit von unten dquivalent zur Stetigkeit von oben, ja
sogar zur Nullstetigkeit von oben (d.h., f, } 0 = J(f.) 4 0).

Beispiel 1.7 Als Funktional 7V : X1 — R (vgl. Bsp. 1.4) wdhlen wir das Riemann-Integral.
Dann ist dieses Funktional ein Integral gemdfl Definition 1.6.

Die im Folgenden zu betrachtenden Grenzwerte kénnen aus R® sein.

Satz 1.8 Es seien J : X — R ein Integral, f,g € X und (fp),= ,(9n),—y isotone Folgen von
Funktionen aus X . Dann gilt

a) f<g= J(f) <T(g) (Isotonie des Integrals),
ITDI<TAD Ve,

)
b)
(¢) im f, >0 = lim J(f,) >0,
(d)
)

(
(
d) lim f, <limg, = lIimJ(f,) <lmJ(gx»),

(e) lim f, =limg, = Iim J(f,) = im J(gn) -
Beweis.

(@) f<9g=9g-f20= J-TJ(f)=T@—-f)=0
(b) £f <[fl = £I(f) = T(f) < I(If])

(c) imf >0 = (fuN0)10 = J(f,N0)10

fon> N0 = J(fa) > T(fnn0) = limJT(fn) >0
(d) lim f, <limg, = fx <limg, VkeN = nli_)rglo(gn—fk)ZO
2 0< im T(gu — fi) =1 T(ga) = T(fe) = T(f) <l T(gu) Yk € N
= limJ(fn) <limJ(gn)

(e) Folgt aus (d).

1.3 Fortsetzung eines Integrals auf die isotone Hiille

Definition 1.9 Man nennt

X0 = {F:X —R:3(f),> CX mit f, T F}

n=1

die isotone Hiille des Vektorverbandes X .
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Beachte: X7 ist i. Allg. kein Vektorverband.

Satz 1.10 Aus (F,,), =, C X7 und F,, T F folgt F € X7 .

Beweis. Fiir jedes k € N existiert eine Folge (f,sk)) ~ C X mit f,(Lk) 1T Fp . Wir setzen f,, :=

n=1

f(l)U Ufn .Esfolgt fr, < futa und F := lim f,, € X" Aus fn < Fy folgt fp, < FiU.. .UF,
F, < F, also F < F', wihrend andererseits f,i; > f ke = fk und somit F' = klim frak
—00

v

a

klim fk = F, gilt, so dass F > lim F,, = F'. Damit ist F=FeXxe°.
—00

Definition 1.11 Fir F € X7, f, € X und f, T F nennen wir J*(F) := lim J(f,) verallge-
meinertes Integral von F'.

Nach Satz 1.8,(e) ist J*(F') unabhéingig von der Wahl der Folge (f,), =, mit f, T F. Fiir f € X
kann man f, = f Vn € N wihlen, so dass J*(f) = J(f) Vf € X gilt. AuBlerdem hat das
verallgemeinerte Integral folgende Eigenschaften:

(V1) J*(aF) = aJ*(F), a € R, a >0, F € X°
(V2) JN(F+G)=TJ"(F)+J*(G), F,Ge x°
(V3) J*(F+g)=J*(F)+ J*(g), FEX" g X
(V4) F<G = J"(F) < J(G)

Satz 1.12 J* ist auf X7 stetig von unten.

Beweis. Sei (F,) C X7, F,, T F. Dann existiert eine Folge (f,) C X mit f, < F,, < F und
fn T F (vgl. Beweis von Satz 1.10). Es folgt

(V4) (V4)
T (F) =lmJ(fp) =lmJ*(fn) < lmJ*(F,) < J(F)
und somit J*(F) = lim J*(F,) . O
Beispiel 1.13 Wir wihlen X = Ny und
@ ={f:No—R:[{k€No: f(k) £ 0} <o}, TA(f):=>_ f(k).

Dann ist TP ein Integral auf dem Vektorverband X | und gilt

X7 = {F:Ng — RU{oo} : Tko mit F(k) >0Vk > ko} , JTH*(F)=>_f(k).
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1.4 Lebesgue-Integrale

Definition 1.14 Die Funktionen der Menge X§ := {F € X7 : J*(F) < oo} nennt man Levi-
Funktionen. Das Integral J : X — R heifit Lebesgue-Integral (kurz L-Integral), wenn

(G:X S RINXZC X

gilt. Man nennt dann das Tripel (X, X, J) einen Integrationsraum. Mit M 7 bezeichnen wir
die Menge von Funktionen

Mg ={p: X —R:IF € A mit p(x) # F(z) <= F(x)=o00}.

Wir nennen das Lebesque-Integral J ein vollstdndiges L-Integral, wenn My C X gilt.

Wir betrachten die Beispiele 1.4 und 1.7 und bezeichnen fiir a € R und b > 0 mit g, : R — R
die Funktion aus XV, die auf [a — b,a] und [a,a + b] linear ist und fiir die ggy(a) = 1 sowie
gap(z) =0Vz € R\ [a —b,a+ b] gilt. Ist (ay), =, eine beliebige Folge paarweise verschiedener
reeller Zahlen, so setzen wir

Die Folge (fn), =, ist isoton, so dass F' = lim f,, wohldefiniert ist. Dabei gilt

1 n ) n
W:Z2’322’k<1.
1 k=1

J=1

3

n

j(l)(fn) = Z
=Lk

Also gilt F' € Xo(l)g . Auflerdem haben wir fiir n > m
fn(am) > Zl =n,
j=1

so dass F(am) = oo Vm € N. Die Funktionen aus M ;1) kénnen in den Punkten a,, also
beliebige Werte annehmen.

Fragestellung: Kann ein Integral J zu einem L-Integral bzw. zu einem vollstéindigen L-Integral
J auf einen Vektorverband X D X fortgesetzt werden?

Theorem 1.15 Jedes Integral besitzt genau eine minimale Fortsetzung zu einem vollstindigen
L-Integral.

Zum Beweis dieses Theorems bendtigen wir die folgenden Lemmata 1.16-1.21.

Lemma 1.16 Ist 7 : X — R eine vollstindige Fortsetzung des Integrals J : X — R, so gilt
L(T)={p: X —R:IF,Ge X mit p+G=F}CX.

Beweis. Es seien ¢ € L(J) und ¢ + G = F mit G, F € A§ . Sei nun g € M7 mit g(z) # G(x)

<= G(r) = oo. Wir setzen f = ¢ +g. Es folgt f(z) = F(x) <= F(z) # o0, so dass
feMyg.Damitsind f,ge Yundp=f—-gecX. O



12 KAPITEL 1. LEBESGUE-INTEGRALE

Lemma 1.17 Die in Lemma 1.16 definierte Menge L(J) ist ein Vektorverband.

Beweis. Es seien ¢,1 € L(J) und a > 0. Dann existieren G, F,E,D € X§ mit ¢ + G = F
und ¢ x E = D. Es folgt —p+F =G, ap+aG =aF, (¢p+1)+ (G+E) =F+ D und
(pN0)+G = (¢+G)NG = FNG. Es bleiben Aufg. 4,(a) und Aufg. 1, Abschn. 1.6 anzuwenden.
O

Lemma 1.18 Es existiert hdchstens eine Fortsetzung J von J zu einem Integral auf einen
Vektorverband X C L(J).

Beweis. Es seien o € X C L(J), ¢+ G = F und (fa)pe1 s (gn)pey C X mit fr, T F, g, T G.

Ist J eine Fortsetzung von J auf X, so folgt J(¢) + lim J(gn) = lim J (¢ + gn) = Lim 7 (f)
nach Satz 1.8,(e). Damit haben wird

T (@) = im T (fa) = lim T (92) = T*(F) = T*(G) .
Also ist J durch J eindeutig bestimmt. |
Ausgehend von Lemma 1.18 und dessen Beweis definieren wir fiir ¢ € L(J)
JL(p) = T (F) = T*(G),
wobei ¢ + G = F und F,G € & .

Lemma 1.19 Die Definition von Jr(p) ist korrekt, d.h. unabhingig von der Wahl der F,G €
g mit o+ G =F.

Beweis. Es seien ¢ € L(J) und ¢ + G = F, ¢ + G; = Fy mit G, F,G1, F; € Af . Es folgt
F+Gi=¢+G+ Gy =F + G, sodass wegen (V2) gilt J*(F)+ J*(G1) = T*(F1) + T*(G),
also 7*(F) — J*(G) = J*(F1) — J*(Gy) . O

Lemma 1.20 Fir jedes ¢ € L(J) und jedes € > 0 ezistieren F,G € X§ mit o+ G =F, G >0
und J*(G) < €.

Beweis. Seien ¢ + G1 = Fy und G1, Fy € XJ sowie (gn),—; C X mit g, T Gi. Damit ist
J*(G1) =1lim J(gn) , so dass ein ng € N existiert mit J*(G1 — gn,) () T*(G1) — T (gny) <€

es bleibt G := Gy — gn, und F := F| — gy, zu setzen. O

Lemma 1.21 Es sei (pp),— C L(J) eine isotone Folge. Dann existieren fir jedes e > 0 solche
F,G e X7, so dass G >0, J*(G) < € sowie

lim (pp +G) = F und  lim Jr(en) = T (F) = T7(G)
gilt.

Beweis. Nach Lemma 1.20 gibt es fiir jedes n € Ny Funktlonen F, G, € XO mit G, > 0,

T*(Gn) < a5t und ¢, + G, = F,. Wir setzen G, = Z Gy, G = ZGk und F, =
k=0,k#n k=0
G, + F,, . Es folgt unter Verwendung von Aufg. 6, Abschn. 1.6

. (va
T (Gn) < TG ZJ* (Gy) <
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Also gilt én, G € A§ und somit auch fn € XJ . Wegen ¢, +G = ¢, + Gy, +C~¥n =F, +C~§’n = ﬁn
ist Jr.(¢n) = T*(F,) — J*(G) . Offenbar ist die Folge der F,, = ¢, + G isoton, so dass nach Satz

1.10 folgt F,, T F € X und somit

lim J (pn) = lim T*(F,) — J*(G) ““="2 75(F) - 7(G) .
O

Beweis von Theorem 1.15. Wir zeigen, dass Jr, : L(J) — R ein vollsténdiges L-Integral
ist. Nach Lemma 1.18 ist diese Fortsetzung eindeutig und nach Lemma 1.16 minimal. Es seien
o, e L(J)und p+G=F,¢y+E=Dmit D,E,F,G € & , sowie a > 0. Es folgt

JL(—¢) =T(G) = T*(F) = -JL(p),
Tilap) = T*(aF) — 7*(aG) "2 al7(F) - 79(G)] = adu(),
Tule+v) E = Tule) + Tuw).

AuBlerdem folgt aus ¢ > 0 auch F' > G und somit nach (V4) Jr.(p) = T*(F)—J*(G) > 0. Somit
ist J1, : L(J) — R ein Integral, falls wir noch die Stetigkeit von unten zeigen kénnen: Dazu seien
(pn), 2y C L(J) und ¢, T ¢ € L(J) sowie € > 0 beliebig. Es folgt J1(¢n) < J1(¢) < oo . Nach

n=1

Lemma 1.21 existieren Funktionen F,G € X mit G >0, J*(G) <e, p+ G =limp, + G =F
und J*(F) — J*(G) = lim J1(¢n) € R. Also gilt F,G € AJ und somit

Jr(p) = T (F) = J(G) = lim Jp(¢n) -

Es bleibt noch die Vollstandigkeit von J7, zu zeigen, d.h. M7, C L(J): Es sei ¢ € My, . Dann
existiert ein £ € L(J)§, so dass ¢(x) # E(z) genau dann, wenn E(z) = oco. Es gibt also
eine Folge (¢n),~; C L(J) mit ¢, T E, wobei lim J;(¢n) < oo gilt. Wie im vorhergehenden
Schritt finden wir F,G € X§ mit £+ G = limp, + G = F'. Wegen ¢ + E/ = 2F folgt daraus
0+ F+G=p+E+2G=2(E+G)=2F also p € L(J). 0

Wir betrachten Beispiel 1.13. Offenbar ist

XO(Q)U: {f:NO—HR:if(n) < 00, f(n) ZOVnZno(f)}.
n=0

Man kann zeigen, dass

L(T?) = {f :No — R: Y [f(n)] < OO} =6 wd ()= i)
n=0 n=0

gilt.

1.5 Grenzwertsitze. Mengen vom Mafle Null

Im Weiteren sei (X, X, J) ein Integrationsraum.

Satz 1.22 (Beppo Levi) Seien (¢,), =) C X, o T oder o, | ¢ und ¢ : X — R. Ferner

n=1

sei (I (¢n))yey beschrinkt. Dann gilt p € X und lim J (py,) = T (¢) .

Beweis. @, T ¢: Aus ¢ : X — R, ¢ € X% und J*(¢) = limJ(¢n) < oo folgt ¢ €
{f: X —=R}NAY C X und somit JT*(¢) = T (¢).

©¥n 4 @: Verwende —p, T —¢. |
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Definition 1.23 Unter dem System der messbaren Funktionen versteht man das kleinste
Funktionensystem M(X) numerischer Funktionen ¢ : X — R®, welches folgenden Bedingun-
gen geniigt:

(ml) X c M(X),
(m2) o, € M(X), A€ R = Ap € M(X) und, falls definiert, p +1 € M(X),

(m3) (¢n),—p C M(X) = U on :=sup{yn :n € No} € M(X).

n=0
Das System M (X) der messbaren Funktionen hat folgende Eigenschaften:

(M1) ¢ € M(X) = o=, [p] € M(X),
(M2) o, € M(X) = N, pUyP € M(X),

(M3) (¢n), =9 C M(X) = ﬂ ¢on = 1nf {¢y, : n € No}, liminf ¢, limsup ¢, € M(X),

n=0

(M) M(X)={p: X —R:3(p,) C X mit p, — p} .

Beweis. (M1)-(M3) UA. Wir beweisen (M4): Dazu setzen wir

M(X) :={p: X — R : I (p,) C X mit p, — ¢}

und halten fest, dass mit ¢ € MV(X) auch p* ¢ MV(X) gilt, und dass MV(X) auch (ml) und
(m2) geniigt.

(a) Wir zeigen, dass fiir ¢ € M(X) mit ¢ > 0 eine Folge (¢,) C X mit ¢, > 0 und ¢, T ¢
existiert:

oo
Es existieren @, € X mit @, — ¢, also ¢ — ¢. Wir setzen ¢, = ﬂ oF =
k=n

m [e.e]
lim m @,j Aus Satz 1.22 folgt ¢, € X und lim ¢, = U ¢n = liminf 5 = ¢, also ¢, T .
m—0o0

k=n n=0
(b) Wir zeigen, dass aus ¢, € .X/lv(z\,’) und ¢, T ¢ folgt ¢ € MV(X):

Aus ¢, € M(X) und ¢, 1 ¢ folgt @ 1 o+ und @ | o=, wobei nach (a) gilt ¢t € X7
Damit gilt auch p™ € X7 C M(X). Nach (a) existieren weiter ¢, € X mit ¢, > 0 und ¢ T ¢, ,
also ¢, € X7 und ebenso ¢, € X7 Vn € N. Es folgt ¢, N, € X7 (vgl. Abschnitt 1.6, Aufgabe
4) und, wegen 0 < Y Ny, < Vi, Y N, € XJ. Da ein Lebesgue-Integral vorliegt, haben
wir somit ¥ N @, € X, wobei auBlerdem ¥ N ¢, | ¥ N~ fiir n — oo gilt. Satz 1.22
liefert ¢ N~ € X mit Y N~ T ¢y N~ = ¢~ . Es folgt ¢~ € X7 C M(X) und somit
=" —pT e M(X).

(c) Wir zeigen, dass M(X) = /\7(2() gilt:

Ausp € /W(X) folgt p,, — ¢ fiir gewisse ¢, € X und somit wegen (M4) auch ¢ € M(X).
Also M(X) C M(X).

Es bleibt noch zu zeigen, dass M(X ) die Bedingung (m3) erfiillt. Offenbar folgt aus ¢, €

M(X) auch o U ... U g, € M(X). Aus (b) folgt o U ... U gy 1 ngneﬂ(X). O

n=0
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Aus dem Beweisschritt (a) zur Eigenschaft (M4) erhalten wir folgendes Lemma.

Lemma 1.24 Flir jedes o € M(X) mit p > 0 existiert eine Folge (pn) C X mit v, > 0 und
on T .

Dieses Lemma besagt, dass besagt M(X) N {p > 0} C X7 gilt. Nach (M1) sind mit ¢ auch ¢*
Elemente von M (X') und somit von X7 , so dass J*(pT) erklirt sind und wir folgende Definition
geben kénnen.

Definition 1.25 Wir sagen, dass das Integral von ¢ € M(X) existiert bzw. dass ¢ inte-
grierbar ist, wenn wenigstens eines der verallgemeinerten Integrale J*(pT) endlich ist, und
schreiben dann

/ ) dz = T* (") — T* (o).

Bemerkung Ist ¢ € X7, so ist ¢ integrierbar, und es gilt / e(x)dr = J*(¢), denn aus
op € X und ¢, T ¢ folgt ¢, | ¢~ und 0 < J(¢;,) < J(py) < 00, so dass ¢~ € X nach Satz
1.22. Es folgt /gp(:v) = J*(eT) = T*(¢7) () T (T — ™) = T*(p) . AuBerdem haben wir

/|90($)| dr = J* (") + T"(¢7) fiir alle p € M(X).
Lemma 1.26 Aus p € M(X), ¢p: X — R und/|gp(m)|dm < o0 folgt p € X.

Beweis. Nach Lemma 1.24 existieren go%i) C X mit go%i) € X mit @%i) > 0 und 905?) T gai,
wobei j(cp%i)) < J* (%) < oo gilt. Aus Satz 1.22 folgt T € X und somit p = ¢t —p~ € X.
Od

Satz 1.27 (Lemma von Fatou) Sind (v,) C M(X) und ¢, >0, so gilt

/lim inf p, () de < lim inf/gpn(x) dx .

oo
Beweis. Wir setzen ¢ := liminf ¢, und @, := ﬂ vk . Es folgt @, € M(X)N X7 (vgl. Lemma

k=n
1.24) und @, 1 ¢, also ¢ € X7 . Folglich ist
oy N\ Satz112 . oo VA . . .
/w(x)deJ (p) =""lm T () < lim inf T7(pp) = liminf T (¢n).

|

Der folgende Satz ist bekannt unter dem Namen Satz von Lebesgue iiber die majori-
sierte Konvergenz.

Satz 1.28 Es seien (p,) C X, on —> @, lpn| < undp € X. Dann gilt ¢ € X und

T () =1lim T (¢n) -
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Beweis. Aus ¢, — ¢ folgt p € M(X), || <Y und |p| € M(X)NX7 ,also T*(|¢]) < T*(¥) =
J (%) . Lemma 1.26 liefert ¢ € X . Offenbar gilt ) £+ ¢, > 0 und somit nach Satz 1.27

TJW)=T(e) = T —¢)=Tm( — py)) <liminf T (Y — ¢p) = liminf [T () — T (¢n)]
= J () —limsup J (¢n)

und analog
TW) + T () < T () + liminf T (o) -
Es folgt limsup J (¢n) < J(¢) < liminf J (@) - O
Fiir eine Teilmenge A C X bezeichnen wir mit x4 : X — R die charakteristische
Funktion (erster Art)
(@) 1 : xeEA,
xa(z) =
0 : zeX\4,
der Menge A. Dagegen wird
() oo rEA,
wa(x) =
0 : zeX\A4,

die charakteristische Funktion zweiter Art der Menge A genannt.

Eine Teilmenge A C X heifit vom Mafle Null, wenn wy € M(&X') und /wA(x) dx = 0 gilt.
Das System der Mengen vom Mafle Null bezeichnen wir mit N (7).

Definition 1.29 Ist eine Aussage P(z) fir x € X\ A mit A € N(J) wahr, so sagt man ,P(x)
gilt fast iberall (f.4d.) auf X“.

Lemma 1.30 Aus ¢ € M(X), ¢ >0 und /(p(:v) dx =0 folgt ¢ =0 f.ii.

Beweis. Setzen A := {x € X : p(x) >0} und ¢, := ny. Es folgt ¢, 1 wa und ¢, € X7, so
dass

(

T (wa) Satzl 12 lim J*(pn) ‘;1) limnJ*(¢) =0

gilt. |

/ o(z)dz

Beweis. Setzen A := {z € X : |p(z)| = oo} und ¢, := L[| . Es folgt ¢, | wa und aus (V4)

Lemma 1.31 Fir ¢ € M(X) mit < oo gilt || < oo f.i.

1
T*(wa) < 7" (le) — 0.

Im Weiteren besitze der Integrationsraum (X, X, J) die folgende Eigenschaft:

(E) Fir alle A C X folgt aus wyq € M(X) auch x4 € M(X).
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In diesem Fall ist A € N (J) dquivalent dazu, dass y4 € M(X) und J*(x4) = 0 gilt. Aus
Letzterem folgt ndmlich nx4 1 wa und J*(wa) = limnJ*(xa) =0.

Die folgenden zwei Sétze liefern je eine Variante des Satzes von Beppo Levi (Satz 1.22)
und des Satzes von Lebesgue (Satz 1.28)

Satz 1.32 Es seien (p,) C X, @on T ¢ oder ¢, | ¢ fii. und ¢ € M(X). Dann folgt
/cp(x) dx = lim/gon(x) dx .

Beweis. Seien {z € X : pp(z) Y p(x)} C A € N(TJ). Es folgt v,(1 —xa) T ©(1 — xa), wobei
nach Aufg. 10, Abschn. 1.6 ¢, (1 — x4) = ©n — @nxa € X . Somit ist (1 — x4) € X7 und,
wiederum wegen Aufg. 10, Abschn. 1.6,
[ @) de = 7ol = xa)) = im T (a1 = xa)) =i T (20).
O

Satz 1.33 Sind ¢ € M(X), (¢n) C M(X), p,on : X — R, |@n| < ¢ fi, v € X und
©n — @ fi., so gilt auch ¢, p € X und J(p) =1lim J(¢y) .

Beweis. Seien {x € X : pp(x) -4 p(z)} € A1 € N(J) und U {z e X:|pn(z)] >Y(x)} C
=0
Ay € N(TJ). Es folgt A := A3 U Ay € N(J) und nach Aufg. 17(3, Abschn. 1.6 oxa,onxa € X

sowie

T (lenl) = T (len(1 = xa))) < T(@(1 = xa)) = T (¥).-
Aus Lemma 1.26 folgt ¢, € X . Auflerdem gilt ¢, (1 — xa) — ¢(1 — xa). Satz 1.28 liefert
o(l—xa) € X, also p € X, und

J(p) =T (p(1 = xa)) =lm T (pn(l — xa)) =lim T (¢n) .

1.6 Ubungsaufgaben

1. Man zeige, dass X genau dann ein Vektorverband ist, wenn aus f,g € X und « € R folgt
af, f+g, fN0e X.

2. Man beweise, dass die Menge X®) der stetigen und stiickweise linearen Funktionen f :
R — R mit kompakten Tréger einen Vektorverband bilden.

3. Mit Z(R) bezeichnen wir die Menge der Zerlegungen der reellen Achse,

ZR) :={{zo,x1,...,xn}:—00<zp <21 <...<2Hp <00, nENp}.

Eine Zerlegung Z = {zo,z1,...,2,} € Z(R) nennen wir zuléssig fiir f € X3 wenn
f(x) = 0 fiir alle x € R\ [zg,2,] gilt und wenn f auf jedem Teilintervall [z;_1,z;],
j =1,...,n linear ist. Wir definieren auf X®) das Funktional 7 ) wie folgt. Sind f € X®)
und Z = {xg,x1,...,x,} zulissig fiir f, so setzen wir
"1
T =5 o) + fla)] (a5 — 25-1) -
j=1

Man zeige, dass J®) : X®) — R ein Integral ist.
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Man beweise:

(a) FGEX, aeR, a>0=F+G FUG FNG,aF € X°
(b) FEX , F>0=3(f,),°, CX:fu>0, fulF

n=1

. Man zeige, dass das verallgemeinerte Integral J* : X9 — R (vgl. Def. 1.11) die Eigen-

schaften (V1) — (V4) besitzt.

. Man beweise, dass fiir Fj, € X° mit Fy, > 0, k € Ny gilt

J* (Z Fk> =Y T(F).
k=0 k=0
Hinweis: Man verwende Satz 1.12.
Man zeige:
(a) p e M(X) = ot 07, || € M(X),
(b) ¢, e M(X) = pU, NP € M(X),

(¢) (en)ysy C M(X) = m on, = 1nf {¢y : n € No}, liminf ¢, limsup ¢, € M(X).

n=0

. Man zeige, dass eine Teilmenge A C X genau dann zu N(J) gehort, wenn ein F € X

mit A = {z € X : F(x) = oo} existiert.

. Der Integrationsraum (X, X, J) besitze die Eigenschaft (E). Man zeige, dass N(J) ein

o-Ring ist, d.h., dass aus A, B € N(J) und A, € N(J),n € N folgt A\ B € N(J) und
U 4. eN(T).

n=1
Der Integrationsraum (X, X, J) besitze die Eigenschaft (E). Man zeige, aus A € N (J)
und ¢ € M(X) folgt /go(x)XA(at) dr =0 und, falls ¢ : X — R, auch px4 € X.

Zusatz: Man zeige, dass auch ¢(1 — x4) € M(X) gilt und dass, falls /(p(x) dx existiert,

/ () dv = / o(x)[1 — xa(a)] dz.



Kapitel 2

Die Raume LP(X, X, J)

Es sei im Weiteren (X, X, J) ein Integrationsraum mit der Eigenschaft (E) und der folgenden
Eigenschaft:

(p) Fiir 1 <p < oo und ¢, € M(X) folgt p1p € M(X) und |p|P € M(X).

2.1 Definitionen und einfachste Eigenschaften

Auf M(X) definieren wir die Aquivalenzrelation

o~ = FJAeN(T) : {zeX: o) #Y(@)} CA, (2.1)
was natiirlich dquivalent zu ¢ = 1 f.i. ist. Ferner erkldren wir auf der Menge MV(X ) =
{[¢]~ : ¢ € M(X)} der entsprechenden Aquivalenzklassen

[~ = el Aol = Dol 9l - W] = [l (2:2)
und, falls Représentanten ¢ und v existieren, fiir die ¢ + ¢ f.i. definiert ist,

(o)~ + []~ = [(o(1 = xa) + ¥(1 = xa)]~ (2.3)

wobel {x € X : p(z) + 9(x) ist nicht definiert} C A € N (J). Man beachte dabei, dass unter
Verwendung von Aufgabe 10, Abschnitt 1.6 folgt (1 — x4),¥(1 — xa) € M(X). Ferner seien
(

[ln < W] = FAeN(T): {zeX:p(x)>¢Yx)}C A (2.4)

und
ok da = [ (o) iz, (2.5)
falls dieses Integral existiert. Mit LP = LP(X, X, J), 1 < p < 0o bezeichnen wir die Menge
LP = {[@]N e M(X) :/Hgo],v‘pdx < oo} .
Wir beschréinken uns im Weiteren auf den Fall p = 2 und schreiben fiir [p].. € L? einfach ¢ € L?.

Satz 2.1 L? ist ein linearer Raum, und auf L? kann man das innere Produkt (auch Skalar-
produkt genannt )

(.0) = [ olaile)do
erkliren, d.h., es gilt fiir alle ¢,7,( € L? und A € R

19
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(S1) (e, ) =2 0 und ({p,p) =0 < ¢ =0),
(S2) (@, ) = (¥, ) ,

(S3) (Ap,v) = Ap,¥) ,

(54) (p+v,0) = (0, Q)+ (¥, () .

Beweis. Voriiberlegungen: Wir erinnern daran, dass fiir ¢ € M(X) gilt
/ lp(x)|dz = T* (™) +T* (7).

Nach Lemma 1.31 folgt somit aus /](p(m)]dx < oo, dass ¢t(z) < oo Vo € X\ A fiir ein
A e N(J). Damit ist T* (o= (1 — xa)) = T(¢*(1 —x4)), also

/ o(z) do = / (@) [1 - xa(2)] do = T(o(1— x4)).

Unter Verwendung der Linearitéit von J : X — R erhalten wir also

[ v +v@) o= [ e@)ao+ [v@)do

fiir p, 9 € M(X) mit/]go(x)\da;<oound/\w(x)]dx<oo.

Ist » € L?, so folgt aus Lemma 1.31 |p(x)| < oo f.ii., so dass auch A\p und @+1 f.ii. definiert
sind fir A € R und ¢, € L2. Aus [p(z) + ¢(2)]* < 2 (|¢(2)]* + [¢(2)[?) folgt auBerdem

lo(x) + ¥(z)|* dr < oo unter Beachtung obiger Voriiberlegungen. Also ist L? ein linearer

Raum. Aus |p(z)¢(z)| < § [Jo(@)> + [¥(z)[?] folgt, dass (p,) fiir beliebige ¢,1) € L? eine
endliche Zahl ist. Die Eigenschaft (S1) folgt aus Lemma 1.30, (S2) aus der Definition und (S3),
(S4) aus der Linearitdt von J : X — R unter Beachtung obiger Voriiberlegungen. O

Folgerung 2.2 Der Raum (L?,].||) mit

leoll = /g o) = / ()2 da

ist ein normierter Raum, d.h., folgende Azxiome sind erfiillt:

(ND) flell =0 Vo € L? und [lp| =0 <= ¢ =0,
(N2) Al = A llell Yo €L?, ¥AER,
(N3) llp + ol < llell + ¢l ¥ o,9 € L? (Dreiecksungleichung).

Auferdem gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

(o) < llelllvll - ¥o,p e L2, (2.6)
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Beweis. (N1) und (N2) sind einfach. Fiir alle A € R und alle ¢, € L? gilt
0 < (p+ X0+ M) = llo” +2X (0, 9) + M [lw)* -

Im Fall ¢ # 0 und \ = — m ergibt sich

< 2_2‘<907¢>‘2+‘<907¢>’2: 2_
el == T

| (0, ) |2
)2

I

und (2.6) ist bewiesen. Es folgt

lo+91% = lell* + 24, ) + 19117 < llell® + 2Nl 9+ 11* = (lell + [101)*

womit auch (N3) gezeigt ist. O

Bemerkung 2.3 Die Riume (Lp, ||||p> mit

lell, = ( / |¢<x>|pdx>;

sind fir 1 < p < oo normierte Rdume. Dabei gewinnt man die entsprechende Dreiecksunglei-
chung (N3) aus der Hélder’schen Ungleichung

[ et < ([ \so(m)rpdx);’ (/ Wx)\wxf , (27)

die fir alle o € LP und v € LY mit % + % = 1 gilt und die im Foll p = q = 2 die Cauchy-
Schwarz’sche Ungleichung (2.6) liefert.

2.2 Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie, dass durch (2.1) eine Aquivalenzrelation auf M(X) definiert wird.
2. Zeigen Sie, dass die Definitionen (2.2), (2.3), (2.4) und (2.5) korrekt, d.h. unabhéngig von

der Wahl der Reprisentanten aus den Aquivalenzklassen, sind.
3. Beweisen Sie folgende Aussagen:

(a) Es seien ag, (k,n € Ny) reelle Zahlen mit den Eigenschaften

sup{Z]a;m\:keNo} <oo und ag, T b, (k— o00)VneNy.

n=0
Dann gilt
(e} (e} [e.e]
Z |bp| < 0o und kli}rgloZakn = an.
n=0 n=0 n=0

(b) Es seien agy,, (k,n € Np) reelle Zahlen mit den Eigenschaften

o
lim ag, = b, Vn € Ny, |agn| < cp VEk,n €Ny und ch<oo.
k—o00 r

Dann gilt

o0 o0 o
Z|bn\ <oo und lim Zakn:an.
n=0 k=yo0 n=0 n=0
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4. Wir betrachten den Integrationsraum (X, X, J) mit X = Ny,

XzL(j<2>)={f:No—>R:§0!f(n)l<OO} und J(f)zJL(z)(f)Z;f(n)

(vgl. Abschnitt 1.4). Beschreiben Sie die zugehorigen Raume L?, 1 < p < 0.
D. Esseien1<p,q<oound]%+é:1.
(a) Zeigen Sie, dass fiir reelle Zahlen «, 5 € [0, 00) die Ungleichung
aff < o + A .
p q
gilt und leiten Sie daraus die Holder’sche Ungleichung (2.7) ab.

(b) Zeigen Sie, dass (Lp, |]Hp> ein normierter Raum ist (vgl. Bem. 2.3).



Kapitel 3

Das System der messbaren Mengen

3.1 Definitionen und Eigenschaften

Es sei (X, X, J) ein Integrationsraum. Eine Menge A C X nennen wir Integrationsbereich,
wenn aus ¢ € X stets pxa € X folgt. Die Menge aller Integrationsbereiche in X bezeichnen wir
mit I(J). Wegen oxa = ¢Txa — ¢ xa ist A € I(J) offenbar dquivalent dazu, dass aus p € X
und ¢ > 0 folgt pxa € X . Fir ¢ € X und A € I(J) definieren wir

/ () dz = T (px4)
A

Lemma 3.1 Aus A € I(J) und ¢ € M(X) folgt x4 € M(X).

Beweis. Aus X 3 ¢, — ¢ folgt X 3 ppxa — oxa € M(X) (vgl. (M4)). O
Damit kénnen wir fiir ¢ € M(X) und A € I(J) das Integral

[ paydei= [ otapate) i = [ ¢ @ra do

erklédren, falls wenigstens eines der Integrale auf der echten Seite endlich ist.

Ein System R C P(X) von Teilmengen der Menge X heifit Ring, wenn die Axiome

(R1) D eR,
(R2) ABeR=AUB,A\B€eR

erfiillt sind. Der Ring R wird Algebra genannt, wenn zuséitzlich X € R gilt. Ein Ring (eine
Algebra) R heiit o-Ring (o-Algebra), wenn

(R3) A, eRVneN=|JA,eR

n=1

zutrifft.
Satz 3.2 Das System I(J) ist eine o-Algebra.
Beweis. Offenbar gilt 0, X € 1(J).

23
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e AcI(J),p€X = pxx\a=¢ —pxac€ X = X\AcI(J)

o0
A €X(T), 0 € X, A= 1) An,on = OXA XAz - - - XA,

n=1

Satz 1.28
= OXAiNAsn. N4, = Pn € Xy on — X, lon| <ol € X BT poxa e X = A1)

o = GAH:X\AGI(J)

n=1

ABel(J) = A\B=An(X\B)cI(J)

Im Weiteren schreiben wir z.B. fiir {z € X : ¢(x) > ¢(z)} kurz {p > ¢} .
Satz 3.3 Aus ¢, € M(X) folgt {¢ >} € I(T).
Beweis.

e Seien vorerst ¢ > 0 und ¢ > 0 sowie ¢ € X. Dann ist A := {p > ¢} = {p—1 >0} =
{(p—=9)T >0} . Sei w € X mit w > 0. Dann folgt ¢, := wnN (n(g—v¥)") € X (da
(¢ — )T < ¢ und somit (¢ — )T € X nach Lemma 1.26) und ¢, T wxa € X (nach Satz
1.28, weil |¢n| < |w|, auch Satz 1.22 ist anwendbar).

e Sei jetzt auch ¢ € M(X). Dann existiert eine Folge (¢,) C X mit ¢, > 0 und ¢, T ¢ . Es
(e.@)
folgt {¢ >} = | {en > ¢} € 1(T).
n=1

e Sind nun p,%b € M(X) beliebig, so ist auch {¢ > ¥} = {7 >¢vT} U{p~ <~} ein
Integrationsbereich.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Folgerung 3.4 Unter Verwendung der Sitze 3.2 und 3.3 folgt, dass auch die Mengen {p > ¢} =

X\{ >}, {o#¢} ={e>v}U{ > ¢} und {p =9} = X\ {p#Y}) 2u I(T) gehiren,
falls o, € M(X) vorausgesetzt wird.

Beweis. Aus ¢,¢ € M(X), Satz 3.2 und Satz 3.3 folgt {¢ > ¢} = X\ {¢ > ¢} € I(J),
{p #¢} ={p >} U{Y > ¢} € I(J) und somit auch {p =y} =X\ {p #¢} cI(J). O

Eine Menge A C X nennen wir Grenzwert der Folge (A4,),~°; C P(X) (in Zeichen: A =
lim A,), wenn

liminf A, := G ﬁ A = limsup A4, := ﬁ G A=A

n=1k=n n=1k=n

gilt. Man beachte, dass aus (A4y),~; C I(J) und A = lim A,, folgt A € I(J) (vgl. Satz 3.2). Der
folgende Satz zeigt, dass das Integral stetig beziiglich des Integrationsbereiches ist.

Satz 3.5 Aus (4,),=; CI(J), limA, = A und ¢ € X folgt

/Aw(x) da :nm/An o) dz.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass x4, — xa gilt:

r€A = dngeN:x e ﬂ Ay, = z€ A, Vk>ng = xa,(z) =1=xa(z) Yk >ng

k=ng

r¢€A = dngpeN:z ¢ U Ay = 2@ A VE>ng = xa,(x) =0=xa(z) Yk >ng

k=ng

Damit gilt x4, — ©xa und |pxa, | < |p| fiir ¢ € X' . Satz 1.28 liefert lim J (oxa,,) = J (©xa)
und somit die Behauptung. O

Satz 3.6 (o-Additivitit des Integrals) Es seien A, € I(J), An N A =0 firn #k, A=
U Ay, und p € M(X) integrierbar. Dann gilt

n=1

Aw(m)dm-ian(x)dx.

Beweis. Sei vorerst ¢ > 0, d.h., ¢ € X?. Aus der Eigenschaft (V2) und der Stetigkeit von
unten (Satz 1.12) des verallgemeinerten Integrals folgt

()xa(x)dx =lim (2) L (2) dr = lim (z)dx = (x)dx .
/so XA /90 ;XA kZ:l/Ak@ ;/Aks@

Sei nun ¢ € M(X) integrierbar. Ist J(¢*) < oo, so sind alle Integrale / ©F () dz und auch
Ap

/ ¢F () dz endlich, und aus dem bereits Bewiesenen folgt, dass / o(z) dz gleich
A A

/Acpﬂw)dx—/Ago(x)dx—i[qn¢+(x)dx—i[4n¢(:c)dx—nio:l/Ango(x)da;

ist. Ist eines der Integrale (o) unendlich, so kann man analog verfahren. |

Definition 3.7 Fine Menge A C X heifst (X-)messbar, wenn x4 € M(X) gilt. Die Menge
aller messbaren Mengen A C X bezeichnen wir mit M(J). Unter dem (J-)Maf} einer Menge
A e M(J) verstehen wir die Zahl

p(A)i= [ xato)do.

Die Eigenschaft (E) aus Abschnitt 1.5 besagt, dass N (J) C M(J) gilt.

Satz 3.8 M(7) ist ein o-Ring.

Beweis. Aus A, B € M(J) folgt x4\ = X4 —XanB = Xa— (xaNxB) € M(X).Ist A= U A,
n=1

mit A, € M(J), so folgt x4 =sup xa, € M(X). O
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Lemma 3.9 Es gilt M(J) C I(J) .
Beweis. Ist A€ M(J), d.h., xa € M(X), so folgt aus Satz 3.3 A= {xa >0} € I(J). O

Satz 3.10 (o-Additivitiat des Mafles p) Sind A, € M(J) paarweise durchschnittsfremde

Mengen, so gilt
H (U An) = ZN(An)
n=1 n=1

Beweis. Wegen M(J) C I(J) kénnen wir Satz 3.6 anwenden,

il“(An) = il/XAn(x) dr = il/An xa() do = /AXA@C) dr = /XA(UC) dr = p(A).

3.2 Konvergenz dem Mafle nach

Satz 3.11 (Tschebyscheff’sche Ungleichung) Fs seien A € M(J), ¢ € M(X), p >0 und
€>0. Dann gilt

u({¢>€}ﬂA)<i/4¢(x)dw-

Beweis. Nach Lemma 3.1 und Folgerung 3.4 ist
A ={p>etnNA={pxa>exatNAeM()

und somit

140 = - [ exgeeal@iata) o < - [ e@ra@de = [ pla)ds.

9

Bemerkungen

1. Sind ¢, € M(X) und A € M(J), so folgt

{ezvinA {e>vinA {p#¢inA {e=9}nAeM(T),

denn nach Folgerung 3.4 gilt {¢ > ¢} € I(J), so dass nach Lemma 3.1 X{o,>41na =

XA * X{p>y} € M(X) folgt. Diese Uberlegung wurde bereits im Beweis von Satz 3.11
verwendet und wird auch in den folgenden Betrachtungen genutzt.

2. Im Fall X € M(J) ist die Bedingung (E) erfiillt, denn x4 = w4 N xx . AuBerdem gilt
M(J) = I(J), denn aus A € I(J) folgt mit Lemma 3.1 x4 = xx - x4 € M(X). Man
beachte zusétzlich Lemma 3.9.

3. Im Fall X € M(J) ist also jede Menge {¢ > a} messbar, falls ¢ € M(X) und a € R. In
diesem Fall gilt fiir eine Funktion ¢ : X — R® sogar Folgendes:

peMX) < {p>a}eM(TJ)VaeR
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Beweis. Wir haben nur noch die Hinlénglichkeit der Bedingung zu zeigen. Seien also fiir
eine Funktion ¢ : X — R¢ alle Mengen {¢ > a} , a € R messbar. Wir setzen vorerst
voraus, dass ¢ > 0 gilt, und definieren die Funktionen

QOk_l
@m:mXAm—’—ZQTXAkmv m€N7
k=1

wobei die Mengen
k—1 k E—1 k
App =4 —— < — 5= —_ — 5, =1...,m2™,

Ap o= {p >m}

und

fiir festes m € Ny paarweise disjunkt und nach Voraussetzung messbar sind. Damit gilt
©m € M(X). Wir zeigen ¢, — ¢ (m — 00), so dass wegen (M3) auch ¢ € M(X) gilt.

Ist p(z) = 0 oder p(z) = 00, so gilt pm,(x) =0 bzw. @, (x) = m fir alle m € Ny, also
©m(z) — ¢(z) in beiden Féllen.

Sei nun = € {0 < ¢ < m} fir m > myg, also x € Ay, fiir ein k € {1,...,m2™} . Es
folgt
k—1 k 1 1
SOm(JU):W<<P($)§2*m:¢m($)+2fm<<ﬁ($)+2fma

was o () — ¢(z) impliziert.

Verzichten wir jetzt auf die Voraussetzung ¢ > 0, so kénnen wir aus der Voraussetzung
{¢ >a} € M(TJ) Va € R schlieBen, dass

{p>a} : a>0

{¢+>a}={ }EM(J) VaeR

X :a<0
und
pay 1
X > —aq— — : >0
{7 >a} = \TDI{SO ¢ n} “= e M(J) VacR.
X ca<0

Nach den vorhergehenden Uberlegungen gilt ¢* € M(X) und damit ¢ = ¢t — ¢~ €
M(X). O

Definition 3.12 Es sei X € M(J). Eine Folge (py), =, C M(X) nennen wir konvergent

n=1

dem Mafle nach gegen ¢ € M(X), wenn ¢, — ¢ fiir alle hinreichend grofSen n erklirt ist und
lim 1 ({{pn — ¢l > e}) =0 Ve>0

gilt.

Folgerung 3.13 Es gelte X € M(J). Aus ¢, € L' und |¢n|;, — 0 folgt dann unter Ver-
wendung der Tschebyscheff’schen Ungleichung die Konvergenz von @, gegen Null dem Mafse
nach.

Beweis. Es ist u({|en| > ¢€}) < %f lon(x)| de = % lenlly — 0. O
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Satz 3.14 (Egorov) Es seien X € M(J), u(X) < o0, ¢n € M(X), |on| < oo fii. und
©n — 0 f.ii. Dann existiert fir jedes € > 0 ein Xo € M(J) mit

w(Xo) <e wund sup |pn(x)] — 0.
z€X\Xp

Beweis. Es sei {¢, /~— 0} U U {lon| =00} € A € N(J). Wir definieren

n=1
> 1 > 1
App = reX\A:|pe(x)>—-r=(X\A4)N lpel > —¢, k,neN.
k KL:JN{ o k} eL:Jn{W k}

Es folgt Ag, € M(J) und m Apn =0 VEk € N. Auflerdem gilt Ay 41 C Agyp , woraus xa,, +

n=1
0 (n — o0) Yk € N folgt. Da /XAkn(a;) dr = p(Agn) < p(X) < oo gilt, folgt aus Satz 1.22

p(Agn) — 0 (n — o00) Vk € N. Somit gibt es zu jedem k € N ein ny € N mit p(Agp,) < 55 -

Wir setzen Xp := AU U Aj pn,, und erhalten ;(Xo) < Z 2% = ¢. Seien nun § > 0 beliebig und
k=1 k=1
1 < 6. Dann folgt |pe(z)| < 1 <6VL>ny,VneN, Vo e X\ Xp. O

3.3 Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie, dass ein Ring beziiglich des Durchschnitts endlich vieler Mengen und ein o-Ring
beziiglich des Durchschnitts abzéhlbar vieler Mengen abgeschlossen sind.

2. Es seien X eine unendliche Menge und Rg die Familie aller endlichen Teilmengen von X .
Man beschreibe den kleinsten o-Ring R, der Rg umfasst.

3. Es sei {Ry : k € [} eine Familie von o-Ringen Ry, C P(X). Man zeige:

(a) ()R ist ein o-Ring.
kel
(b) Rg, URyk, ist i.Allg. kein Ring.

o0
(c) Sind I=Nund R, C Rp41, n € N, so ist U Ry ein Ring, aber i.Allg. kein o-Ring.
k=1

4. Es seien A, , B, , Teilmengen einer Menge X . Man beweise:

(a) Es gilt liminf A,, C limsup A4, .
(b) Gilt 4, C Ap41, Bnt1 C By, n € N, so existieren A = lim A,, bzw. B = lim B,, und
o

(o)
sind gleich U A, bzw. ﬂ B, .
n=1 n=1
(Z) Unter den Voraussetzungen von (b) seien Cy,—1 := A, und Cy, := B, , n € N. Man
zeige, dass dann liminf C;, = AN B gilt und dass der Grenzwert lim C,, genau dann
existiert, wenn A = B ist.
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5. Wir gehen von den Beispielen 1.4 und 1.7 mit dem Vektorverband X)) = Cy(R) und dem
Riemann-Integral 7™ : X)) — R aus und erweitern dieses Integral zu dem vollstéindigen
Lebesgue-Integral J]El) : L(R) — R, wobei L(R) := L (J1) (vgl. Abschnitt 1.4). Fiir
¢ € L(R) schreiben wir

/go(x)dx statt j(l)( ).
R

Diese Schreibweise verwenden wir auch fiir integrierbare Funktionen ¢ € M(L(R)). Im
Weiteren betrachten wir also den Integrationsraum (R, L(R), fR) . Beweisen Sie:

(a) Jedes Intervall der reellen Achse ist messbar, und das Maf eines Intervalls ist gleich
dessen Linge, z.B. p([a,b)) =b—a, —co <a<b< oco.

(b) Fiir —oco < a < b < 0o und jede stetige Funktion f : [a,b] — R gilt

/f dw—/f o () de

wobei (R) fab das Riemann-Integral bezeichnet.

(c) Wir betrachten den Integrationsraum ([0, 1], fo ) als Einschréinkung des In-
tegrationsraumes (R, L(R), [;) auf das Intervall [O 1] Man zeige, dass die Funktionen
fn € L([0,1]) genau dann dem Mafle nach gegen g € L([0, 1]) konvergieren, wenn

o () — g()
e Jo T+ [ful@) - 9@

dr =0

gilt.
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Kapitel 4

Das Lebesgue-Integral im R"

4.1 Erster Zugang

Wie in Ubungsaufgabe 5, Abschnitt 3.3 gehen wir auch hier von den Beispielen 1.4 und 1.7
mit dem Vektorverband X" = Cy(R) und dem Riemann-Integral 7 : X — R aus und

erweitern dieses Integral zu dem vollstdndigen Lebesgue-Integral jL(l) : L(R) — R, wobei
L(R) := L (J1) (vgl. Abschnitt 1.4). Fiir ¢ € L(R) schreiben wir

/cp(x)dx statt j]gl)(go).
R

Diese Schreibweise verwenden wir auch fiir integrierbare Funktionen ¢ € M(L(R)). Damit ist
uns der Integrationsraum (R, L(R), [5) gegeben.

Mit Cy(R™) bezeichnen wir die Menge der stetigen Funktionen f : R” — R mit kompak-

n
sei mit |z| = Z |€x|? seine Euklidische Norm
k=1

tem Tréger. Fiir einen Vektor z = | & ],;;1

bezeichnet.

Satz 4.1 Sind f € Co(R"*) und
g:R" — R, z+— / f(t,x)dt,
R
so folgt g € Co(R"™).

Beweis. Es existieren reelle Zahlen K > 0 und R > 0, so dass |f(y)| < K Vy € R**!
und f(y) = 0 Vy € R*" : |y| > R. Es folgt f.(t) :== f(t,2) = 0Vz € R : [t/ > R und

R
VYV € R™. Damit ist /f(t, x)dt = (R)/ fz(t) dt wohldefiniert fiir alle x € R™. Seien nun
R -R

xp € R" und |z — x| — 0 (k — o0) sowie ¢i(t) := f(t,xx). Dann gilt ¢ — f; und
lok| < Kx[—pr,r) € L(R). Satz 1.28 liefert

g(zk) = / or(t) dt — / fo(t)dt = g(x) .
R R
Also ist g stetig mit kompaktem Trager. O

31
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Die Aussage des Satzes 4.1 kénnen wir iterieren und erhalten, dass fiir f € Co(R") das
Funktional

T () :—A...Af<sl,...,§n>d§1...dfn (4.1)

wohldefiniert ist. Das Funktional 7™ : Co(R™) — R erweist sich als Integral.

Definition 4.2 Das von J™ : Co(R™) — R erzeugte vollstindige L-Integral nennen wir Le-
besgue’sches Integral iber R™ (vgl. Abschnitt 1.4). Den zugehirigen Vektorverband bezeichnen
wir mit L(R™) und das Integral mit [o, . Fir ¢ € L(R"™) schreiben wir

| o= [ wlen . gd ).

Diese Schreibweise verwenden wir auch fir integrierbare Funktionen ¢ € M(L(R™)).
Damit ist uns also der Integrationsraum (]R", L(R™), fRn) gegeben.

Satz 4.3 Seien p € L(R™), v € L(R™) und p(z,y) = ¢(x)¢(y). Dann gilt p € L(R"*™) und
[ sewdey = [ o [ s
Rntm n Rm

Beweis. O. E. d. A. kénnen wir annehmen, dass ¢ > 0 und ¢ > 0 gilt. Nach Lemma 1.20
existieren ®, F' € Cyp(R™)§ und ¥, G € Co(R™)§ mit ¢, F,¥,G > 0und o+ =F,v+¥ =G.
Dann existieren g, fi € Co(R"™) und ¢, g € Co(R™), so dass ¢, gk, Yk, fr > 0 und @i T @,
e T F, YT, g TG (vgl. Aufgabe 4,(b), Abschnitt 1.6). Nun ist

P+ PG+ UF = + D)+ V) + U(p+ @) = (p+ @) (v + V) + U = FG + dV.

Da z.B. ¢ T @V und nach Definition 4.2
Lo @) = [ ouaas [ o)y = T @70 @) < oo
gilt, folgt FG + ¥, G + UF € Co(R""™)J und z.B.
Somit ist ¢¢p € L(R™*™) und
[ e@idiag) = JOEG +0w) - TG + UF)
Rnt+m

= [j(n)*(p) _j(n)*(q))] [j(m)*(g) _j(m)*(\p)]
= [ e [ vty

|

Fiir die bzgl. [, messbaren Mengen verwenden wir statt M ( [p,) die Bezeichnung M(R™).

Folgerung 4.4 Mit A € M(R") und B € M(R™) folgt A x B € M(R"™).
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Beweis. Es existieren ¢ € L(R™) und ¢ € L(R™) mit ¢ — x4 und ¢y — xp . Aus Satz
4.3 folgt mit pg(z,y) = vr(2)Yr(y), dass pr € LR™™) und pr — xaxp € M(R"™™) wegen
xa(@)xs(y) = xaxB(z,y). O

Diese Folgerung zeigt zusammen mit Ubungsaufgabe 5, Abschnitt 3.3, dass z.B. jedes Par-
allelepiped [a1,b1] X ... X [an, by] wie auch (a1,b1) X ... X (an, b,) messbar und sein Maf gleich
(bl — al) Lt (bn — an) ist.

Folgerung 4.5 Es gilt R € M(R"™), so dass nach den Bemerkungen im Abschnitt 3.2 der
Integrationsraum (R"™, L(R™), [p.) die Eigenschaft (E) besitzt. Auferdem ist M(R") = I(R") :=
I([gn), und eine Funktion ¢ : R" — R€ ist genau dann messbar, wenn jede Menge {¢ > a},
a € R messbar ist.

Da jede offene Menge als Vereinigung héchstens abzéhlbar vieler Wiirfel darstellbar ist, folgt aus
Satz 3.2 die Messbarkeit jeder offenen und auch jeder abgeschlossenen Teilmenge des R™. Der
folgende Satz 4.8 charakterisiert die Messbarkeit einer Menge mittels offener und abgeschlossener
Mengen. Zur Vorbereitung seines Beweises dienen das folgende Lemma und seine Folgerung.

Lemma 4.6 Es sei (X, X,J) ein Integrationsraum. Das Integral J : X — R ist genau dann
vollstindig, wenn aus ¢ : X — R, |¢| <9 und [(z)dz =0 folgt p € X .

Beweis. (=): Wir haben ny 1+ ¥ € A, da J*(ny) = nJ* () =0 Vn € N. Aulerdem gilt
{ 0 = P@)=0 = ¢@)=0="v@), }
U(x) =
o = Y@ >0 = @) £ (),

woraus ¢ € M 7 und somit, wegen der Vollsténdigkeit von J , auch ¢ € X folgt.

(«<): Esseien f: X — R und F € X§ mit {f # F} = {F = oo} =: A. Wir haben zu zeigen,
dass f € X gilt. Dazu setzen wir G := lim%F, so dass A = {G # 0} € I(J) folgt (Folgerung
3.4). Somit ist

—oo</F(:n)d:n:/X\AF(x)d$+/AF(1:)dx: X\Af(x)dx+/4G(x)dx<m.

Also sind die Integrale / f(z)dx = /f(w)XX\A(:r) dx und / G(z)dr = /G(x) dz endlich.
x\A A
Aus Lemma 1.26 folgt fxx\4 € & . Wir zeigen noch, dass auch fys4 € X gilt. Es existieren

gn € X mit g, > 0und g, T G. Aus G(x) = 2G(z) und der Endlichkeit von /G(l’) dzx folgt
[ G(z)dx = 0 und somit auch [ g,(z)dz = 0 Vn € N. Nach Voraussetzung haben wir somit

fExaNgn € X . Wegen 0 < fExa < G gilt fXxaNGp T fFxa und somit /fi(v’ﬂ)XA(ﬂﬂ) dz =0,
woraus wieder mit Lemma 1.26 f¥y4 € X folgt. O

Folgerung 4.7 Ist (X, X,J) ein Integrationsraum mit vollstindigem Integral, so folgt aus B C
AeN(T) stets Be N(T).

Beweis. Aus xp < wa und /wA(x) dx = 0 folgt mit Lemma 4.6 yp € X und /XB(ac) dr=0.

Das liefert schlieflich wp = limnyp € M(X) und /wB(x) drx =0. O
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Satz 4.8 Eine Menge A C R™ gehirt genau dann zu M(R™), wenn fir jedes € > 0 eine offene
Menge A, C R™ und eine abgeschlossene Menge A, C R™ existieren, so dass A. C A C A, und
w(As \ Ac) < € gilt.

Beweis. (=): Sei A € M(R"), d.h. x4 € M(L(R")). Damit existieren ¢; € L(R™) mit @5 >0
und @ T x4 . Nach Lemma 1.21 existieren F, G € Co(R™)? mit

G>0, G(a:)d:c<i, xAa+G=F.
Rn

1 > 1
Ferner gibt es fr € Co(R™), so dass fx T F. Die Menge A, := {F > 2} = U {fk > 2}
k=1
ist wegen der Stetigkeit der fy offen. Aus =z € A, \ A folgt F(z) > % und xa(z) = 0, also
G(z) = F(z) > % und somit 4,4 < 2G . Es folgt

AN A) <2 [ Gz)de < %
R7L

Analog ergibt sich fiir die Menge B := R™ \ A die Existenz einer offenen Menge B, D B mit
w(Bo \ B) < 5. Wir setzen A, := R" \ B, . Damit sind

A.CR"\B=A und A \A=A\(R"\B,)=ANB,=B,\(R"\ A)=DB,\ B,
also M(Ao \ Ac) = N(Ao \ A) + :U’(A \ Ac) <Ee.
(«<): Nach Voraussetzung existieren fiir jedes k € N abgeschlossene Mengen A, j und offene

Mengen A, mit Acp, C A C Apy und p(Aog \ Ack) < % Wir setzen A. := U Acj und
k=1
Ao = () Aog - Es folgt A, C A C A, mit Ac, A, € M(R") und wegen A g \ Aci D Ao\ A
k=1

Vk € Nauch u(A,\Ac) = 0. Damit gilt A = A, UB mit B = A\ A. C A,\A; und u(A,\A:) =0.

Nach Folgerung 4.7 ist B € N (J) und somit A = A.U B € M(R"). 0
Der folgende Satz zeigt, dass in der vorliegenden Situation die Voraussetzung (p) aus Kapitel

2 erfiillt ist.

Satz 4.9 Aus ¢,v € M(L(R")) und 1 < p < oo folgt p1p € M(L(R™)) und |p|P € M(L(R™)).

Beweis. Seia > 0. Es folgt {|p|P > a} = {\gp] > a%} € M(R"). Im Fall a < 0 ist {|p|P > a} =
R™ € M(R"™). Sind nun ¢,9 € M(L(R™)), so existieren ¢, ¢, € L(R™) mit ¢ — ¢ und
Y — . Es folgt (nach dem bereits Bewiesenen fiir p = 2)

ot = 5 [(on + 00 — 6 — ¥2] € MLRY)).

Fiir A := {¢ = 0} U {¢x = 0} erhalten wir prthpxx\a € M(L(R")) und grthpxx\a — 99 €
M(L(R™). .

4.2 Zweiter Zugang

Ausgehend von den Ergebnissen des vorhergehenden Abschnittes beschreiben wir hier einen
anderen Zugang zur Maf}- und Integrationstheorie iiber dem R™ im Lebesgue’schen Sinne:
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(a) Fiir ein n-dimensionales “Intervall” I = I' x ... x I", wobei I/ ein beliebiges Intervall
(offen, abgeschlossen oder halboffen) der reellen Achse R ist, setzen wir

p(l) = (br —a1) -+ (bp — an).

(b) Ist A C R™ eine offene Menge, so lésst sich diese als Vereinigung hochstens abzihlbar vieler
o0
paarweise disjunkter Intervalle A = U Ij; darstellen. Wir definieren p(A) := Z p(ly) .
k=1
Dabei ist 1(A) unabhingig von der gewéhlten Darstellung.

(¢) Wir nennen eine Menge A C R™ messbar, wenn fiir jedes € > 0 eine offene Menge Ay C R™
und eine abgeschlossene Menge A. C R existieren, so dass A, C A C A, und u(A,\ 4;) <
e gilt, und setzen p(A) = inf {u(A,) : A C A, C R", A,-offen} .

(d) Eine Funktion ¢ : R™ — R® nennen wir messbar, wenn die Menge {¢ > a} fiir jedes
a € R messbar ist.

(e) Wir verwenden die Bezeichnungen aus dem Beweis der letzten Bemerkung im Abschnitt
3.2

1
meN, Akmz{ka <g0_2k},k:1,...,m2m, Ay ={p >m}.

Ist ¢ : R™ — R® messbar, wobei ¢ > 0, so definieren wir

/n@(x)dx::qggnoo[ +ZiﬂAkm

(f) Sind ¢ : R® — R® messbar und eines der Integrale / ©T(z)dx oder / ¢ (z)dx

n n

/n p(z)da = / T (x) dr — / o () dx .

4.3 Iterierte Integrale

endlich, so setzen wir

Ist A C R eine nicht Lebesgue-messbare Menge, so ist nach Folgerung 4.7 B = A x {0} C R?
eine Menge vom (R?)-Lebesgue-Maf8 Null. Man kann aber nicht einfach

u(B) = [ xoten ) = [ xa@xo) das) = [ xo0) [ xat@ dedy

schreiben, weil das Integral / XA(x) dx nicht erkldrt ist. Wir formulieren dazu den Satz 4.10

und machen folgende Annahmen:

1. Es seien (X1, X1, 1) und (Xa, Ao, J2) zwei Integrationsrdume mit vollstdndigem Integral.

2. Es existiere ein Vektorverband X von Funktionen ¢ : X; x X9 —> R, fiir die

J(p) == /X2 </X1 90(901,$2)d$1> dry € R
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existiert, WObel/ Y(xx) doy, == Jr(1), d.h. insbesondere, dass/ o(r1,.)dry € Xy
X,

YV e X gilt. Dann 1st J : X — R ein Integral, welches zu einem vollstandlgen L-Integral
Jr, auf dem Vektorverband L(J) fortgesetzt werden kann. Also ist (X1 x Xo, L(J), JL)
ein Integrationsraum mit vollstéindigem Integral, welches wir auch in der Form

/90(9017372)d(901,962)

schreiben.

Satz 4.10 Sei p € M(L(J)), und es existiere /gp(:cl,:cg) d(z1,x2). Dann gilt:

(a) Fiir Ja-fast alle xo € Xq existiert p*(xg) := / o(x1, x2) dxy .

X1

(b) Man kann ¢* zu einer Ja-messbaren Funktion ¢* : Xo —> R® fortsetzen. Wir haben also
p* e M(Xy).

(c) FEs st
/go(:cl,:@) d(zy,x9) = / / o(z1, z2) dxy drg = / ©*(x2) dzo
X2 /X1 X2

unabhdngig von der in (b) gewdhlten Fortsetzung.

Beweis. Es sei vorerst ¢ € L(J). Dann existieren gp, f, € X, so dass f, 1 F € AJ und
gn T G € & sowie ¢ + G = F'. Es folgt

JL(p) = /90(9317932) d(x1,22) = T (F) = T(G) = lim/ [fn(z1,22) — gn(21, 22)] dy do .
Xs J X1
Wir setzen

fo(xe) = fo(z1,22)dz1 und g (z2) := fru(xy,29) day .
X4 X1

Dann sind (f;¥) und (g;;) isotone Folgen aus X5, und es gilt
lim fo(xe)dres = J*(F) und lim gr(x2)dzxe = T*(G),
X2 X2

also fr 1+ F* € (X2)§ und g T G* € (X2)§. Aus Lemma 1.31 und Folgerung 4.7 ergibt sich
A:={F* = 0} U{G* = o0} € N(J2). Wir verwenden die Bezeichnungen ¢*2(x1) = p(z1,z2),
T2(x1) = fn(z1,22), usw. Fiir 29 € Xo \ A gilt

Jr(F*?) =lim | fp?(21)dry =lm | fo(21,22) doy = lim £ (22) = F™ (22)
Xl Xl

und analog J;*(G*?) = G*(x2) . Das bedeutet F*2, G*> € (X1)§ und ¢™24+G*2 = F*2  also ™ €
X fur alle 9 € X9\ A, weil ja nach Voraussetzung (X1, X7, J1) bereits ein Integrationsraum
mit vollstdndigem Integral ist. Ferner ist

o (2) = /X (1, 22) diy = /X o (1) dy = T (F™) — J7(G) = F*(13) — G*(x2),
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d.h., p*(x2) + G*(x2) = F*(v2) Voo € X\ A. Wir definieren ¢* : X9 — R, indem wir
©*(z2) € R fiir x € A beliebig wihlen, und setzen G} = G* + wa, F} = F* + wy . Es folgt
©* 4+ G = Ff, also ¢* € Ay, weil nach Voraussetzung auch J» ein vollstéindiges Integral ist.
Auflerdem ist

Jo o pdnes = [ g e = 5507 - @) =l () - Sl
X2 /X1 X
= TP -T'G) = [ el dlar,a).

Es sei nun ¢ € M(L(J)), ¢ > 0. Dann existieren ¢, € L(J) mit ¢, > 0 und ¢, 1 ¢. Nach
dem bereits Bewiesenen existiert fiir jedes n € N eine Menge A,, € N (J2), so dass

/ on(x1,x0) dxy = F) (x2) — G (22) Vs € Ay
X4

o<

gilt, wobei F);, G} € (X2)§ . Wir setzen A := U A, € N(J2) und definieren F,, = F¥ + w4 und
n=1

G = G} + wy sowie

/¢n($1,$2)dl’1 D a9 € Xg\ A,

a€eR : r9 € A.

pn(2) =

Es folgt ¢f + G, = F,, also ¢} € Xy, sowie ¢} T ¢* € M(Xs). Damit ist

/cp(xl,xg)d(ml,xg) = lim/apn(arl,:rg) d(x1,x9) = lim or (z2) dzo
X

= / <P*(902)dl‘2=/ / o(r1, 22) day dasy .
X2 X2 X1

Im Fall p = ¢ — ¢~ € M(X) wenden wir das Bewiesene auf ¢ und ¢~ an. Wir haben also

/sOi(xl,M)d(ml,m):/ / @i(xlvxZ)dmldeZ/ o (22) doy
X2 X1 X2

und miissen beachten, dass z.B. aus der Endlichkeit von / ot (x1,20) d(x1, 2) folgt, dass ¢
Jo-f.1i. endlich ist. O

4.4 Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie, dass das in Abschnitt 4.3, Punkt 2 mit J bezeichnete Funktional ein Integral
auf X ist.

2. Zeigen Sie, dass Co(R™) ein Vektorverband ist und durch (4.1) ein Integral definiert wird.

3. Zeigen Sie, dass jede offene Teilmenge des R? als Vereinigung hochstens abzihlbar vieler
abgeschlossener Quadrate darstellbar ist.



38

KAPITEL 4. DAS LEBESGUE-INTEGRAL IM RN



Kapitel 5

Maf3iraume

5.1 Mafle und Pramafle

Definition 5.1 FEs seien X eine beliebige nichtleere Menge und R C P(X) ein o-Ring. Eine
nichtnegative o-additive Mengenfunktion p : R — R® mit u(0) = 0 heifst Ma3 und (X, R, )
wird Mafiraum genannt. Den o-Ring R nennt man dann das System der p-messbaren
Mengen. Man sagt, dass der Mafraum (X, R, 1) ein messbarer Raum ist, wenn X € R gilt.

Im Kapitel 3 haben wir gesehen, dass man mittels eines Integrationsraumes (X, X', J) einen

Mafiraum (X, M(J), ) erzeugen kann. Im Weiteren lernen wir die Moglichkeit kennen, aus

einem sogenannten Pramaf ein Maf} zu konstruieren.

Definition 5.2 Fine nichtnegative Mengenfunktion p @ Rg —> R® auf einem Ring Ry heifit
oo

Pramaf3, wenn pu(0) = 0 gilt und wenn aus A, A, € Ry, AnNAg =0 firn #k und A = U A,

n=1
[e'S)

die Gleichung u(A) = Z w(Ay) folgt (bedingte o-Additivitdt).

n=1
Ist p: Rop — R® ein PréamaB, so definieren wir fiir alle A C X mittels

inf {ZN(AH) A, eRo, A | An}7
n=1

n=1

i (A) =
00, falls keine solche Uberdeckung von A existiert,

das sogenannte duflere Maf3. Eigenschaften des dufleren Mafles sind

(A1) p*(@) =0,
(A2) BC ACX = p*(B) < u*(4),

(A3) A | An, Ay C X = p7(4) < 3 it (4n),
n=1

n=1

(Ad) 1*(A) = u(A) YA € Ry.

Lemma 5.3 Fiir alle A € Ry gilt
pwr(M)=p (MNA) +p"(M\A) VM CX.

39
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Beweis. Aus M = (M NA)U(M\ A) und (A2) folgt p*(M) < p* (M NA)+ pu*(M\ A).
Ist p*(M) = oo, so folgt die Behauptung. Seien nun p*(M) < oo und € > 0 beliebig. Dann
existieren A,, € Ry mit

M C U A, und Z,u(An) <pr(M)+e.
n=1

n=1

Wir setzen B, := A,NAund D, := A, \ A. Es folgt B,,, D, € Ry, A, = B,UD,,, B,ND,, =0
und

MNAC GAnﬂA: GB” sowie M\ A= GAn\A: DD”'

n=1 n=1 n=1 n=1

Somit ist

prM)+e > > p(A) = w(Bu)+> (D) = > @ (Bp)+ > @ (Dn)
n=1

= n=1 n=1 n=1 n=1

Y (G Bn) + 4 ([j Dn> 2 p(MOA)+p (M A),

n=1 n=1

womit das Lemma bewiesen ist. O
Definition 5.4 Fine Menge A C X heifit p*-messbar (nach Caratheodory), wenn
W (M)=p (MNA)+p"(M\A) YMcCX
gilt.
Das System aller p*-messbaren Mengen A C X bezeichnen wir mit R .

Lemma 5.5 Aus A C X und p*(A) =0 folgt A € R§.

(42)
Beweis. Aus MNA C Afolgt 0 < p*(MNA) < p*(A) =0,also p*(MNA)=0.Das impliziert

(M) < (M 0 A) 4 (M A) < 0+ " (M) = " (M),
und das Lemma ist bewiesen. O

Satz 5.6 Die Mengenfunktion p: Ry — R, A p*(A) ist ein Mafs.

Definition 5.7 Sind (X, R,pn) ein messbarer Raum und f : X — R® eine numerische Funk-
tion, so heifit diese Funktion p-messbar, wenn {f > a} € R fir alle a € R gilt. Das System
aller p-messbaren Funktionen f : X — R® bezeichnen wir mit M(p) .

Die Bedingung {f > a} € R Va € R in Definition 5.7 ist dquivalent zu {f > a} € RVa € R, zu
{f<a} € RVaecRund auch zu {f <a} € R Va € R (vgl. Bemerkungen im Abschnitt 3.2).

Satz 5.8 Fliir einen messbaren Raum (X, R, u) gilt:

(a) Aus f € M(u) folgt |f] € M(p).
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(b) Aus (o), C M(p) folgt sup fo, inf f, limsup fy, iminf f, € M(p).

(c) Sind F : R? — R stetig und f,g € M(u) mit f(z),g(x) € R fir alle x € X, so folgt
h e M(u), wobei h(z) == F(f(2), 9()).

Beweis. (a) {|f| <a} ={f <a}n{f>—a}.
(b) {sup fn > a} = | J {fu > a} . {inf fo > a} = [ {fn = a} oder {inf f, < a} = | J {fn <a} ,

n=1 n=1 n=1
limsup f,, > al = su >a,p , {liminf f, <a} = inf fr <a
{limsup f, > a} Ql {k;i! fi } {liminf f, < a} nol {kz” fi }

(c) Wegen der Stetigkeit der Funktion F ist die Menge G, := {(u,v) € R? : F/u,v) > a} offen.
Also gilt

Go = U (an,bn) x (cn,dn)
n=1
mit gewissen Intervallen (a,,b,) und (¢, d,) und somit

{h>at ={zeX:(f(x) g(x)) € Ga}

U {z € X2 (£(2), 9(29) € (an,bn) X (cn,dn)}

n=1

= J (an < f<bu}nfen <g<dn}) .

n=1
Od

Aus den Aussagen (a) und (c) des Satzes 5.8 ergibt sich, dass X := {f € M(u) : f(X) C R} ein
Vektorverband ist.

Definition 5.9 Fine Funktion f : X — R heif$t einfache Funktion oder Treppenfunktion,
wenn f(X) endlich ist. Die Menge aller messbaren einfachen Funktionen f : X — R bezeichnen
wir mit Me(p) .

Offenbar lisst sich jede Funktion f € M (u) auf eindeutige Weise in der Form
f@) =" wxe, (@)
k=1

schreiben, wobei m = m(f) € N, 7, € R, v, # 5 fiir j # k und Ej, € R mit E, N E; = 0 fiir

m
j # k und U E, = X. Diese Darstellung einer py-messbaren und einfachen Funktion werden

k=1
wir im Weiteren immer wieder benutzen.

m
Definition 5.10 Fiir f = Z%XE'C € Mc(pn), f >0 und E € R definieren wir
k=1

/ fdu:= Z'yk,u(EﬂEk) VEER.
E k=1
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Sind f € M(u), f>0und E € R, so definieren wir

/fd,u::sup{/sdu:seMe(u),Ogsgf}.
E E

Sind f € M(u) und eines der beiden Integrale / fE du endlich, so setzen wir
E

/Efdu::/Ef*du—/Efdu.

Unter der Menge Lg(p) der beziiglich p auf E summierbaren Funktionen verstehen wir
et = {7 e st | [ raul <oo}

Figenschaften dieses Integralbegriffes:

(1) figeM(p),0<f<g,E€ER = [pfdu< [pgdu
Dabei geniigt es f(z) < g(z) fiir x € E vorauszusetzen!

(2) AECR,ACE, feMp),f>0 = [,fdu< [y fdp
(I3) feM(u),m< fz) < MVzeEEeR = mu(E) < [, fdu< M u(E)
(4) feMp), f>0, EER :

/fd,u:() <~ p(En{f>0})=0 (vgl. Lemma 1.30)
E

Satz 5.11 Es sei f € M(u) mit f > 0. Fiir A € R definieren wir ®(A) := [, fdu. Dann ist
®: R — R® ein Maf$ (vgl. auch Satz 3.6).

Folgerung 5.12 Fiir f € Lx(u) ist die in Satz 5.11 definierte Mengenfunktion ® : R — R
o-additiv.

5.2 Grenzwertsatze

Satz 5.13 (Beppo Levi) Es seien f, € M(u),0< fi< fo< ..., f= ILm fn und E € R.

Dann qilt
fdp= lim / fndu.
/Ev n—oo E

(I5) Fir f,ge M(p) mit f >0,g>0und a € R, £ € R gilt

/E(f+g)du=/Efdu+/Egdu und /E(af)du:a/Efd,u.

(I6) Aus f,g € Lg(p) mit f,g: X — R und « € R folgt

/E(f+g)du—/Efdu+[Egdu und /E(af)du—a/Efdu.
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(I7) Aus f € Lg(p) folgt p(EN{|f]=o0}) =0.
Lemma 5.14 (Fatou) Sind E € R, f, € M(pn) und fr, >0, n e N, so gilt

/ liminf f, dp < lim inf/ fandu.
E E

Satz 5.15 (Lebesgue) Aus E € R, fn,f € M(u), f = lim f,, und aus der Existenz einer
Funktion g € Lg(u) mit |f,| < g Vn €N folgt fn, f € LE(p) und

lim/Efnd,u:/Efdu.

Beweis. Aus |f,| < g folgt |f| < ¢g und somit nach (I1) f,, f € Lg(p). Nach (I7) ist u(A) =0
fir A= EnN{g =00} . Wir setzen

S [ I weB\A,
fn(x)_{ 0 . xeX\(E\A)v}

und analogjv, g . Fiir diese Funktionen bleiben wegen (I12) die Voraussetzungen giiltig, und wir
haben g + f, > 0. Aus Lemma 5.14 folgt

/Eﬁdu—/Efduz/(ﬁ—f)duSliminf/E@—ﬁz)du=/E§du—limsup/Eﬁ1du

und
/ ﬁd;z—}—/ fd,u = /(§+ f) dp < liminf/ (g+ fn)d,u = / §dp+liminf/ fndu.
E E E E E
Unter Verwendung von Folgerung 5.12 erhalten wird

limsup/ fnduzlimsup/ fnd,ug/ fd,ugliminf/fndu:hminf/ fndu.
E E E E

5.3 Zerlegung o-additiver Mengenfunktionen

Es sei wieder (X, R, u) ein messbarer Raum. Im Weiteren werden wir von einer o-additiven
Mengenfunktion v : R — R U {oo} stets v()) = 0 fordern.

Definition 5.16 Man nennt eine o-additive Mengenfunktion v absolut stetig beziiglich p (in
Zeichen: v < p), wenn aus E € R und u(E) =0 folgt v(E) = 0. Man sagt, dass v auf A € R
konzentriert ist, wenn v(E) = 0 fir alle E € R mit ANE = 0 gilt. Sind vi,v2 : R — RU{o0}
o-additiv, so nennen wir v1 und vy zueinander singuldr (in Zeichen: v1 L vy), wenn Mengen
A1, Ay € R existieren, so dass A1 N Ay = 0 gilt und vy auf Ay sowie vo auf Ay konzentriert sind.

Offenbar ist eine o-additive Mengenfunktion v : R — R genau dann auf A € R konzentriert,
wenn v(E) =v(ANE) fir alle £ € R gilt.

Sind v1 L v und v; auf A; mit A; N Ay = () konzentriert, so folgt 11 (A42) = v(A1 N A) =0
und I/2(A1) = I/(AQ N Al) =0.
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Folgerung 5.17 Fir o-additive Mengenfunktionen v,vi,vs : R — R U {oc} gilt:

vilpu,vmlypy=uvr+rlu

b)) MK, mLuy=rv+rnu

(a)
(b)
() m<KLp,volp=1v L
dv<py,vipy=v=0

oo
Wir nennen p ein oc-endliches Maf3, wenn Mengen A, € R existieren, so dass X = U A,

n=1

und p(A4,) < 0o, n € N gilt.

Lemma 5.18 Ist das Maf$ u : R — R® o-endlich, so existiert eine Funktion w € Lx(u) mit
O<w(x)<l,zeX.

o
Beweis. Es seien A, € R, u(A,) <ocoVn € Nund X = U A, . Wir setzen

n=1
0 e X\ A4,,
wn(x) = 2—n—1
—_— x € Ay,
1+ p(An) "
1
und w( an . Es folgt 0 <w < 22 =1 =35 < 1 und nach Satz 5.13
n=1

I/\
N

n okl
/wdu—hmZ/wk d,u—hmz 1—|—,u

|

Satz 5.19 (Lebesgue-Radon-Nikodym) FEs seien das Mafi n : R — R® o-endlich und
v: R — R og-additiv. Dann existieren eindeutig bestimmte o-additive Mengenfunktionen v, :
R—Rund vs : R — R mit

V=gt vs, VgL pu und vs L.

Es gibt eine p-f.i. eindeutig bestimmte Funktion h € Lx(u), so dass
va(E) —/ hdy YE€ER
E
gilt.

Beweis. Erfiillen neben v, und v auch 7, und v, die Aussage des Satzes, so ergibt sich aus
Folgerung 5.17,(a),(b),(d) v, — 7y = Vs — vs = 0, womit die Eindeutigkeit der Zerlegung gezeigt
ist.

Wir beweisen nun die Existenz der Zerlegung: Es seien vorerst v ein Mafl auf R, w € Lx ()
wie in Lemma 5.18 und ¢ : R — R, A — v(A) + [, wdp. Dann ist ¢ : R — R ein Ma8, und
es gilt

/Afdgo—/Afdqu/Afwdu VfeM), f=0.
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Ist f € L (p) = {f € M(p) : |fI* € Lx(p)} , s0 gilt

‘/fdv < [1s1dv < [11a0< [ [ 152 o /o).

Damit ist das lineare Funktional L% (¢) — R, f + [ fdv beschriinkt. Das Riesz’sche Darstel-
lungstheorem besagt, dass dann ein g € L% () existiert, so dass

[rav=[19d0 v5eri) (5.1

gilt. Fiir f = xg mit F € R erhalten wir damit
0<u(B) = [ gdp < plB). (5:2)
Wir setzen E := {g < 0} U {g > 1} und nehmen an, dass ¢(E) > 0 gilt. Dann existieren ein

zo € R, ein e > 0 und ein o > 0 mit (xg — a,z9 + ) C (—o0, —¢) U (1 + €,00) und ¢(Ep) > 0,
wobei Fy = {xg — a < g < xg + a} . Es folgt

Jr, 9de 1 / ‘ 1
—xo| = g —x0)dp| < /g—xodwga,
o (Bo) o) | ], 0 < gy [ 19 ol
JE, 9dy

was der Tatsache

(Bo) € [0,1] (vgl. (5.2)) widerspricht. Also ist p(F) = 0, und wir kénnen
PLEo

o.E.d.A. annehmen, dass 0 < g(z) < 1 fiir alle z € X gilt. Die Beziehung (5.1) ist fiir alle
f € M(p) mit f > 0 erfiillt, weil solche Funktionen als Grenzwert einer isotonen Folge von
Treppenfunktionen dargestellt werden kénnen. Es folgt

Ja-gsra=[todo [ toav= [ sgav+ [fowdn- [ s9dv= [ fwan 3

fiir alle f € M(p) mit f > 0. Wir setzen A := {0 < g < 1} und B := {g = 1} sowie
vo(E) =v(ANE), vs(E):=v(BNE), EcR.

Wegen ANB =0 und AUB = X ist v = vy + vs. Aus (5.3) folgt fiir f = xp die Beziehung
0= [xpwdp, also u(B) =0, da w(z) > 0 fiir alle z € X. Das bedeutet vs L x1.

Fir E€Rund f= (14+g+g%>+...+g")xg folgt aus (5.3)
/(1—g”“)XEdVZ/(g+92+-.-+g"“)w><Edu-
Da (1 —¢"™) txaund (g +¢*+ ...+ ¢" " Hw + h € M(p), folgt v(ANE) = [ hxgdpy fiir alle
FeR, also
I/A(E):/ hd,u
E

Der allgemeine Fall, dass v : R — R lediglich o-additiv ist, kann mit den restlichen Uberle-
gungen dieses Abschnittes behandelt werden. O

Satz 5.20 Es seien R C P(X) eine o-Algebra und n: R — R® o-additiv mit n(0) = 0. Dann
ist
ntT:R— R, Erssup{n(Ad):AcR, AC E}

ein Maf auf R. Gilt n(A) < oo fiir alle A € R, so gilt dies auch fiir n* .
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Beweis. Esist nT(E) > n(0) =0 fiir alle E € R.

(a)

(b)

()

(d)

Seien E, € R, ExNE; =0 (k# j)und E= | J B, . Fir A€ R, AC Eund A, := ANE,
n=1

gilt AyNA; =0 (k# j) und somit

[e.e]

n(A) => n(4,) <> 0t (E,),
n n=1

=1

also ™ (E) < 0t (En).
n=1

o0
Ist nT(E) = 0o, so folgt aus (a) die Gleichung n*(E) = Zn+ (Ey) .
n=1

Es sei nt(F) < oo und es existiere ein ng € N mit ™ (E,,) = co. Dann gibt es zu jedem
k € Nein Ay € R mit Ay C E,, und n(A4;) > k. Es folgt, da Ay C E, n7(E) = oo im
Widerspruch zur Annahme.

Es sei n™(F) < 0o. Aus (c) folgt nt(E,) < oo fiir alle n € N. Sei € > 0 beliebig. Fiir jedes
o
n € N existiert ein A, C E, mit n(A,) > n"(E,) — 57 . Fiir A := U A, gilt dann A C E

n=1
und (A) = > n(An) = > 1T (E,) —e. Es folgt nt(E) > Y 0T (En).
n=1 n=1 n=1

Sei n(A) < oo fiir alle A € R. Es bleibt zu zeigen, dass n(X) < oo gilt. Unter der
Annahme n*(E) = oo fiir ein £ € R setzen wir RY :={A e R: AC E, n(A) >n} . Wir
nehmen nun zusitzlich an, dass n7(A4) < oo gilt fiir alle A € RE . Aus A; € RE folgt dann
00 = nH(E) = nT (A1) + 0T (E \ A1), also n7(E \ A1) = oo, und somit ist RE " nichs
leer. Sei Ay € REMVY . Es folgt n™((E\ A1) \ As) = 5+ (E \ (A1 U A3)) = 00, usw. usf.
Wir erhalten eine Folge (4,,), =, von Mengen A,, € R mit den Eigenschaften Ay N A; =0

(k # j) und n(Ag) > n, so dass n( U Ak) = oo im Widerspruch zur Annahme 7(A) < oo
k=1

fiir alle A € R folgt. Also existiert zu dem n € N ein E,, € RZ mit nT(E,) = oo, falls

nT(E) = oo gilt.

Es sei nun wieder n(A) < oo fiir alle A € R. Wir nehmen an, dass n7(X) = oo gilt.
Dann gibt es nach (e) ein A; € R, so dass n(A;) > 1 und n*(4;) = oo gilt. Wiederum
nach (e) existiert ein Ay € R, so dass Ay C Ay, n(A2) > 2 und n*(A42) = oo, usw. usf.
Wir erhalten eine Folge (A,), =, von Mengen A,, € R mit den Eigenschaften A, 11 C 4,

n(A,) > n und nt(4,) = co. Wir setzen A = ﬂ A, und folgern n(A) = limn(A,) = o
n=1
im Widerspruch zur Annahme.

|

Im Weiteren sei n : R — R o-additiv. Dann ist auch n~ : R — R, E — 5T (E) — n(E)

ein Maf. Man nennt n* und 1~ die positive bzw. negative Variation und n = n* — 5~ die
Jordan-Zerlegung von . Das Ma$} || : R — R, E — nt(FE)+n~(E) heifit Totalvariation
von 7).
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Satz 5.21 (Zerlegungssatz von Hahn) Es sein: R — R o-additiv. Dann existieren Men-
gen Xt e R mit XTNX" =0, XtUuX™ =X und

nt(E)=nENXT), n7(E)=-nENX") VEER.

Beweis. Aus Satz 5.20 folgt n7(X) < co. Somit existieren Ey € R mit n(Ey) > nt(X) — 2%,

k € N. Wir setzen A, := U Ep und Xt := ﬂ Ay, so dass A, D Apy1 und nt(4,) >
k=n n=1

nt(En) > n(En) > nt(X) — 5 folgt. Damit haben wird
" (XT) =limn* (4,) > 9" (X), dh, " (XT) =97 (X).

Weiterhin gilt

0" (Er) =" (Ex) —n(Ey) <" (X) — (n*(X) _ 21k) _ 2%

und somit

_ = <1
Oﬁn(An)SkZ:n (Ek)sg_:%%o (n —» 00).

Es folgt n~(X*) = limn~ (4,) =0, also nT(X) = nT(X) — = (XT) = n(X*). Fiir £ € R gilt
nun n(ENXT) <pt(E) und n((X\ E)NXT) < nt(X\ E). Wir nehmen an, es gibt ein £ € R
mit n(ENXT) <™ (F). Dann folgt der Widerspruch

N (E) 0" (X\E) > n(EnXT) +9((X\E)nXT) =n(XT) =n"(X) =n"(E) + 1" (X\ E).
Also gilt nt(F) = n(ENXT) fiir alle E € R. Wir setzen X~ := X \ X*. Es folgt
n(E) = n"(E)=n(E) =n(ENXT") —n(E\ (ENXT)) —n(ENXT)
= (BN (X\X) = —n(EAX).

5.4 Ubungsaufgaben
1. Man zeige, das fiir ein Pramafl u : R — [0, 00] gilt:

ApeR, meN, A=JA, eR = A<D 4.
n=1

n=1

(Z) Es seien F C P(X) die Familie aller Mengen, die htchstens abzéhlbar oder deren
Komplemente hochstens abzihlbar sind, und « € [0, 00| . Wir definieren

0 : A endlich,
n(A) = :
« : A unendlich.
Man zeige, dass nur fiir & = 0 die Mengenfunktion p : F — [0, o0] ein Prama$ ist.
2. Es seien R C P(X) ein Ring und p: R — [0, 00) eine additive Mengenfunktion, d.h.,
pw(AUB) = u(A)+u(B) VAL BER:ANB=10.

Man zeige, dass u : R — [0,00) genau dann ein Prémaf ist, wenn aus 4, € A und
Ap D Apy1, n € N mit lim A, = 0 folgt lim u(A,) = 0.
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(Z) Unter den Voraussetzungen von Aufgabe 2 zeige man, dass folgende Aussagen dquivalent
sind:

(a) p: R —>[0,00) ist ein Préamaf.

(b) A, e R, Ay CApt1, A:=1imA, e R = limu(A,) = u(A) (Stet. von unten)

(c) ApeR, Ay D Apy1, A:=1limA, e R = limpu(A4,) = u(A) (Stet. von oben)
3. Zeigen Sie, dass fiir o-additive Mengenfunktionen v, v1,v5 : R — R gilt:

(a) Ist v konzentriert auf A € R, so auch |v|.

(b) vy L= ’Vl‘ L ’VQ‘

c)r<pu=lv|<p

4. Man zeige, dass v : R — R genau dann beziiglich p absolut stetig ist, wenn fiir jedes
e > 0 ein § > 0 existiert, so dass |V|(E) < ¢ fur alle E € R mit u(E) < ¢ gilt.

5. Man zeige: Sind 7 : R — R und 71,72 : R — [0, 00) o-additiv mit n = n; — 72, so gilt
m=n" und g2 =0

5.5 Produktmafle. Der Satz von Fubini

Auch ein geordnetes Paar (X,R) aus einer nichtleeren Menge X und einer o-Algebra R C
P(X) nennen wir messbaren Raum. Das entsprechende System der messbaren Funktionen
bezeichnen wir mit M(R), d.h.

MR)={f:X—R:{f>a} e RVaeR}.

Es seien (X,R) und (Y,S) zwei messbare Radume. Eine Menge A x B mit A € R und B € §
nennen wir Rechteck. Mit £ C P(X x Y) bezeichnen wir das System der Elementarmengen

£ = {U Rk: : Rk—Rechteck, Rk N Rj = @(] ?é k‘), ne N} .
k=1

Lemma 5.22 £ ist eine Algebra.

Eine Moglichkeit, ausgehend von zwei Maflen p und A auf R bzw. S ein Produktmaf zu konstru-
ieren, besteht nun darin, auf der Algebra £ ein Pramafl mittels n(A x B) = u(a)A\(B) zu erkliaren
und unter Verwendung der n*-Messbarkeit nach Caratheodory fortzusetzen (vgl. Definition 5.4
und Satz 5.6). Wir beschreiben im Folgenden ein anderes Vorgehen.

Definition 5.23 Unter R ® S verstehen wir die kleinste o-Algebra, die das System R x § =
{Ax B:Ae€R,BeS} unfasst. Fiir EC X xY und xz € X bzw. y € Y definieren wir den
x-Schnitt B, bzw. den y-Schnitt EY durch

E,={yeY:(z,y) € E} bzw. EY:={zxeX:(r,y)€E}.

Lemma 5.24 Aus E€ R®S folgt B, e SVre X und BY e RVyeY.
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Beweis. Wir definieren F:={F € R®S: E, € SVr e X} . Fir E=AXxBecR xS gilt

B : z€A
E, = eES VxzeX,
0 : z&A

d.h., £ € F, und somit ist R x & C F. Also ist auch X x Y € F. Aus

ye XxY\E) < (z,y) e XXY\F < (2,y)¢FE < y¢E, < ycY\E,
folgt (X XY\ E); =Y\ E;, dh., aus E € F folgt X x Y\ F € F. Sind nun E,, € F und
E .= GEn,so gilt

n=1

yeE, < (x,y) € F < JkeN:(z,y) € By < FkeN:yec (Ey),

= ye | JEBne.

n=1
Also gilt F, = U (En)s € S,dh. E € F. Somit ist F eine o-Algebra, woraus F = R® S folgt.
n=1

a

Sind f : X x Y — R® eine numerische Funktion und x € X bzw. y € Y, so bezeichnen
wir mit f, bzw. fY die Funktionen

fo: Y — R y— f(z,y) und fY: X —R" z— f(z,y).
Lemma 5.25 Aus f € M(R® S) folgt

freEM(S) VeeX und fYfe M(R)VyeY.

Beweis. Aus Lemma 5.24 folgt

{fe>a}={yeY: flz,y)>a}={f>a},€S.

|

Definition 5.26 FEine Mengensystem F C P(X) nennt man monoton abgeschlossen, wenn
aus Ay, B, € F und A, C Apt1,Bp D Bpi1, n € N folgt

GAnE}" und ﬁBne}".

n=1 n=1

Lemma 5.27 Die o-Algebra R ® S ist das kleinste monoton abgeschlossene Mengensystem,
welches das System £ der Elementarmengen umfasst.

Beweis. Es sei F das kleinste monoton abgeschlossene Mengensystem, welches £ umfasst. Dann
ist FCR®S. Flir F C X XY definieren wird

QE)={FCXxY:E\F,F\E,FUE€F}.

Es gilt dann:
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(1) FeQ(F) «<— EeQ(F)
(2) Q(F) ist monoton abgeschlossen fiir jedes E C X x Y, weil F monoton abgeschlossen ist.
(3) Aus E € & folgt mit Lemma 5.22 £ C Q(E), also wegen (2) F C Q(E).

4) FeF Ece 2 reqrE) 2 Ecap),
dh, FeF = &£ CQF), also F C Q(F)

(5) Aus (4) folgt, dass mit E, F' € F auch E\ F,EUF € F gilt.

[o@)
(6) Seien E,, € F und F = U F, . Wir setzen E,, := Fy U...UF,. Aus (5) folgt E, € F.

n=1
Wegen E,, C E,4; folgt F e F.

Da auflerdem X x Y € £ C F gilt, ist F eine o-Algebra, so dass F = R ® S folgt. O

Satz 5.28 Es seien (X, R, p) und (Y,S,\) messbare Riume mit o-endlichen Maflen p und X .
Definieren wir fir E € R®S

vp: X — R 2= ANE;) und ¢Yp:Y — R y— u(EY),

so gilt op € M(p), Yvp € M(N) und

/@EdHZ/wEdX
X Y

Beweis. Mit Q) bezeichnen wir die Familie aller £ € R ® S, fiir die die Aussage des Satzes gilt.

(a) Sei E=A x B € £. Dann sind gpg(z) = AM(B)xa(z) und ¢Yr(y) = u(A)xs(y), so dass

/ o d = A(B)u(A) = / X,
X Y
Es folgt R x S C Q2.

(b) Sind E,, € Q, Ey C Ey C ... und ¢, := g, , ¥y := Vg, , so folgt v, < ont1, Un < Unyl
[e.e] oo
und @, 1 g, ¥y T ¥op mit E= | | E,, weil E, = _J(En), . Satz 5.13 liefert

n=1 n=1

/(pEdu—lim/ <pnd,u—lim/ wnd)\—/z/JEd)\,
X X Y Y
also F € Q.

o
(¢) Sind die E, € Q paarweise disjunkt, E := U E,und F, := E;U...UE,, so folgt

n=1

n n

PR () =Y AM(Br)e) =Y om(@), Yr.(y) =Y p((E)Y) = vn(y),
k=1 =1

k=1 k=1

und somit F,, € € fiir alle n € N. Aus (b) folgt £ € 2.
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(d) Sind Ax B € & und p(A) <oo, A(B) <ocosowie AXBDE| DEyD..., E:= ﬂEn,
n=1
FE, € Q, so folgt

AxBe Qa PAxB € [*X(;u)a wAXB S EY(A);

so dass unter Verwendung von Satz 5.15 E € () folgt. Beachte: E, = ﬂ (En)z -

n=1
(e) Es existieren paarweise disjunkte X,, € R und paarweise disjunkte Y,, € S mit u(X,) < oo,

o0 o0
A(Y,) <oound X = | J X, Y =] V,. Wir setzen

n=1 n=1

Epn =EN (X xY,) und Qy:={FeRRXS:En, €Q2Vm,neN}.
Aus (b) und (d) folgt, dass Q¢ ein monoton abgeschlossenes Mengensystem ist. Aus (a)
und (c) ergibt sich £ C . Lemma 5.27 liefert Q) =R ® S.
(f) Ist nun £ € R ® S beliebig, so folgt aus (e) und (c) E = U Epn €Q.
m,n=1
g

Definition 5.29 Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.28 definieren wir fir E € R® S das
Maf

(o N(E) = [

[ M) d | nEnax.

Y

Durch Definition 5.29 wird tatséchlich ein Mafl erklart. Dieses ist auch o-endlich.

Satz 5.30 Es seien (X, R,u) und (Y,S, ) messbare Riume mit o-endlichen Maflen p und A
sowie f € M(p®@ ) = M(R®S) mit f > 0. Definieren wir

ap(m):/YfId/\,xGX und w(y):/Xfyd/,L,yEY, (5.4)

s0 gilt p € M(p), ¥ € M(X) und

/X@du:/XXde(u(@)\):/Ywd)\. (5.5)

Beweis. Nach Lemma 5.25 sind die Definitionen von ¢ und ¢ korrekt. Im Fall f = yg mit
E e R® S sind p(z) = A(E;) und 9(y) = u(EY), so dass nach Satz 5.28 und Definition 5.29

gilt
/}(cpduz(ﬂ@A)(E)Z/XxYXEd(M®>\)=/Y¢dA-

Damit gilt der Satz fiir alle messbaren Treppenfunktionen, d.h., fiir alle f € M.(u ® ), mit
f>0.Istnun f € M(u® M), f >0, so existieren s, € M (u® A) mit 0 < s, und s, 1 f. Fiir

on(z) = /Y(sn)x d\ folgt

/@ndﬂz/ Snd(,u®>\)
X XxXY
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und nach Satz5.13
Qpn(x) ) go(x) = /Y fx .
Wiederum Satz 5.13 liefert

[ontn— [ pdn wd [ puau= [ sidwon— [ jawen.
X X X XxY XxY

|

Satz 5.31 (Fubini) Es seien (X, R,u) und (Y,S, \) messbare Riume mit o-endlichen MajfSen
w und A sowie f € Lxxy(pu® A). Dann gilt f, € Ly(\) fir fast alle © € X und fY € Lx(p)
fiir fast alle y € Y . Damit sind p(x) und ¥(y) aus (5.4) f.d. erklirt und konnen zu messbaren
Funktionen ¢ : X — R bzw. ¥ : Y — R fortgesetzt werden. Dabei gilt (unabhdingig von dieser
Fortsetzung) ¢ € Lx (1) und ¢ € Ly (X) sowie (5.5).

Beweis. Wir definieren
pi@) = [((Fhay wd ga(w)i= [ (haan,
Y Y
Es folgt aus Satz 5.30

/}(soldMZ/)(nyJ“d(u@)\) und /Xsazduz/xwf—d(um)-

Somit gehoren ¢; und @2 zu Lx(p), und die Eigenschaft (I7) zeigt, dass pu({¢1 = o0}) =
pu({pa = co}) = 0 gilt. Es folgt (f¥), € Ly ()\) fiir p-fast alle x € X. Fiir diese 2 € X gilt

o1(z) — pa(x) = /Y [(FF)e — (F)a] dA = /Y fod) = o(a).

Es folgt, unabhéngig von der Fortsetzung der Funktion ¢(z) = ¢1(z) — p2(x) zu einer messbaren
Funktion mit Werten in R,

Joodu= [ oran= [ wau= [ _rrawen-[ rawen=[ rawen.

|

Folgerung 5.32 Es seien (X, R,u) und (Y,S,\) messbare Riume mit o-endlichen Maflen
und X sowie f € M(up® A).

(a) Ist / o dp < 00, wobei po(x) = / (1f), dX, so folgt aus Satz 5.30
X Y

| iflawon = [ godu<oc
XxY X
und somit f € Lxxy (L ® A).

(b) Ist also eines der iterierten Integrale

/X</Y|f(x,y)!d)\(y)> du(z) oder /Y</x|f($’y)|d“(x)> dA(y)

endlich, so gilt

L ([ senaw) i = [ sawen= [ ([ @) o,
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Beispiel 5.33 Auf X =Y = [0, 1] betrachten wir das Lebesque-Mafi = \ und
o0
= loe(@) = gra1(@)]gr(y) ,
k=1

wobei g, : [0,1] — R stetig sowie, fiir 6, =1 —

)

3=

1
In>0, gn(z)=0flir 0 < <4, und dpy; < <1, / gn(x)dr =1, neN.
0

Es gilt
f(z,y) = gi1(z )+ ng — gk-1(y)] .-

Somit folgt einerseits

1 o0 1 o)
/ flz,y)dy = 2/ [98(2) = grr1(@)]gk(y) dy = > _[gk(x) — gr11 (2)] = g1 (),
0 k=1 0 k=1

1 1
/ (/ f(x,y)dy> dx =
0 0
und andererseits

1 1 00 1
/0 f(,y) dz = /0 n(=)on()ds +3 /0 96(@) g6() — g1 (9)] de

=g1(y) +

/o1 </01 f(@y) dm) dy =0.

Der Satz 5.81 ist hier nicht anwendbar, weil fir (z,y) € [0m, Om+1 X [0n, Ont1] gilt

also

9% (y) — gr—1(y)] =0,

Nk

e
[|
N

also

gn(T)gn(y) : m=n
f(@,y) = [gm(®) = gm+1(@)]]gn(v) = —gnt1(T)gnly) : m=n—1
0 : sonst
und somit
)] d( d — - 00.
//{0 ey D) Zmz //MW[%Mrf<:c,y>| w=3 3 1=o

5.6 Die L’-Raume (Fortsetzung)

Wir gehen hier nochmal auf die in Kapitel 2 eingefiihrten Begriffe ein und vertiefen diese.
Insbesondere geht es uns darum, die Vollstindigkeit der LP-Rdume zu zeigen, d.h., dass jede
LP-Cauchyfolge einen Grenzwert in LP besitzt. Im Weiteren seien (X, R, ut) ein messbarer Raum
und 1 <p < 00.
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Ist f € M(u), so folgt fiir a € R

X a<0
p _
{f[P > a} = {\f|>a%} a0 €ER,

also |f|P € M(u) (vgl. Bedingung (p) in Kapitel 2). Fiir f € M(u) setzen wir

A%U??=</2Lﬂdu>;-

Die Menge der zur p-ten Potenz summierbaren Funktionen wird dann definiert also

LP() = {f € M) : Ny(f) < o0} .

Aus der Eigenschaft (I7) folgt, dass fiir f € £P'(u) und g € £P?(p) die Summe f+g und das
Produkt fg u-f.u. erklédrt und endlich sind und zu messbaren Funktionen f+g¢: X — R
und fg: X — R fortgesetzt werden kénnen. Im Weiteren verstehen wir f + g und fg in
diesem Sinne.

Aus Aufgabe 2, 2. Ubung ergeben sich (Minkowski’sche Ungleichung)

Np(f+9) < Np(f) + Np(g) V[, g€ LP(u) (5.6)

und (Holder’sche Ungleichung)

MU@SNMﬁM@)erﬁw%geﬁmul<p<w,;+;=1~ (5.7)

Eine Folge (fn), =, € £P(p) nennt man im p-ten Mittel konvergent gegen f € LP(u),
wenn lim Ny,(f, — f) = 0 gilt. Im fall p = 1 spricht man von Konvergenz im Mittel, im
n—oo

Fall p = 2 von Konvergenz im quadratischen Mittel.
Wir bemerken, dass aus (5.6) die Ungleichung

[Np(f) = Np(9)| < Np(f +9) V[, g€ LP(n) (5.8)

folgt.

Satz 5.34 (F. Riesz) Sind f,,f € LP(un) und f, — [ p-f.i., so gilt ILm Npy(fn—f) =0

genau dann, wenn le Np(fn) = Np(f) .

Beweis. Die Notwendigkeit folgt uas (5.8). Wir beweisen die Hinlénglichkeit: Fiir a, > 0 ist
(a+pB)P < (2max {a, })P = 2° (max {a, B})" < 2P (a? + 7) , so dass |a = S|P < 27 (laf? + |B|P)
fiir alle o, 8 € R gilt. Wir setzen g, := 2P (| fulP + | f|?) — | fn — f|P . Es folgt

gn >0, go € LP(n) und g, — 2PTHFIP pf.it.

Das Lemma von Fatou liefert

2p+1/ |f]pdu—/ liminfgndugliminf/ gndu—2p+1/ \f|pd,u—limsup/ |fro— fIPdp,
X X X X X

also lim sup / |fr — fIPdp < 0, woraus das Gewiinschte folgt. O
X



5.6. DIE L'-RAUME (FORTSETZUNG) 55

Lemma 5.35 Fir f, € LP(u) mit fr, > 0 gilt

Ny (Z fn> <D Np(fa)-
n=1 n=1

n o0
Beweis. Wir setzen s, := f1+...4 f, Es folgt Nj(sy,) < Z Z Ny(f;) fiir allen € N.
j=1 j=1
oo
Aus s, T Z f; und dem Satz von Beppo Levi folgt nlgrolo sp) = Np (Z fn> , woraus sich
7j=1 n=1
die Behauptung ergibt. O

Satz 5.36 (Lebesgue) Es seien f, € LP(u) und f, — fo p-f.i. sowie g € LP(n) und |fn| < g
Vn € N. Dann ezxistiert eine Funktion f* € M(u), so dass fr, — f* u-f.i. Ferner gilt f € LP(u)
und Np(fn — f) — 0 fiir jedes f € M(p) mit f, — f p-f.i.

Beweis. Es exsistiert eine Menge A € N (u) (System der Mengen vom Mafle Null) mit f,(z) —
fo(z) Vo € X\ A, und es existiert eine Menge B € N (1) mit g(z) < oo V2 € X\ B. Wir setzen

lim f,(z) : 2€X\(AUB),
0 : re AUB.

Es folgt f, — f* = xx\(aup)fo € M(u). Es seien nun f, — f p-fii. unf f € M(p). Es
folgt |f] < g p-f.ii. und somit f € LP(u). Wir setzen g, := |fn, — f|P. Es ist dann 0 < g,, <
(Iful + 17D < (g+ |f])! =: h, also g, € LP(u) . Das Lemma von Fatou liefert

/liminf(h—gn)dugliminf/(h—gn)du:/ hdp —limsup €x g, dp .
X X X

Aus f, — f p-fi. folgt g, — 0 p-f.ii., also h — g, — h p-f.ii. Damit ergibt sich

/hdug/hdu—limsup/gnd,u
X X X

und somit lim sup/ gndp <0, d.h., lim/ gndp =0. O
X X

Wir nennen (fy), -, mit f, € £P(u) eine Cauchyfolge in £P(p), wenn fiir jedes € > 0 ein
Index ng € N existiert, so dass Ny(fm — fn) < € fur alle m,n > ng gilt.

Satz 5.37 Ist (fn),=; eine Cauchyfolge in LP(u), so existiert eine Funktion f € LP(p) mit
lim Np(fn,—f) =0. Ferner existiert eine Teilfolge von (fy), = , die p-f.i. gegen f konvergiert.
n—oo

n=1 >

Beweis. Fiir jedes k € N existiert ein ny € N : ng > ng_1 (ng := 0) und Ny(fy, — fn,) < 2=k
Vn > ny. Es folgt Ny (fr,y — far) < 27% Vk € N. Wir setzen gg := fn,.; — fn, und g :=
n

Z lgk| . Damit gilt
k=1
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also g € LP(u) . Somit ist g(x) € R fiir p-fast alle z € X, so dass Z infty p-f.ii. konvergiert. Da
k=1

k
Zgj = fups1 — fry , konvergiert auch f,, p-f.ii. AuBerdem gilt ‘Fnkﬂ‘ =lgr+...+ g+ o] <
7=1

g+|fn-1] € LP(n), so dass nach Satz 5.36 klim Ny (fn, — f) =0firein f € LP(p) und f,, — f
—00
p-fii. gilt. Da (fy,), =, Cauchyfolge ist, folgt li_}rn Ny(fn—f)=0. O

Beispiel 5.38 Wir betrachten auf X = R das Lebesgue-MafS pv und definieren f, = xa, mit
Aoy = [k275 (k+1)27) , £ € No, k € {0,1,...,2° =1} . Es folgt / |fulPdp =27 — 0
R

firn =24+ k — oo, also f, € LP(n) und Np(fn) = Np(fn —0) — 0. Ist nun x € [0,1),
so existiert fiir jedes £ € Ng genau ein k € {0,1,...,2€ - 1} mit x € [k‘2£, (k+ 1)25) , d.h.,
x € Ageyy, also foey(x) =1, aber

forappr() =0 : ke{0,1,...,2 -2},
fors1(xz) =0 k=20—1,

so dass (fn(2))or, firkein z € [0,1) konvergiert. Man kann i. Allg. also nur auf die Konvergenz
f.i. einer Teilfolge schliefsen (vgl. Satz 5.37).

Folgerung 5.39 Sind (fy), = C LP(u) eine Cauchyfolge und fr, — f p-f.i., so folgt f € LP ()
und Np(fn, — f) — 0.

Folgerung 5.40 Aus fy, f € LP(u), gn,g € LY(p) und li_)m Nyp(frn—f) = lim Ng(gn—g) =0,

n—o0

1 1
l<p<oo, —+-=1 folgt lim Ny(fngn — fg) =0.
p q n—oo

Bemerkung 5.41 Definiert man
LP(p) :=A{[flp :={9 € L(n) : g = [ p-fii} : f € LP(n)}

1Tl = No(F) und [fly + [glp = 1f + glp alflp = [afly, s0 wird (LG, |L,) 2u cinem

normierten Raum. Satz 5.87 besagt nun, dass dieser Raum vollstindig ist (jede Cauchyfolge ist
konvergent), also ein sog. Banachraum.

Es sei noch bemerkt, dass man auch fiir p = oo einen entsprechenden Raum betrachten kann,

L2(p) ={f e M(p): 3A € N(p) :sup{|f(2)| : € X\ A} < o0}
und
Noo(f) :==1inf {sup {|f(z)| : 2 € X\ A} : A e N(n)}
definiert.

5.7 Parameterintegrale

Im Weiteren seien (X, R, u) ein messbarer Raum und (E, d) ein metrischer Raum.
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Satz 5.42 Es sei f : X X E — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
(a) fp € L(p) Vpe E, wobei f, : X — R, 2 — f(z,p),
(b) fo: E— R, p+— f(x,p) ist stetiginpy € EVz € X,
(c) 3h € L) : |f(z.p)] < h(z) ¥ (z,p) € X x B.
Dann ist die Abbildung
¢:E—R, pH/Xf(x,p)du(x)
stetig in po -

Beweis. Es sei p, € E mit p, — po, d.h., lim d(p,,po) = 0. Wir haben zu zeigen, dass
n—oo

lim ¢(py,) = ¢(po) gilt. Dazu setzen wir f,(x) := f(x,p,). Es folgt aus (a) und (c) f, € L(u),

n—oo

|fn] < h und nach (b) f, — fo, wobei fo(x) = f(x,po). Aus dem Satz von Lebesgue folgt
o) = [ S dua) = [ fudn— [ fodn = plm).
O

Satz 5.43 Es seien —0o < a < b < oo und f : X X (a,b) — R eine Funktion mit folgenden
Eigenschaften:

(a) fp € L(p) Vp € (a,b),
(b) fz: (a,b) — R ist differenzierbar,

g0
op

(c) Ihe Lp):|filp)]= < h(z) Y(z,p) € X X (a,b).

Dann ist die Funktion

www—m,WfAm@wm

¢'(p) = /X 8fg;’ 2 ua)

Beweis. Es seien pgy € (a,b) und p,, € (a,b) mit p, # po Vn € N und p, — po. Wir setzen
f(x,pn) B f(xvpo)

differenzierbar, und es gilt

gn(T) = , xe€X.
Pn — Po
Es folgt aus (a) g, € L(i) Vn € N und aus (b)
of(x,
gn(x) — f(apo) =:go(z), zeX.
P
Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt
9 n
)] = | 2L <o), wex

Der Satz von Lebesgue liefert gop € £(x) und

w(p;)— ©(po )—/gndu—>/godu / f(;;opo ().
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