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Kapitel 1

Lebesgue-Integrale

Bezeichnungen:

N:={1,2,...} - Menge der natiirlichen Zahlen ohne die Null
Np :={0,1,2,...} - Menge der natiirlichen Zahlen mit der Null
7 :={0,4+1,£2,...} - Menge der ganzen Zahlen

Q@ - Menge der rationalen Zahlen

R - Menge der reellen Zahlen

C - Menge der komplexen Zahlen

Wir erinnern an den Begriff der Riemann-integrierbaren Funktion und bezeichnen mit Rla, b] die
Menge der iiber dem Intervall [a, b] mit —oco < a < b < oo (reellwertigen) Riemann-integrierbaren
Funktionen (vgl. auch [2, Abschnitt 5.5]).

Mit f,¢g € Rla,b] und o, € R gehéren auch af + g und fg zu Rla,b]. Insbesondere
sind RJa,b] ein linearer Raum und das Riemann-Integral auf diesem Raum ein lineares
Funktional.

b
Ist f € Rla,b] mit f(z) >0V € a,b], so gﬂt/ f(x)dz > 0.

/|f )l de.

Die charakteristische Funktion xq der rationalen Zahlen, auch Dirichlet-Funktion genannt,
gehort nicht zu Ra, b] .

Aus f € RJa,b] folgt auch |f| € R[a,b] und

x)dx

Konvergiert eine Folge (fy),~, von Funktionen f, € Rla,b] gleichmifig auf [a, b] gegen
die Funktion f : [a,b] — R, so folgt f € Rla,b] und

lim fn ) dx = / f(z

n—oo

Wir erinnern auch an die Definition uneigentlicher Integrale, z.B.

o g A d 1 1
/ 4 = lim 4 oder / Inzdx .= lim Inzdx.
1 0

x2 A—oo Jq 2 e—=+0 J,

7



8 KAPITEL 1. LEBESGUE-INTEGRALE
1.1 Numerische Funktionen

Definition 1.1 Die Menge R¢ = [—00,00] := RU {—00,00} heifit erweiterter Bereich der
reellen Zahlen. Durch die Relationen —oo < x < oo Va € R wird die Ordnungsrelation von
R auf R® fortgesetzt. Fiir alle x € R gelten bzgl. Addition und Multiplikation folgende Regeln:

(8) @+ 00 =00+ = 00 +00 = 60, &+ (—00) = (—00) + & = (—00) + (~0) = —oc,
oo x>0

(b) z-c0=00-2=4 0 : a=0 %,
—00 : x<0

() 50+ 00 = (~00) - (~00) = 50, 60 - (~00) = (~00) - 60 = —00,

(d) —(=o0) = 00, - (=50) = (=00) - & = —(a - 00),

(&) & — 00 i= & + (~00) und |oo| = | - o0| = o0.

Damit ist die Multiplikation auf R uneingeschrinkt ausfithrbar, die Addition bis auf = + y

mit £ = —y = oo und x = —y = —oo. Im Weiteren sei X eine beliebige nichtleere Menge.
Funktionen f : X — R® nennen wir numerische Funktionen. Wir definieren die Funktion
|f| durch |f|(x) := | f(z)| und, fiir zwei numerische Funktionen f, g,

(fUg)(x) = max{f(z),g(x)} und (fNg)(z):=min{f(z),g(x)} .

Der positive Teil f* und der negative Teil f~ von f sind dann gegeben durch f* := f U0 und
f:=—(fN0) = (—f)u0. Offenbar gilt f = f*— f~ und |f| = fT+ f~ . Wir schreiben f >0,
wenn f = f* gilt, und f < g, wenn f(z) < g(x) Vo € X gilt. (Ist g — f erklirt, soist f < g
dquivalent zu g — f > 0.)

1.2 Der Begriff des Integrals

Definition 1.2 Fine Menge X reellwertiger Funktionen f : X — R heifit Vektorverband,
wenn aus f,g € X und o € R folgt oof, f +g,|f| € X.

Folgerung 1.3 Ist X ein Vektorverband, so gilt mit f,g € X auch fUg, fNg, fT,f~ € X.

Beispiel 1.4 Die Menge X1 := Cy(R) der stetigen Funktionen f : R — R mit kompaktem
Triger bilden einen Vektorverband. (Man sagt, dass f : R — R einen kompakten Trdiger
hat, wenn Zahlen x1,x2 € R existieren, so dass xr1 = z1(f) < x2 = x2(f) und f(x) = 0
Ve R\ [x1,xe] gilt.)

Beispiel 1.5 Die Menge Ro(R) der Riemann-integrierbaren Funktionen mit kompaktem Triger
st ein Vektorverband.

Definition 1.6 Fin auf einem Vektorverband X definiertes lineares Funktional J : X — R
nennen wir Integral auf X, wenn folgende Axiome erfillt sind:

(I1) feX, f>0= J(f) 20 (Positivitit von J),
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(12) fifn€e X, a1 f=T(fn) T T(f) (Stetigkeit von unten).

Dabei bedeutet fp, T f, dass fr, < fny1 Vn (isotone Folge) und lim f,,(z) = f(z) Vo € X gilt.

Wegen der Linearitdt von J ist die Stetigkeit von unten dquivalent zur Stetigkeit von oben, ja
sogar zur Nullstetigkeit von oben (d.h., f, } 0 = J(f.) 4 0).

Beispiel 1.7 Als Funktional 7V : XV — R (vgl. Bsp. 1.4) wihlen wir das Riemann-Integral.
Dann ist dieses Funktional ein Integral gemafS Definition 1.6.

Die im Folgenden zu betrachtenden Grenzwerte kénnen aus R¢ sein.

Satz 1.8 Es seien J : X — R ein Integral, f,g € X und (frn), =]+ (gn)ney isotone Folgen von
Funktionen aus X . Dann gilt

a) f<g=J(f) <T(g) (Isotonie des Integrals),

ITDI<T(D Ve,

(a)

(b)

(c) lim f, >0 = lim J(f,) >0,

(d) lim fp < lim gy = lim J(fn) < lm T (gn),
)

(e) lim f, =limg, = im J(f,) = im J(gy)

1.3 Fortsetzung eines Integrals auf die isotone Hiille

Definition 1.9 Man nennt
X7 ={F:X—R:3(fn), = CX mit f, T F}

die isotone Hiille des Vektorverbandes X .

Beachte: X7 ist i. Allg. kein Vektorverband.

Satz 1.10 Aus (F},),~, C X7 und F, T F folgt F € X7 .

Definition 1.11 Fir F € X7, f, € X und f, 1 F nennen wir J*(F) := lim J(f,,) verallge-
meinertes Integral von F'.

Nach Satz 1.8,(e) ist J*(F) unabhéngig von der Wahl der Folge (fy,),~; mit f, T F.Fir f € X
kann man f, = f Vn € N wihlen, so dass J*(f) = J(f) Vf € X gilt. AuBerdem hat das
verallgemeinerte Integral folgende Eigenschaften:

V1) J*(aF) =aJ*(F),a R, a>0, FF e X°

(V1)
(V2) J*(F +G)=J*(F)+ J*(G), F, G € x°
(V3) T (F+g) =T (F)£T"(9), Fe X7, ge X
(V4)

Vi) F <G = JHF) < T*G)
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Satz 1.12 J* ist auf X7 stetig von unten.

Beispiel 1.13 Wir wihlen X2 = Ny und

X® = {f:Ng—R:[{keNy: f(k) £0} < oo}, TD(f):=_ fk).

k=0
Dann ist 7@ ein Integral auf dem Vektorverband X2 | und gilt

X7 = {F:Ng — RU{oo} : Tko mit F(k) >0Vk > kot , JTH*(F)=>_ f(k).
k=0

1.4 Lebesgue-Integrale

Definition 1.14 Die Funktionen der Menge X§ := {F € X7 : J*(F) < oo} nennt man Levi-
Funktionen. Das Integral J : X — R heifit Lebesgue-Integral (kurz L-Integral), wenn

{(G:X S RINXICX

gilt. Man nennt dann das Tripel (X,X,J) einen Integrationsraum. Mit M s bezeichnen wir
die Menge von Funktionen

Mg ={p: X —R:IJF € &AF mit p(x) # F(zr) < F(z)=o00}.

Wir nennen das Lebesgue-Integral J ein vollstdndiges L-Integral, wenn My C X gilt.

Wir betrachten die Beispiele 1.4 und 1.7 und bezeichnen fiir a € R und b > 0 mit g4 : R — R
die Funktion aus XV, die auf [a — b,a] und [a,a + b] linear ist und fiir die gqp(a) = 1 sowie
gap(z) =0Vz € R\ [a —b,a+ b] gilt. Ist (ay), =, eine beliebige Folge paarweise verschiedener
reeller Zahlen, so setzen wir

n

n
fn = Z Zgakg—j—k , neN.
j=

1 k=1

Die Folge (fy),=; ist isoton, so dass F' = lim f,, wohldefiniert ist. Dabei gilt

n

TV (fa) = 2j1+k =525 ok <,
j=1k k=1

1 k=1 j=1

Also gilt F € Xo(l)g . Auflerdem haben wir fiir n > m
n
fn(am) > Zl =n,
j=1

so dass F(am) = oo Vm € N. Die Funktionen aus M ;) kénnen in den Punkten a,, also
beliebige Werte annehmen.

Fragestellung: Kann ein Integral J zu einem L-Integral bzw. zu einem vollsténdigen L-Integral
J auf einen Vektorverband X D X fortgesetzt werden?
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Theorem 1.15 Jedes Integral besitzt genau eine minimale Fortsetzung zu einem vollstindigen
L-Integral.

Zum Beweis dieses Theorems benttigen wir die folgenden Lemmata 1.16-1.21.

Lemma 1.16 Ist J : X — R eine vollstindige Fortsetzung des Integrals J : X — R, so gilt

LJ)={¢: X —R:IF,Ge X mit p+G=F} C X.
Lemma 1.17 Die in Lemma 1.16 definierte Menge L(J) ist ein Vektorverband.

Lemma 1.18 Es existiert hdchstens eine Fortsetzung J von J zu einem Integral auf einen

Vektorverband X C L(J).

Ausgehend von Lemma 1.18 und dessen Beweis definieren wir fiir ¢ € L(J)
Jr(p) =T (F) = T(G),
wobei ¢ + G = F und F,G € & .

Lemma 1.19 Die Definition von Jr(p) ist korrekt, d.h. unabhingig von der Wahl der F,G €
g mit o+ G = F.

Lemma 1.20 Fir jedes ¢ € L(J) und jedes € > 0 ezistieren F,G € X§ mit o+G=F, G >0
und J*(G) < €.

Lemma 1.21 Es sei (py),— C L(J) eine isotone Folge. Dann ezistieren fir jedes € > 0 solche
F,G e X7, so dass G >0, J*(G) < € sowie

(putG)=F und lm Ji(en) = J*(F) = J*(G)

lim
n—o0
gilt.
Beweis von Theorem 1.15. Wir zeigen, dass J, : L(J) — R ein vollstindiges L-Integral

ist. Nach Lemma 1.18 ist diese Fortsetzung eindeutig und nach Lemma 1.16 minimal. Es seien
e, pe L(J)und o+ G=F,¢+FE=Dmit D,E,F,G € X, sowie a > 0. Es folgt

JL(—¢) =T(G) = T*(F) = ~-JL(p),
Tilap) = T*(@F) — T*(aG) "2 al7(F) - 74(G)] = adu(),
Tole+v) E = Tu(e) + Tuw).

Auflerdem folgt aus ¢ > 0 auch F' > G und somit nach (V4) J.(¢) = T*(F)—J*(G) > 0. Somit
ist Jr, : L(J) — R ein Integral, falls wir noch die Stetigkeit von unten zeigen kénnen: Dazu seien
(en)pey € L(J) und @, T ¢ € L(J) sowie € > 0 beliebig. Es folgt J1.(¢n) < Jr(¢) < co. Nach
Lemma 1.21 existieren Funktionen F,G € X mit G >0, J*(G) <e, p+ G =limp, + G =F
und J*(F) — J*(G) =lim JL(p,) € R. Also gilt F,G € A§ und somit

JL(p) = T (F) = J7(G) = im JL.(¢n) -
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Es bleibt noch die Vollstandigkeit von Jr, zu zeigen, d.h. My, C L(J): Es sei ¢ € Mz, . Dann
existiert ein E € L(J)§, so dass ¢(x) # E(z) genau dann, wenn E(z) = oco. Es gibt also
eine Folge (¢n),—; C L(J) mit ¢, T E, wobei lim J,(¢n) < oo gilt. Wie im vorhergehenden
Schritt finden wir F,G € X§ mit £+ G = limp, + G = F'. Wegen ¢ + I = 2F folgt daraus
0+ F+G=9p+E+2G=2(E+G)=2F,alsop € L(J). O

Wir betrachten Beispiel 1.13. Offenbar ist
XO(2)U: {f:NOHR:Zf(n)<oo, f(n) ZOVnan(f)}.
n=0
Man kann zeigen, dass

L<J<2>>={f:No—>R:Z|f<n>\<°°} = fh wd  JP() = f)
n=0 n=0

gilt.

1.5 Grenzwertsitze. Mengen vom Mafle Null

Im Weiteren sei (X, X, J) ein Integrationsraum.

o0

Satz 1.22 (Beppo Levi) Seien (¢n),~; C X, on T ¢ oder ¢, | ¢ und ¢ : X — R. Ferner
set (T (¢n)) ey beschrankt. Dann gilt ¢ € X und im J (¢n) = J(¢) .

Definition 1.23 Unter dem System der messbaren Funktionen versteht man das kleinste
Funktionensystem M(X) numerischer Funktionen ¢ : X — R® | welches folgenden Bedingun-
gen genigt:

(ml) X c M(X),
(m2) g, € M(X), A€ R = Ap € M(X) und, falls definiert, p +1¢ € M(X),

(m3) (¢n),p C M(X) = U on :=sup{yn :n € No} € M(X).

n=0
Das System M (X) der messbaren Funktionen hat folgende Eigenschaften:

(M1) ¢ € M(X) = o=, [p] € M(X),
(M2) o, € M(X) = Ny, pUyp € M(X),

(M3) (on)pmg C M(X) = ﬂ on = 1inf {¢, : n € No}, liminf ¢, limsup ¢, € M(X),

n=0
n=0

(M) M(X)={p: X —R:3(p,) C X mit p, — p} .

Aus dem Beweisschritt (a) zur Eigenschaft (M4) erhalten wir folgendes Lemma.

Lemma 1.24 Fiir jedes p € M(X) mit ¢ > 0 existiert eine Folge (pn) C X mit ¢, > 0 und
on T,



1.5. GRENZWERTSATZE. MENGEN VOM MASSE NULL 13

Dieses Lemma besagt, dass besagt M(X) N {p > 0} C X7 gilt. Nach (M1) sind mit ¢ auch ¢*
Elemente von M(X) und somit von X7, so dass J*(¢%) erklirt sind und wir folgende Definition
geben konnen.

Definition 1.25 Wir sagen, dass das Integral von ¢ € M(X) existiert bzw. dass ¢ inte-
grierbar ist, wenn wenigstens eines der verallgemeinerten Integrale J*(¢%) endlich ist, und
schreiben dann

Bemerkung Ist ¢ € X7, so ist ¢ integrierbar, und es gilt / e(x)dr = J*(¢), denn aus
onp € X und ¢, T ¢ folgt ¢, | ¢~ und 0 < J(¢;,) < J(py) < o0, so dass ¢~ € X nach Satz
1.22. Es folgt /gp(:n) = J* (o) = T*(¢7) () T (T — ™) = T*(p) . AuBerdem haben wir

/‘So(x)l dr = J" (") + T"(¢7) fiir alle p € M(X).
Lemma 1.26 Aus o € M(X), p: X — R und/|<,0(m)|d$ < oo folgt p € X .

Satz 1.27 (Lemma von Fatou) Sind (¢,) C M(X) und ¢, >0, so gilt
/lim inf ¢, (2) de < lim inf/gon(x) dz .

Der folgende Satz ist bekannt unter dem Namen Satz von Lebesgue iiber die majorisierte
Konvergenz.

Satz 1.28 Es seien (p,) C X, on —> @, |¢on| <Y und ¢ € X. Dann gilt p € X und

T () =1lim T (¢n) -

Fiir eine Teilmenge A C X bezeichnen wir mit x4 : X — R die charakteristische Funktion
(erster Art)

1 : T €A,
XA(m):_{O s reX\ A,
der Menge A . Dagegen wird
0 T €A,
wA(x)::{ 0 : zeX\A4,

die charakteristische Funktion zweiter Art der Menge A genannt.

Eine Teilmenge A C X heifit vom Mafle Null, wenn wy € M(&X') und / wa(x)dx =0 gilt.
Das System der Mengen vom Mafie Null bezeichnen wir mit N (7).

Definition 1.29 Ist eine Aussage P(x) fir x € X\ A mit A € N(J) wahr, so sagt man ,,P(x)
gilt fast iberall (f.d.) auf X«

Lemma 1.30 Aus ¢ € M(X), ¢ >0 und /go(a:) dr =0 folgt o =0 f.1.
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/go(x) dz

Im Weiteren besitze der Integrationsraum (X, X, J) die folgende Eigenschaft:

Lemma 1.31 Fiir ¢ € M(X) mit < oo gilt || < oo f.i.

(E) Fiir alle A C X folgt aus wq € M(X) auch y4 € M(X).

In diesem Fall ist A € N (J) dquivalent dazu, dass x4 € M(X) und J*(xa) = 0 gilt. Aus
Letzterem folgt ndmlich ny4 T wa und J*(w4) = limnJ*(x4) =0.

Die folgenden zwei Sétze liefern je eine Variante des Satzes von Beppo Levi (Satz 1.22)
und des Satzes von Lebesgue (Satz 1.28)

Satz 1.32 Es seien (p,) C X, pn T oder o, | ¢ fi. und ¢ € M(X). Dann folgt
/4,0(3:) dx = lim/cpn(x) dzx .

Satz 1.33 Sind ¢ € M(X), (o) C M(X), p,on : X — R, |@n| < ¢ fidi, v € X und
On — @ foi., so gilt auch @n, o € X und J(¢) =lim J(vyn) .

1.6 Ubungsaufgaben

1. Man zeige, dass X genau dann ein Vektorverband ist, wenn aus f,g € X und « € R folgt
af,f+g, fN0e X.

2. Man beweise, dass die Menge X®) der stetigen und stiickweise linearen Funktionen f :
R — R mit kompakten Tréger einen Vektorverband bilden.

3. Mit Z(R) bezeichnen wir die Menge der Zerlegungen der reellen Achse,
ZR) :=={{zo,z1,...,xn}: —00<zp <21 <...< 2T <00, n ENp}.
Eine Zerlegung Z = {xg,x1,...,2,} € Z(R) nennen wir zuliissig fiir f € X©®) | wenn

f(x) = 0 fiir alle x € R\ [zg,2,] gilt und wenn f auf jedem Teilintervall [z;_1,z;],
j =1,...,n linear ist. Wir definieren auf X das Funktional .7®) wie folgt. Sind f € X®)

und Z = {xg,x1,...,x,} zuldssig fiir f, so setzen wir
"1
IO = 5 (@) + fla))] (25 — 25-1) -
j=1

Man zeige, dass J®) : X(®) — R ein Integral ist.
4. Man beweise:

(a) FGeX’,aeR,a>0=F+G,FUG,FNG,aF € X°
(b) FEXT, F>0=3(fu),= CX:fu>0, fut F

5. Man zeige, dass das verallgemeinerte Integral J* : X — R® (vgl. Def. 1.11) die Eigen-
schaften (V1) — (V4) besitzt.
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10.

. Man beweise, dass fiir Fj, € X° mit F, > 0, k € Ny gilt

T (Z Fk> = J(Fr).
k=0 k=0
Hinweis: Man verwende Satz 1.12.
Man zeige:
(a) p € M(X) = T, 07, |p| € M(X),
() p, ¥ € M(X) = pUY,pNp € M(X),

(€) (¢n)peg C M(X) = ﬂ on, = 1nf {¢y : n € No}, liminf ¢, limsup ¢, € M(X).

n=0
n=0

. Man zeige, dass eine Teilmenge A C X genau dann zu N(J) gehort, wenn ein F € XJ

mit A ={z € X: F(z) = oo} existiert.

. Der Integrationsraum (X, X, ) besitze die Eigenschaft (E). Man zeige, dass N (J) ein

o-Ring ist, d.h., dass aus A,B € N(J) und 4,, e N(J), n € N folgt A\ B € N(J) und
U 4n e N(T).

n=1
Der Integrationsraum (X, X, J) besitze die Eigenschaft (E). Man zeige, aus A € N (J)
und ¢ € M(X) folgt /go(x)XA(ac) dr =0 und, falls ¢ : X — R, auch px4 € X.

Zusatz: Man zeige, dass auch ¢(1 — x4) € M(X) gilt und dass, falls /(p(m) dx existiert,

/ plo)de = / p(2)[1 = xa(@)] dz.
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Kapitel 2

Die Raume LP(X, X, J)

Es sei im Weiteren (X, X, J) ein Integrationsraum mit der Eigenschaft (E) und der folgenden
Eigenschaft:

(p) Fiir 1 <p < oo und ¢, € M(X) folgt p1p € M(X) und |p|P € M(X).

2.1 Definitionen und einfachste Eigenschaften

Auf M(X) definieren wir die Aquivalenzrelation

o~ = FJAeN(T) : {zeX: o) #Y(@)} CA, (2.1)
was natiirlich dquivalent zu ¢ = 1 f.i. ist. Ferner erkldren wir auf der Menge MV(X ) =
{[¢]~ : ¢ € M(X)} der entsprechenden Aquivalenzklassen

[~ = el Aol = Dol 9l - W] = [l (2:2)
und, falls Représentanten ¢ und v existieren, fiir die ¢ + ¢ f.i. definiert ist,

(o)~ + []~ = [(o(1 = xa) + ¥(1 = xa)]~ (2.3)

wobel {x € X : p(z) + 9(x) ist nicht definiert} C A € N (J). Man beachte dabei, dass unter
Verwendung von Aufgabe 10, Abschnitt 1.6 folgt (1 — x4),¥(1 — xa) € M(X). Ferner seien
(

[ln < W] = FAeN(T): {zeX:p(x)>¢Yx)}C A (2.4)

und
ok da = [ (o) iz, (2.5)
falls dieses Integral existiert. Mit LP = LP(X, X, J), 1 < p < 0o bezeichnen wir die Menge
LP = {[@]N e M(X) :/Hgo],v‘pdx < oo} .
Wir beschréinken uns im Weiteren auf den Fall p = 2 und schreiben fiir [p].. € L? einfach ¢ € L?.

Satz 2.1 L? ist ein linearer Raum, und auf L? kann man das innere Produkt (auch Skalar-
produkt genannt )

(.0) = [ olaile)do
erkliren, d.h., es gilt fiir alle ¢,7,( € L? und A € R

17
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(S1) (@) =0 und ({p,p) =0 ¢ =0),
(52) (e, ¥) = (¥, ) ,

(S3) (Mg, ¥) = Alp,¥)

(54) (o +9,¢) = (9, () + (¥, C) .

Folgerung 2.2 Der Raum (L?,|.||) mit

lell = /g 9} = / ()2 da

ist ein normierter Raum, d.h., folgende Axiome sind erfillt:
(N1) [lgll 20 Vo € L? und [lo| =0 <= ¢ =0,

(N2) [Ixell = Al [l¢ll Yo €L?, VAER,

(N3) [l + 9| < llell + |l Y, € L2 (Dreiecksungleichung).

Auferdem gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung
(o, 0) | < llell 9l Ve, 9 € L2, (2.6)

Bemerkung 2.3 Die Riume (Lp, ||Hp> mit

lell, = ( [ |<p<m>|pdx>‘1’

sind fir 1 < p < oo normierte Riume. Dabei gewinnt man die entsprechende Dreiecksunglei-
chung (N3) aus der Hélder’schen Ungleichung

\ [ et < ([ |¢<x>|pdx>’l’ (/ |w<x>|qu); , (2.7

die fiir alle p € L? und ¥ € LY mit % + % = 1 gilt und die im Fall p = q = 2 die Cauchy-
Schwarz’sche Ungleichung (2.6) liefert.

2.2  Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie, dass durch (2.1) eine Aquivalenzrelation auf M(X) definiert wird.
2. Zeigen Sie, dass die Definitionen (2.2), (2.3), (2.4) und (2.5) korrekt, d.h. unabhéngig von

der Wahl der Repréasentanten aus den Aquivalenzklassen, sind.
3. Beweisen Sie folgende Aussagen:
(a) Es seien ag, (k,n € Np) reelle Zahlen mit den Eigenschaften

sup arpn| - kK € Ng p <00 un Afen, n — 00 n e Ng.
{Zy |kN} d by (k )VneN

n=0

Dann gilt

o0 o0 o
Z|bn\ <oo und lim Zakn:an.
n=0 k=yo0 n=0 n=0
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(b) Es seien agy,, (k,n € Np) reelle Zahlen mit den Eigenschaften

k—o00
n=0

Dann gilt
o o o0
Z]bn\ <oo und lim Zakn:an.
n=0 k=ro0 n=0 n=0

4. Wir betrachten den Integrationsraum (X, X', 7) mit X = Ny,

X:L<j(2)) - {f:NO —>R:Z|f(n)| <oo} und j(f)sz‘Q)(f) =
n=0

(vgl. Abschnitt 1.4). Beschreiben Sie die zugehorigen Rdume LP | 1 < p < oo

5. Esseien1<p,q<oound%+%:1.

(a) Zeigen Sie, dass fiir reelle Zahlen «a, § € [0, 00) die Ungleichung

gilt und leiten Sie daraus die Holder’sche Ungleichung (2.7) ab.
(b) Zeigen Sie, dass (Lp, ||||p) ein normierter Raum ist (vgl. Bem. 2.3).

19
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Kapitel 3

Das System der messbaren Mengen

3.1 Definitionen und Eigenschaften

Es sei (X, X, J) ein Integrationsraum. Eine Menge A C X nennen wir Integrationsbereich,
wenn aus ¢ € X stets pxa € X folgt. Die Menge aller Integrationsbereiche in X bezeichnen wir
mit I(J). Wegen oxa = ¢Txa — ¢ xa ist A € I(J) offenbar dquivalent dazu, dass aus p € X
und ¢ > 0 folgt pxa € X . Fir ¢ € X und A € I(J) definieren wir

/Aw(x) dz == J(pxa) -
Lemma 3.1 Aus A € I(J) und ¢ € M(X) folgt pxa € M(X).
Damit kénnen wir fiir ¢ € M(X) und A € I(J) das Integral
[ eardei= [ otapae s = [ ¢ @rado

erklédren, falls wenigstens eines der Integrale auf der echten Seite endlich ist.

Ein System R C P(X) von Teilmengen der Menge X heifit Ring, wenn die Axiome

(R1) 0 e R,
(R2) ABeR=AUB,A\B€eR

erfiillt sind. Der Ring R wird Algebra genannt, wenn zuséitzlich X € R gilt. Ein Ring (eine
Algebra) R heifit o-Ring (o0-Algebra), wenn

(R3) A, €eRVneN= |4, eR

n=1

zutrifft.

Satz 3.2 Das System I(J) ist eine o-Algebra.

Im Weiteren schreiben wir z.B. fiir {z € X : ¢(z) > ¢(x)} kurz {¢ > 9} .
Satz 3.3 Aus ¢, € M(X) folgt {o >} € I(T).

21
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Folgerung 3.4 Unter Verwendung der Sitze 3.2 und 3.3 folgt, dass auch die Mengen {p > ¢} =

X\{ >} {e# v} ={o> ¢} U{Y > ¢} und {¢ =9} = X\ {p #9}) 2u I(T) gehoren,
falls o, € M(X) vorausgesetzt wird.

Eine Menge A C X nennen wir Grenzwert der Folge (A4y),~; C P(X) (in Zeichen: A = lim A,,),
wenn

liminf A,, := fj ﬁ Ay = limsup A, := ﬁ D A=A
n=1k=n n=1k=n

gilt. Man beachte, dass aus (4y),~; C I(J) und A = lim A,, folgt A € I(J) (vgl. Satz 3.2). Der
folgende Satz zeigt, dass das Integral stetig beziiglich des Integrationsbereiches ist.

Satz 3.5 Aus (4,),=; CI(J), limA, = A und ¢ € X folgt

/Aw(ﬂ:) dz zlim/An o(z) dx .

Satz 3.6 (o-Additivitit des Integrals) Fs seien A, € I(J), AnNAr =0 firn#k, A=
U Ay, und ¢ € M(X) integrierbar. Dann gilt

n=1

A@(m)dng/flnw(x)d:p.

Definition 3.7 FEine Menge A C X heifst (X-)messbar, wenn x4 € M(X) gilt. Die Menge
aller messbaren Mengen A C X bezeichnen wir mit M(J). Unter dem (J-)Maf} einer Menge
A € M(J) verstehen wir die Zahl

p()i= [ xato)do.
Die Eigenschaft (E) aus Abschnitt 1.5 besagt, dass N'(J) € M(J) gilt.
Satz 3.8 M(J) ist ein o-Ring.
Lemma 3.9 Es gilt M(J) C I(J) .

Satz 3.10 (o-Additivitiat des Mafles p) Sind A, € M(J) paarweise durchschnittsfremde
Mengen, so gilt
© (U An) = ZM(An) :
n=1 n=1

3.2 Konvergenz dem Mafle nach

Satz 3.11 (Tschebyscheff’sche Ungleichung) Fs seien A € M(J), ¢ € M(X), ¢ >0 und
€ > 0. Dann gilt

u({cpi}ﬂA)Si/AsO(w)dw-
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Bemerkungen
1. Sind ¢, € M(X) und A € M(J), so folgt

{o>vInA, {p>}nA {p#¢}nA {p=v}nAeM(),

denn nach Folgerung 3.4 gilt {¢ > ¢} € I(J), so dass nach Lemma 3.1 X{o>41na =
XA * X{p>y} € M(X) folgt. Diese Uberlegung wurde bereits im Beweis von Satz 3.11
verwendet und wird auch in den folgenden Betrachtungen genutzt.

2. Im Fall X € M(7) ist die Bedingung (E) erfiillt, denn x4 = wa N xx . Auerdem gilt
M(J) = I(J), denn aus A € I(J) folgt mit Lemma 3.1 x4 = xx - x4 € M(X). Man
beachte zusétzlich Lemma 3.9.

3. Im Fall X € M(J) ist also jede Menge {¢ > a} messbar, falls p € M(X) und a € R. In
diesem Fall gilt fiir eine Funktion ¢ : X — R® sogar Folgendes:

pEMPX) < {p>aeM(TJ)VaeR

Definition 3.12 Es sei X € M(J). Eine Folge (py),>; C M(X) nennen wir konvergent

n=1

dem Mafle nach gegen ¢ € M(X), wenn @, — ¢ fir alle hinreichend groffen n erklirt ist und
lim p({lgn — ¢l >€}) =0 Ve>0
n—oo

gilt.

Folgerung 3.13 Es gelte X € M(J). Aus ¢, € L' und |¢n|, — 0 folgt dann unter Ver-

wendung der Tschebyscheff’schen Ungleichung die Konvergenz von @, gegen Null dem Mafse
nach.

Satz 3.14 (Egorov) FEs seien X € M(7J), u(X) < o0, on € M(X), |on| < oo fii. und

on —> 0 foii. Dann existiert fiir jedes € > 0 ein Xo € M(J) mit

1(Xo) <e und  sup |pu(z)] — 0.
xGX\XQ

3.3 Ubungsaufgaben
1. Zeigen Sie, dass ein Ring beziiglich des Durchschnitts endlich vieler Mengen und ein o-Ring
beziiglich des Durchschnitts abzéhlbar vieler Mengen abgeschlossen sind.

2. Es seien X eine unendliche Menge und Rg die Familie aller endlichen Teilmengen von X.
Man beschreibe den kleinsten o-Ring R, der Rg umfasst.

3. Es sei {Ry : k € [} eine Familie von o-Ringen Ry C P(X). Man zeige:

(a) ﬂ Ry ist ein o-Ring.
kel
(b) Rg, URyk, ist i.Allg. kein Ring.

(¢) Sind I=Nund R, C Rp41, n € N, so ist U Ry ein Ring, aber i.Allg. kein o-Ring.
k=1



24 KAPITEL 3. DAS SYSTEM DER MESSBAREN MENGEN

4. Es seien A, , B, , Teilmengen einer Menge X . Man beweise:

(a) Es gilt liminf A, C limsup A4,, .
(b) Gilt A, C Apt1, Bnt1 C B, n € N, so existieren A = lim 4,, bzw. B = lim B,, und
o0 o0
sind gleich U A, bzw. ﬂ B, .
n=1 n=1
(Z) Unter den Voraussetzungen von (b) seien Co,_1 := A,, und Cy,, := B,,, n € N. Man

zeige, dass dann liminf C,, = AN B gilt und dass der Grenzwert lim C,, genau dann
existiert, wenn A = B ist.

5. Wir gehen von den Beispielen 1.4 und 1.7 mit dem Vektorverband X") = Cy(R) und dem
Riemann-Integral 70 : X)) — R aus und erweitern dieses Integral zu dem vollstéindigen
Lebesgue-Integral ‘71-51) : L(R) — R, wobei L(R) := L (J1) (vgl. Abschnitt 1.4). Fiir
¢ € L(R) schreiben wir

/go(ac)dx statt JL(I)(go).
R

Diese Schreibweise verwenden wir auch fiir integrierbare Funktionen ¢ € M(L(R)). Im
Weiteren betrachten wir also den Integrationsraum (R, L(R), fR) . Beweisen Sie:

(a) Jedes Intervall der reellen Achse ist messbar, und das Maf eines Intervalls ist gleich
dessen Linge, z.B. p([a,b)) =b—a, —co <a<b< oco.
(b) Fiir —oco < a < b < 0o und jede stetige Funktion f : [a,b] — R gilt

b
) [ ra)ds = [ f@nn(a) da.

wobei (R) f; das Riemann-Integral bezeichnet.

(c) Wir betrachten den Integrationsraum ([0, 1], L([0, 1]), fol) als Einschrénkung des In-
tegrationsraumes (]R, L(R), fR) auf das Intervall [0, 1] . Man zeige, dass die Funktionen
fn € L([0,1]) genau dann dem Mafle nach gegen g € L([0, 1]) konvergieren, wenn

lim ! |fn(x) —g(l’)’
n=oo Jo 14 [fu(z) — g(2)]

dr =20

gilt.



Kapitel 4

Das Lebesgue-Integral im R"

4.1 Erster Zugang

Wie in Ubungsaufgabe 5, Abschnitt 3.3 gehen wir auch hier von den Beispielen 1.4 und 1.7
mit dem Vektorverband X1 = Co(R) und dem Riemann-Integral J @O . @) 3 R aus und

erweitern dieses Integral zu dem vollstindigen Lebesgue-Integral jL(l) : L(R) — R, wobei
L(R) := L (J") (vgl. Abschnitt 1.4). Fiir ¢ € L(R) schreiben wir

/gp(:z:)dx statt jL(l)(go).
R

Diese Schreibweise verwenden wir auch fiir integrierbare Funktionen ¢ € M(L(R)). Damit ist
uns der Integrationsraum (R, L(R), [5) gegeben.

Mit Cy(R™) bezeichnen wir die Menge der stetigen Funktionen f : R” — R mit kompak-

tem Tréger. Fiir einen Vektor z = | & ]kz

n
| sei mit |z] = Z |€x|? seine Euklidische Norm

k=1
bezeichnet.

Satz 4.1 Sind f € Co(R"") und
g:R" — R, ;vl—>/f(t,x)dt
R
so folgt g € Co(R™).

Die Aussage des Satzes 4.1 konnen wir iterieren und erhalten, dass fiir f € C(R"™) das Funktional

/ ] e s der e, (4.1)

wohldefiniert ist. Das Funktional j : Cp(R™) — R erweist sich als Integral.

Definition 4.2 Das von J™ : Co(R™) — R erzeugte vollstindige L-Integral nennen wir Le-
besgue’sches Integral iber R™ (vgl. Abschnitt 1.4). Den zugehirigen Vektorverband bezeichnen
wir mit L(R™) und das Integral mit [o, . Fir ¢ € L(R"™) schreiben wir

| oerin= [ w6 i ).

Diese Schreibweise verwenden wir auch fir integrierbare Funktionen ¢ € M(L(R™)) .

25
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Damit ist uns also der Integrationsraum (R", L(R™), fR”) gegeben.

Satz 4.3 Seien ¢ € L(R™), ¢ € L(R™) und p(x,y) = ¢(x)¥(y). Dann gilt p € L(R™™) und

/ ol ) d(z,y) = / o@)de [ (y)dy.
Rn+m n Rm

Fiir die bzgl. fR" messbaren Mengen verwenden wir statt M ( fRn) die Bezeichnung M(R") .
Folgerung 4.4 Mit A € M(R") und B € M(R™) folgt A x B € M(R"*™).

Diese Folgerung zeigt zusammen mit Ubungsaufgabe 5, Abschnitt 3.3, dass z.B. jedes Paral-
lelepiped [a1,b1] X ... X [ap,b,] wie auch (a1,b1) X ... X (an, b,) messbar und sein Maf gleich
(b1 —ay) ... (bn — ay) ist.

Folgerung 4.5 Es gilt R € M(R"), so dass nach den Bemerkungen im Abschnitt 3.2 der
Integrationsraum (R™, L(R™), [p.) die Eigenschaft (E) besitzt. Auerdem ist M(R") = I(R™) :=
I([zn), und eine Funktion ¢ : R* — R® ist genau dann messbar, wenn jede Menge {¢ > a},
a € R messbar ist.

Da jede offene Menge als Vereinigung héchstens abzéhlbar vieler Wiirfel darstellbar ist, folgt aus
Satz 3.2 die Messbarkeit jeder offenen und auch jeder abgeschlossenen Teilmenge des R™. Der
folgende Satz 4.8 charakterisiert die Messbarkeit einer Menge mittels offener und abgeschlossener
Mengen. Zur Vorbereitung seines Beweises dienen das folgende Lemma und seine Folgerung.

Lemma 4.6 Es sei (X, X,J) ein Integrationsraum. Das Integral J : X — R ist genau dann
vollstindig, wenn aus ¢ : X — R, |p| < ¢ und [(z)dx =0 folgt p € X .

Folgerung 4.7 Ist (X, X,J) ein Integrationsraum mit vollstindigem Integral, so folgt aus B C
AeN(J) stets Be N(T).

Satz 4.8 Eine Menge A C R"™ gehirt genau dann zu M(R™), wenn fir jedes € > 0 eine offene
Menge A, C R™ und eine abgeschlossene Menge A. C R™ existieren, so dass A. C A C A, und
w(As \ Ae) < e gilt.

Der folgende Satz zeigt, dass in der vorliegenden Situation die Voraussetzung (p) aus Kapitel 2
erfiillt ist.

Satz 4.9 Aus ¢,v € M(L(R"™)) und 1 < p < oo folgt p1p € M(L(R™)) und |p|P € M(L(R™)).

4.2 Zweiter Zugang

Ausgehend von den Ergebnissen des vorhergehenden Abschnittes beschreiben wir hier einen
anderen Zugang zur Maf- und Integrationstheorie iiber dem R™ im Lebesgue’schen Sinne:

(a) Fiir ein n-dimensionales “Intervall” I = I' x ... x I", wobei I/ ein beliebiges Intervall
(offen, abgeschlossen oder halboffen) der reellen Achse R ist, setzen wir

u(D) = (b1 — a1) -~ (b — an).
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(b)

()

(d)

(e)

4.3

Ist A C R™ eine offene Menge, so lésst sich diese als Vereinigung hochstens abzéhlbar vieler
(o.9]

paarweise disjunkter Intervalle A = U Ij; darstellen. Wir definieren p(A) := Z w(Iy) .
k=1
Dabei ist 1(A) unabhéingig von der gewihlten Darstellung.

Wir nennen eine Menge A C R™ messbar, wenn fiir jedes € > 0 eine offene Menge Ag C R"”
und eine abgeschlossene Menge A, C R existieren, so dass A. C A C A, und p(4,\ 4,) <
e gilt, und setzen pu(A) :=inf {u(A,) : A C A, C R", A,-offen} .

Eine Funktion ¢ : R" — R® nennen wir messbar, wenn die Menge {¢ > a} fiir jedes
a € R messbar ist.

Wir verwenden die Bezeichnungen aus dem Beweis der letzten Bemerkung im Abschnitt
3.2

k—1

meN, Akm:{Qm

k
<90—2 }ak:175m2m7 Am:{@>m}

Ist ¢ : R® — R® messbar, wobei ¢ > 0, so definieren wir

/nSD(iU)dei:ﬂ%i_{Hool +Ziﬂf4km

Sind ¢ : R® — R® messbar und eines der Integrale / ©T(z)dx oder / ¢ (z)dx

n n

/n@(l‘)dﬂi = /n <,0+(x)dx—/n o () dx.

Iterierte Integrale

endlich, so setzen wir

Ist A C R eine nicht Lebesgue-messbare Menge, so ist nach Folgerung 4.7 B = A x {0} C R?
eine Menge vom (R?)-Lebesgue-Mafl Null. Man kann aber nicht einfach

uB) = [ xotadas) = [ xa@xo) das) = [ xo0) [ xat@dedy

schreiben, weil das Integral / XA(z) dx nicht erklart ist. Wir formulieren dazu den Satz 4.10

und machen folgende Annahmen:

1.

2.

Es seien (X1, X1, J1) und (Xg, X2, J2) zwei Integrationsrdume mit vollsténdigem Integral.

Es existiere ein Vektorverband & von Funktionen ¢ : X1 x X9 — R, fiir die

JI(p) = /X2 </>(1 90($1,562)da:1> dxs € R

existiert, wobei / Y(xg) deg == Ji(v), d.h. insbesondere, dass / o(r1,.)dry € Xy
X X
YV e X gilt. Dann ikst J : X — R ein Integral, welches zu einem vollstléindigen L-Integral
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Jr, auf dem Vektorverband L(J) fortgesetzt werden kann. Also ist (X x Xo, L(J), JL)
ein Integrationsraum mit vollstdndigem Integral, welches wir auch in der Form

/ (w1, a2) d(an, v2)

schreiben.

Satz 4.10 Sei p € M(L(J)), und es existiere /go(xl,xg) d(x1,x2). Dann gilt:

(a) Fiir Ja-fast alle x9 € Xq existiert p*(xg) := / o(x1,22) dxy .
X1

(b) Man kann ¢* zu einer Ja-messbaren Funktion ¢* : Xo — R® fortsetzen. Wir haben also
p* e M(Xy).

(c) Es ist
/cp(xl,:):g) d(xy,29) = / / o(r1, 22) day drg := / 0" (z2) dzo
Xo J X1 X

unabhingig von der in (b) gewdhlten Fortsetzung.

4.4 Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie, dass das in Abschnitt 4.3, Punkt 2 mit J bezeichnete Funktional ein Integral
auf X ist.

2. Zeigen Sie, dass Co(R™) ein Vektorverband ist und durch (4.1) ein Integral definiert wird.

3. Zeigen Sie, dass jede offene Teilmenge des R? als Vereinigung hochstens abzihlbar vieler
abgeschlossener Quadrate darstellbar ist.



Kapitel 5

Maf3iraume

5.1 Mafle und Pramafle

Definition 5.1 FEs seien X eine beliebige nichtleere Menge und R C P(X) ein o-Ring. Eine
nichtnegative o-additive Mengenfunktion p : R — R® mit u(0) = 0 heifst Ma3 und (X, R, )
wird Mafiraum genannt. Den o-Ring R nennt man dann das System der p-messbaren
Mengen. Man sagt, dass der Mafraum (X, R, 1) ein messbarer Raum ist, wenn X € R gilt.

Im Kapitel 3 haben wir gesehen, dass man mittels eines Integrationsraumes (X, X', J) einen

Mafiraum (X, M(J), ) erzeugen kann. Im Weiteren lernen wir die Moglichkeit kennen, aus

einem sogenannten Pramaf ein Maf} zu konstruieren.

Definition 5.2 Fine nichtnegative Mengenfunktion p @ Rg —> R® auf einem Ring Ry heifit
oo

Pramaf3, wenn pu(0) = 0 gilt und wenn aus A, A, € Ry, AnNAg =0 firn #k und A = U A,

n=1
[e'S)

die Gleichung u(A) = Z w(Ay) folgt (bedingte o-Additivitdt).

n=1
Ist p: Rop — R® ein PréamaB, so definieren wir fiir alle A C X mittels

inf {ZN(AH) A, eRo, A | An}7
n=1

n=1

i (A) =
00, falls keine solche Uberdeckung von A existiert,

das sogenannte duflere Maf3. Eigenschaften des dufleren Mafles sind

(A1) p*(@) =0,
(A2) BC ACX = p*(B) < u*(4),

(A3) A | An, Ay C X = p7(4) < 3 it (4n),
n=1

n=1

(Ad) 1*(A) = u(A) YA € Ry.

Lemma 5.3 Fiir alle A € Ry gilt
pwr(M)=p (MNA) +p"(M\A) VM CX.
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Definition 5.4 Fine Menge A C X heifit p*-messbar (nach Caratheodory), wenn
W (M)=p (MNA)+p"(M\A) YMcCX

gilt.
Das System aller p*-messbaren Mengen A C X bezeichnen wir mit R .

Lemma 5.5 Aus A C X und p*(A) =0 folgt A € Rj.
Satz 5.6 Die Mengenfunktion p: Ry — R, A u*(A) ist ein Mafs.

Definition 5.7 Sind (X, R,u) ein messbarer Raum und f : X — R® eine numerische Funk-
tion, so heifit diese Funktion p-messbar, wenn {f > a} € R fir alle a € R gilt. Das System
aller pu-messbaren Funktionen f : X — R® bezeichnen wir mit M(pu) .

Die Bedingung {f > a} € R Va € R in Definition 5.7 ist dquivalent zu {f > a} € RVa € R, zu
{f<a} € RVaecRund auch zu {f <a} € R Va € R (vgl. Bemerkungen im Abschnitt 3.2).

Satz 5.8 Flir einen messbaren Raum (X, R, u) gilt:

(a) Aus f € M(u) folgt || € M(p).
(b) Aus (fn),oy € M(p) folgt sup fy, inf f,, limsup f,, liminf f, € M(p).

(c) Sind F : R? — R stetig und f,g € M(u) mit f(z),g9(x) € R fiir alle x € X, so folgt
h € M(u), wobet h(x) := F(f(x),g(x)).

Aus den Aussagen (a) und (c) des Satzes 5.8 ergibt sich, dass X := {f € M(u) : f(X) C R} ein
Vektorverband ist.

Definition 5.9 Fine Funktion f : X — R heif$t einfache Funktion oder Treppenfunktion,
wenn f(X) endlich ist. Die Menge aller messbaren einfachen Funktionen f : X — R bezeichnen
wir mit Me(p) -

Offenbar lisst sich jede Funktion f € M, (u) auf eindeutige Weise in der Form
m
f@) = wxe,(x)
k=1

schreiben, wobei m = m(f) € N, v, € R, 4 # 75 fiir j # k und E, € R mit E, N E; = 0 fir

m
j # k und U B, = X. Diese Darstellung einer p-messbaren und einfachen Funktion werden

k=1
wir im Weiteren immer wieder benutzen.

m
Definition 5.10 Fiir f = Z%XE’C € Mc(p), f >0 und E € R definieren wir
k=1

/ fdu:= Z'yk,u(EﬂEk) VEER.
E k=1



5.2. GRENZWERTSATZE 31

Sind f € M(u), f>0und E € R, so definieren wir

/fd,u::sup{/sdu:seMe(u),Ogsgf}.
E E

Sind f € M(u) und eines der beiden Integrale / fE du endlich, so setzen wir
E

/Efdu::/Ef*du—/Efdu.

Unter der Menge Lgp(p) der beziiglich p auf E summierbaren Funktionen verstehen wir
el = {7 emt: | [ raul <oo}

Figenschaften dieses Integralbegriffes:

1) f,geM(p),0<f<g,EeR = [pfdu< [pgdu

Dabei geniigt es f(z) < g(z) fiir z € E vorauszusetzen!
(12) AE€ER,ACE, feM(u), f>0 = [,fdu< [ fdu
(13) feM(u),m< fz) <MVzeEeR = mu(E) < [, fdu< M u(E)
(I4) feM(u),f>0,E€R :

/fd,u:() — p(En{f>0})=0 (vgl. Lemma 1.30)
E

Satz 5.11 Es sei f € M(u) mit f > 0. Fir A € R definieren wir ®(A) := [, fdu. Dann ist
®: R — R ein Maf$ (vgl. auch Satz 5.6).

Folgerung 5.12 Fiir f € Lx(u) ist die in Satz 5.11 definierte Mengenfunktion ® : R — R
o-additiv.

5.2 Grenzwertsiatze

Satz 5.13 (Beppo Levi) Es seien f, € M(u),0< fi< fo< ..., f= ILm fn und E € R.

Dann qilt
fdp= lim / fndu.
/Ev n—oo E

(I5) Fir f,ge M(p) mit f >0,g>0und o € R, E € R gilt

/E(f+g)du=/Efdu+/Egdu und /E(af)du:a/Efd,u.

(I6) Aus f,g € Lg(p) mit f,g: X — R und « € R folgt

/E(f+g)du—/Efdu+[Egdu und /E(af)du—a/Efdu.
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(I7) Aus f € Lg(p) folgt p(EN{|f]=o0}) =0.
Lemma 5.14 (Fatou) Sind E € R, f, € M(pn) und fr, >0, n e N, so gilt

/ liminf f, dp < lim inf/ fndu.
E E

Satz 5.15 (Lebesgue) Aus E € R, fun,f € M(u), f = lim f,, und aus der Existenz einer
Funktion g € Lp(p) mit |fn| < g Vn €N folgt fn, f € Lp(p) und

lim/Efnd,u:/Efdu.

5.3 Zerlegung o-additiver Mengenfunktionen

Es sei wieder (X, R, p) ein messbarer Raum. Im Weiteren werden wir von einer o-additiven
Mengenfunktion v : R — R U {oo} stets v()) = 0 fordern.

Definition 5.16 Man nennt eine o-additive Mengenfunktion v absolut stetig beziiglich p (in
Zeichen: v < ), wenn aus E € R und p(E) = 0 folgt v(E) = 0. Man sagt, dass v auf A € R
konzentriert ist, wenn v(E) = 0 fiir alle E € R mit ANE = 0 gilt. Sind v1,v2 : R — RU{o0}
o-additiv, so nennen wir v1 und vy zueinander singulér (in Zeichen: vi L vy), wenn Mengen
A1, As € R existieren, so dass A1 N Ay = 0 gilt und 11 auf A1 sowie vo auf As konzentriert sind.

Offenbar ist eine o-additive Mengenfunktion v : R — R genau dann auf A € R konzentriert,
wenn v(F) =v(ANE) fir alle £ € R gilt.

Sind v; L vp und v auf A; mit A; N Ay = () konzentriert, so folgt v1(Az) = v(A1NA) =0
und VQ(Al) = Z/(A2 N Al) =0.
Folgerung 5.17 Fir o-additive Mengenfunktionen v,vi,vs : R — R U {occ} gilt:

(a) v Lpu, o lpu=vi+wvelpu
(

b NKLKu, LK u=>rt+mu

)m<pu,valpy=1 L

)
)
)
dv<py,vipy=v=0

oo
Wir nennen g ein o-endliches Maf3, wenn Mengen A,, € R existieren, so dass X = U An

n=1

und p(4,) < oo, n € N gilt.

Lemma 5.18 Ist das Maf o : R — R® o-endlich, so existiert eine Funktion w € Lx () mit
O<w(z)<l,zeX.

Satz 5.19 (Lebesgue-Radon-Nikodym) FEs seien das Maff p : R — R® o-endlich und
v : R — R o-additiv. Dann existieren eindeutig bestimmte o-additive Mengenfunktionen v, :
R — R undvs: R — R mit

V=VUg+ Vs, Vg<p und vs Ll p.
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Es gibt eine p-f.i. eindeutig bestimmte Funktion h € Lx(u), so dass
va(E) :/ hdy VE€ER
E
gilt.

Satz 5.20 Es seien R C P(X) eine o-Algebra und n: R — R® o-additiv mit n(0) = 0. Dann
18t
ntT:R—R®, Erssup{n(Ad):AcR, AC E}

ein Maf$ auf R . Gilt n(A) < oo fiir alle A € R, so gilt dies auch fiir n* .
Im Weiteren sei  : R — R o-additiv. Dann ist auch = : R — R, E — T (E) — n(E) ein
Maf. Man nennt ™ und 1~ die positive bzw. negative Variation und n = n™ — 5~ die

Jordan-Zerlegung von . Das Ma$} || : R — R, E — nt(F)+n~ (E) heifit Totalvariation
von 7).

Satz 5.21 (Zerlegungssatz von Hahn) Es sein: R — R o-additiv. Dann existieren Men-
gen Xt e R mit XTNX =0, XtUuX™ =X und

nt(E)=nENXT), n7(E)=-nENX") VECER.

5.4 Ubungsaufgaben

1. Man zeige, das fiir ein PramaBl u: R — [0, o] gilt:

A, eR,neN, A= UAneR — M(A)SZM(AH).
n=1

n=1

(Z) Es seien F C P(X) die Familie aller Mengen, die hochstens abzéhlbar oder deren
Komplemente hochstens abzihlbar sind, und a € [0, 00] . Wir definieren

0 : A endlich,
n(A) = .
« : A unendlich.

Man zeige, dass nur fiir & = 0 die Mengenfunktion p : F — [0, 0] ein Prama$ ist.

2. Es seien R C P(X) ein Ring und p : R — [0, 00) eine additive Mengenfunktion, d.h.,
w(AUB) = u(A)+u(B) VA BER:ANB=1.

Man zeige, dass p : R — [0,00) genau dann ein Prdmaf ist, wenn aus A, € A und
Ap D Apy1, n € N mit lim A, = 0 folgt lim u(A,) =0.

(Z) Unter den Voraussetzungen von Aufgabe 2 zeige man, dass folgende Aussagen dquivalent
sind:
(a) p:R —[0,00) ist ein Préamaf.
(b) A, eR, Ay CApt1, A:=1limA, € R = limu(A,) = u(A) (Stet. von unten)
(c) ApeR, Ay D Apy1, A:=1limA, e R = limpu(A4,) = u(A) (Stet. von oben)
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3. Zeigen Sie, dass fiir o-additive Mengenfunktionen v, v1,v5 : R — R gilt:

(a) Ist v konzentriert auf A € R, so auch |v].
(b) vy L= ’Vl‘ 1 ’VQ‘
c)rvr<pu=lv|<p

4. Man zeige, dass v : R — R genau dann beziiglich p absolut stetig ist, wenn fiir jedes
e >0 ein § > 0 existiert, so dass |V|(E) < ¢ fur alle E € R mit u(E) < ¢ gilt.

5. Man zeige: Sind 7 : R — R und n1,72 : R — [0, 00) o-additiv mit n = n; — 72, so gilt
n >0t und gy >0

5.5 Produktmafle. Der Satz von Fubini

Auch ein geordnetes Paar (X,R) aus einer nichtleeren Menge X und einer o-Algebra R C
P(X) nennen wir messbaren Raum. Das entsprechende System der messbaren Funktionen
bezeichnen wir mit M(R), d.h.

MR)={f:X—R:{f>at e RVacR}.

Es seien (X,R) und (Y,S) zwei messbare Raume. Eine Menge A x B mit A € R und B € S
nennen wir Rechteck. Mit £ C P(X x Y) bezeichnen wir das System der Elementarmengen
= {U Ry, : Ri-Rechteck, Ry NR; =0 (j #k), n € N} .

k=1

Lemma 5.22 £ ist eine Algebra.

Fine Moglichkeit, ausgehend von zwei Maflien p und A auf R bzw. S ein Produktmaf zu konstru-
ieren, besteht nun darin, auf der Algebra £ ein Pramafl mittels n(A x B) = u(a)A\(B) zu erkliren
und unter Verwendung der n*-Messbarkeit nach Caratheodory fortzusetzen (vgl. Definition 5.4
und Satz 5.6). Wir beschreiben im Folgenden ein anderes Vorgehen.

Definition 5.23 Unter R ® S verstehen wir die kleinste o-Algebra, die das System R x § =
{Ax B:Ae€R,BeS} unfasst. Fiir EC X XY und xz € X bzw. y € Y definieren wir den
x-Schnitt B, bzw. den y-Schnitt EY durch

E,={yeY:(z,y) € E} bzw. EY:={xeX:(r,y)€E}.
Lemma 5.24 Aus E€ R®S folgt B, e SVre X und BY e RVyeY.

Sind f: X XY — R€ eine numerische Funktion und x € X bzw. y € Y , so bezeichnen wir mit
fz bzw. fY die Funktionen

fo Y — R y— f(z,y) und fY: X —R" z— f(z,y).
Lemma 5.25 Aus f € M(R® S) folgt

fo € M(S) Ve eX und fYfe M(R) VyeY.
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Definition 5.26 FEine Mengensystem F C P(X) nennt man monoton abgeschlossen, wenn
aus Ay, B, € F und A, C Apt1,Bpn D Bpi1, n € N, folgt

GAnE}' und ﬁBne}".

n=1 n=1

Lemma 5.27 Die o-Algebra R ® S ist das kleinste monoton abgeschlossene Mengensystem,
welches das System € der Elementarmengen umfasst.

Satz 5.28 Es seien (X, R, ) und (Y,S,\) messbare Riume mit o-endlichen Mafen p und X .
Definieren wir fir E€ R® S

vp: X — R 2= ANE;) und ¢Yp:Y — R y— u(EY),

so gilt op € M(p), Yvg € M(N) und

/@Edﬂ—/¢EdA-
X Y

Definition 5.29 Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.28 definieren wir fir E € R® S das
Mayj3

(o N(E) = [

[ M) du - / W(EY) dA.

Y

Durch Definition 5.29 wird tatséchlich ein Mafl erklart. Dieses ist auch o-endlich.

Satz 5.30 Es seien (X, R, u) und (Y,S,\) messbare Riume mit o-endlichen Mafen pu und X
sowie f € M(p®@A) = M(R®S) mit f > 0. Definieren wir

ap(m):/YfId)\,xEX und w(y):/Xfyd,u,yEY, (5.1)

so gilt g € M(p), ¥ € M(X) und

/X@du:/XXde(u®>\):/Y¢d>\. (5.2)

Satz 5.31 (Fubini) Es seien (X,R,u) und (Y,S, ) messbare Riaume mit o-endlichen Maflen
w und X sowie f € Lxxy (i ® N). Dann gilt f, € Ly (N\) fir fast alle x € X und fY € Lx(u)
fir fast alle y € Y . Damit sind ¢(x) und 1(y) aus (5.1) f.i. erklart und kénnen zu messbaren
Funktionen ¢ : X — R bzw. ¥ : Y — R fortgesetzt werden. Dabei gilt (unabhingig von dieser
Fortsetzung) ¢ € Lx (1) und ¢ € Ly (X) sowie (5.2).

Folgerung 5.32 Es seien (X, R,u) und (Y,S,\) messbare Riume mit o-endlichen Maflen
und X sowie f € M(p® A).

(a) Ist/ o dp < 00, wobei po(x) —/ (1f), dX, so folgt aus Satz 5.30
X Y

| iflawen = [ godu<oc
XxXY X

und somit f € Lxxy(n® N).
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(b) Ist also eines der iterierten Integrale

L (Lo )aue) oo [ ([ 15la ) ax

endlich, so gilt

[ ([ remaw)ae= [ rawen= [ ([ ea)ow.

Beispiel 5.33 Auf X =Y = [0, 1] betrachten wir das Lebesque-Maf$ = X\ und

= lgr(@) = grs1()]gi(y) ,

k=1

)

3=

wobei g, : [0,1] — R stetig sowie, fir 6, =1—

1
gn >0, gu(x)=0flr 0 <z <d, und 6,41 <z <1, / gn(x)dr =1, n e N.
0

f(@,y) = g1(x)q1 (y) + ng - gk-1(y)] .-

Somit folgt einerseits

) 1 9]
/ f(z,y)d —Z/ = grtr(z = (@) = gr1(@)] = g1(x),
k=1"0

k=1

1 1
/ (/ f(m,y)dy> dx =
0 0
und andererseits

1 1 0 1
/0 f(y) dz = / n=)os()ds + 3 / 91(2) 98 () — 911 ()] da

+Z — g-1(y)] =0,

k=2

/o1 (/01 f@y) dfﬂ) dy=0.

Der Satz 5.31 ist hier nicht anwendbar, weil fir (z,y) € [0m, Om+1 X [On, Ont1] gilt

also

also

gn(@)gn(y) = m=n
f(@,y) = [9m(®) = gm+1(2)]]gn(y) = § —gnt+1(2)gn(y) : m=n—-1
0 : sonst
und somit

o0 n

//[01] oy @ BN dEY) = ZZ//55 [f@,y)lde,y)=> Y 1=oc.

n=1m=1 "L+1><[5n76n+1] n=1m=n—1
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5.6 Die L”-Riume (Fortsetzung)

Wir gehen hier nochmal auf die in Kapitel 2 eingefiihrten Begriffe ein und vertiefen diese.
Insbesondere geht es uns darum, die Vollstindigkeit der LP-Rdume zu zeigen, d.h., dass jede
LP-Cauchyfolge einen Grenzwert in L besitzt. Im Weiteren seien (X, R, 1) ein messbarer Raum
und 1 <p < .

o Ist f € M(u), so folgt fiir a € R

X :a<0
p = 1
P> =1 fsat) © ano |55

also |f|P € M(u) (vgl. Bedingung (p) in Kapitel 2). Fiir f € M(u) setzen wir

= ([ \f\du>; |

Die Menge der zur p-ten Potenz summierbaren Funktionen wird dann definiert also

LP(p) = {f € M(p) : Np(f) < o0} .

Aus der Eigenschaft (I7) folgt, dass fiir f € £P'(u) und g € £P?(p) die Summe f+g¢ und das
Produkt fg p-f.u. erklédrt und endlich sind und zu messbaren Funktionen f+g¢: X — R
und fg: X — R fortgesetzt werden konnen. Im Weiteren verstehen wir f + g und fg in
diesem Sinne.

e Aus Aufgabe 2, 2. Ubung ergeben sich (Minkowski’sche Ungleichung)

Np(f+9) < Np(f) + Nplg) V[, g€ LP(n) (5:3)

und (Holder’sche Ungleichung)

Ni(fg) < Np(f)Ny(g) VfeLlP(u), geLi(p, 1<p<oo, ;Jr 61] =1. (5.4)

e Eine Folge (f,),~; € £P(p) nennt man im p-ten Mittel konvergent gegen f € LP (),
wenn lim N,(f, — f) = 0 gilt. Im fall p = 1 spricht man von Konvergenz im Mittel, im
n— oo

Fall p = 2 von Konvergenz im quadratischen Mittel.

e Wir bemerken, dass aus (5.3) die Ungleichung

[Np(f) = Np(9)l < Np(f +9) V[, g€ LP(n) (5.5)

folgt.

Satz 5.34 (F. Riesz) Sind f,,f € LP(u) und f, — [ p-fi., so gilt li_)m Ny(fn —f) =0

genau dann, wenn nh_}rrolo Nyp(fn) = Np(f) .

Lemma 5.35 Flir f, € LP(u) mit f, >0 gilt

N, (Z fn> <D Ny(fa)-
n=1 n=1
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Satz 5.36 (Lebesgue) Es seien f, € LP(u) und fr, — fo p-fi. sowie g € LP(pn) und |fn| < g
Vn € N. Dann existiert eine Funktion f* € M(u), so dass fn, —> f* p-f.i. Ferner gilt f € LP(u)
und Np(fn, — f) — 0 fiir jedes f € M(p) mit f, — f p-foi.

Wir nennen (fy,), -, mit f, € £P(u) eine Cauchyfolge in £P(p) , wenn fiir jedes € > 0 ein Index
no € N existiert, so dass Ny(fm — fn) < € fir alle m,n > nyg gilt.

Satz 5.37 Ist (fn),=; eine Cauchyfolge in LP(u), so existiert eine Funktion f € LP(p) mit
lim N,(f,—f) =0. Ferner existiert eine Teilfolge von (fy), =, . die p-f.i. gegen f konvergiert.
n—oo

n=1 ">

Beispiel 5.38 Wir betrachten auf X = R das Lebesgue-MafS ;v und definieren f, = xa, mit
Ageyy = [k275 (k+1)27%) , £ € Ng, k € {0,1,...,2° =1} . Es folgt / |fulPdp =27 — 0
R

firn =2+ k — oo, also f, € LP(u) und Ny(fy) = Np(fn — 0) — 0. Ist nun z € [0,1),
so existiert fiir jedes £ € Ny genau ein k € {O, 1,...,2¢ - 1} mit x € [k:?e, (k+ 1)2€) , d.h.,
x € Ageyy, also foryp(x) =1, aber

forgrp1(@) =0 : ke{0,1,...,2 =2},
f2z+1(a:):0 : k‘ZQZ—l,
so dass (fn ()5, firkein z € [0,1) konvergiert. Man kann i. Allg. also nur auf die Konvergenz

f.i. einer Teilfolge schliefsen (vgl. Satz 5.37).

Folgerung 5.39 Sind (fy), = C LP(u) eine Cauchyfolge und fn, — f p-f.i., so folgt f € LP ()
und Np(fn, — f) — 0.
Folgerung 5.40 Aus f,, f € LP(u), gn,g € LY(p) und li_)m Np(frn—f) = lim Ng(gn—g) =0,

l1<p<oo,=+—-=1 folgt lim Ni(fngn— fg)=0.
p q n—oo

Bemerkung 5.41 Definiert man
LP(p) :=A{[flp :={g € L) : g = [ p-fii} : f € LP(w)}

1Tl = No(F) und [fly + glp = 1f + glp alflp = [aflp, s0 wird (L), |1, ) 2u einem

normierten Raum. Satz 5.87 besagt nun, dass dieser Raum vollstindig ist (jede Cauchyfolge ist
konvergent), also ein sog. Banachraum.

Es sei noch bemerkt, dass man auch fiir p = oo einen entsprechenden Raum betrachten kann,
wenn man

LX) :={f e M(p) : FA € N(p) : sup{|f(z)| : 2 € X\ A} < o0}

und

Noo(f) = inf {sup {|f(2)] : 2 € X\ A} : 4 € N ()}

definiert.
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5.7 Parameterintegrale

Im Weiteren seien (X, R, 1) ein messbarer Raum und (E, d) ein metrischer Raum.
Satz 5.42 FEs sei f: X x E — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(a) fp € L(p) VpeE, wobei f, : X — R, 2 — f(z,p),
(b) fo: E— R, p— f(x,p) ist stetiginpy € EVz € X,
(©) 3h € L) : |f(wp)] < hiz) ¥ (z,p) € X x B
Dann ist die Abbildung
¢:E—R, pH/Xf(w,p)du(w)
stetig in po .

Satz 5.43 Es seien —0o < a < b < oo und f : X x (a,b) — R eine Funktion mit folgenden
Eigenschaften:

(a‘) fp S ﬁ(ﬂ) vp € (a7b)7
(b) fz: (a,b) — R ist differenzierbar,

(© 3n e £+ 1200 =[50 < ho) o) € X x (a0,

Dann ist die Funktion

wmm—%,pHAnwmm>

¢'(p) = /X 8fg;’ 2 ua)

differenzierbar, und es gilt
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