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Kapitel 1

Fredholm’sche Integralgleichungen

Als Beispiel einer Fredholm’schen Integralgleichung zweiter Art betrachten wir

1
u(x) - / ka)u)dy = f@), 12 <1 (1.1)

Dabei nehmen wir an, dass f : [~1,1] — C und k : [-1,1]> — C gegebene stetige Funktionen
sind. Gesucht ist eine stetige Funktion w : [—1,1] — C, die (1.1) geniigt. Mit C[-1,1] =
(C[-1,1],.|loo) bezeichnen wir den Banachraum der auf [—1, 1] stetigen und komplexwertigen
Funktionen, versehen mit der Norm

[flloo :=max {|f(z)] : =1 <2 <1} .

1
Wir definieren X := C[-1,1], [ : X — X, u— v und K : X — X, ur—>/ k(.,y)u(y)dy.
—1

Man nennt k(x,y) auch Kern des Integraloperators K . Damit konnen wir die Integralgleichung
(1.1) als Operatorgleichung
Au:=I - K)u=f

schreiben. Bekanntlich gehort der Operator K zur Menge K(X) der kompakten Operatoren,
wobei seine Norm gleich

1
1Kl x = max{/l () dy s —1 <2< 1}

ist. Aus K € K(X) folgt insbesondere, dass das Bild R(A) = A(X) = {Au : u € X} des Opera-
tors A abgeschlossen ist und dass fiir seinen Nullraum N(A) = {u € X : Au = O} die Bezichung

dim N(A) = dim N(4A") < o0
erfiillt ist. Auflerdem gilt die Fredholm’sche Alternative:
R(A)=X < dimN(4) =0
(vgl. auch [13, Kapitel 1]). Die Gleichung Au = f ist also genau dann fiir jedes f € X losbar,
wenn sie (fiir ein f € X) eindeutig losbar ist.

1.1 Separierte Kerne

Wir betrachten hier einen sogenannten separierten Kern
m
j=1

7



8 KAPITEL 1. FREDHOLM’SCHE INTEGRALGLEICHUNGEN

wobei wir voraussetzen, dass beide Systeme {aq,...,an} und {b1,...,b,} stetiger Funktionen
linear unabhéngig sind. Gleichung (1.1) schreibt sich dann als

m 1
(@) - Y a() / b()uly)dy = f(z), -1<z<1. (1.2)
j=1 -1

1

Setzen wir vy; := / bi(y)u(y) dy , so folgt aus (1.2)
-1

u(z) = f(z) + Z’yjaj(ac) :
j=1
Einsetzen in (1.2) liefert

m 1 m
> a(@) (w —/ bi(y) | f(y) + Z%ar(y)] dy) =0,
j=1 -1 r=1

so dass wegen der linearen Unabhéngigkeit der a; folgt

1
" —/_1 bi(w)
1

1
Mit den Bezeichnungen ¢; := / bi(y)f(y)dy und Kjp = / a,(y)b;(y) dy erhalten wir, dass
1 1

f(y)+Z%ar(y)] dy=0, j=1,...,m.
r=1

die Integralgleichung (1.2) éiquivglent ist zu dem linearen Gleichungssystem

m
fyj—anr%:goj, j=1....m. (1.3)
r=1
Also: Die Integralgleichung (1.2) ist genau dann eindeutig losbar, wenn die Matrix
m m
A=T-K:= [ 0; ]j7r:1 - [ Kjr ]j,r:1

reguldr ist, wobei §;, = { (1) ; ;: } .

Dabei gilt dim N(A) = dim N(A).

Beweis. Es sei v* = | v; L.:l ,s=1,...,deine Basis in N(A). Wir setzen us(z) = Z Yrar(z) .
r=1
Es folgt (vgl. (1.2))
(Aus) (2) = ) ar(e) = Y aj@)rjmi =) (7]5- - '”vjﬂf) aj(r) =0
r=1 7j=1 7j=1 r=1
fiir alle z € [-1,1], d.h., us € N(A). Ferner folgt aus
d m d
0= Zﬁsus(x) = ZZﬁsyjaj(:L‘) , xe[-1,1],
s=1 j=1s=1

wegen der linearen Unabhéangigkeit der a;(x)

d
> Byi=0, j=1,...,m,
s=1
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d
also Zﬁsfys = O und somit s =0, s=1,...,d. Damit ist dim N(A) < dim N(A) gezeigt.

s=1

m
Ist umgekehrt vg(z) = Z diaj(w), s=1,...,d eine Basis in N(A), so folgt aus
j=1

d
> 8161 =9
s=1

d
auch Bsvs(x) = 0 fiir alle z € [—1,1], also 8 = 0, s = 1,...,d. Da | §7 |.
J 1=

=1

s=1,...,d gilt, folgt dim N(A) < dim N(A). O

Dabei hat es keine Rolle gespielt, ob wir die Integralgleichung in X = C[—1,1] oder in Y :=
L2(—1,1) betrachten. Hier wird mit L?(—1,1) der Hilbertraum der quadratisch integrierbaren
(Klassen von) Funktionen f : (—1,1) — C, versehen mit dem inneren Produkt

1 P
f 9Len) = / @)l do

bezeichnet.
Auch allgemein (d.h., ohne die Voraussetzung, dass ein separierter Kern vorliegt) gilt fol-
gendes Lemma.

Lemma 1.1 Ist k: [-1,1]> — C stetig, so ist die Integralgleichung (1.1) genau dann fiir jedes
f €Y (eindeutig) inY lisbar, wenn dies fir jedes f € X in X gilt.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass K : Y — X kompakt ist, was wegen der stetigen Einbettung
X CY (dh, ||fly <cllfllx Vf € X) auch die Kompaktheit von K : Y — Y zur Folge hat.
Fir 21,22 € [-1,1] und v € Y mit |jully <1 gilt

1
[(Ku)(21) = (Ku)(z2)] < \//_1 |k(z1,y) — k(z2,y)[* dy .

Diese Abschitzung zeigt unter Verwendung der gleichmafigen Stetigkeit von k : [-1,1]2 — C,
dass die Menge {Ku : u € Y, |lully <1} eine Familie gleichgradig stetiger Funktionen ist. Es ist
leicht zu sehen, dass sie auch gleichméfig beschréinkt ist. Nach dem Theorem von Arzela-Ascoli
ist somit K : Y — X kompakt.

Damit gilt die Fredholm’sche Alternative sowohl fiir A : X — X alsauchfir 4: Y — Y,
so dass nur noch zu zeigen ist, dass dim N(A : X — X) = 0 dquivalent z7udim N(A: Y - Y) =0
ist. Wegen X C Y folgt sofort N(A: X — X) C N(A:Y — Y). Ist umgekehrt v € Y mit
Au = 0O, so folgt u = Ku € X, was zeigt, dass auch N(A: Y - Y) C N4 : X — X) gilt.

O

Wir wenden uns wieder (1.2) und (1.3) zu. Falls D := det A # 0, so gilt nach der Cramer’schen
Regel fiir die Losung von (1.3) die Formel

1 m
’Y]_Drle’f](pTa j:la"'7m7

wobei Dj, = (—1)j+’" det Aj,. und A;, der Minor von A zum Eintrag d;,. — x;, sind. Es folgt fiir
die Losung der Integralgleichung (1.2)

1
u(@) = f(z) + / () £ () dy

-1
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mit

19) = 55 303 Dejas(a)b(y)

j=1r=1

Nach obigen Uberlegungen ist A € C\ {0} genau dann Eigenwert des Operators K , wenn \
Eigenwert von K ist. Dazu braucht man nur I — K durch A\l — K und I — K durch A\l — K zu
ersetzen und zu beriicksichtigen, dass A € C genau dann Eigenwrt von K ist, wenn N (A — K)
nicht trivial ist.

Die Dimension des Eigenunterraumes von K zum Eigenwert A # 0 ist dabei gleich der
geometrischen Vielfachheit des Eigenwertes A von A . Auflerdem ist A = 0 stets Eigenwert von
K :Y — Y mit unendlichdimensionalem Eigenunterraum. Es ist ndmlich

m 1
(K@) =Y as(a) [ bilwuts)dy =0 Vare 11,
j=1 -1

1
aquivalent zu / bi(y)u(y)dy =0, j=1,...,m. Also gilt N(K) = span{by,.. bt
-1

1.2 Die Methode der sukzessiven Approximation

Wir schreiben jetzt die Integralgleichung (1.1) in der Form

1

u(e) = f@) + [ Keguydy, —1<o<
-1

bzw. u = f + Ku. Wir betrachten sie als Fixpunktgleichung und wenden die Methode der

sukzessiven Approximation an,

ug=f, upt+1=f+ Kup, n€Ny.

Zur Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes geniigt es ||K|| < 1 vorauszusetzen. Dieser

liefert uns dann
n

un:ZKijinf (n — 00),

5=0 5=0
e .
also (I — K)™! = ZKJ , was wir bereits aus Satz 0.19 (Grundlagen) wissen. Wir bemerken,
5=0

dass
1

(K f) () = / k() () dy

-1

mit k1 (z,y) = k(x,y) und

1
ki(z,y) = /_1 k(x,2)kj—1(z,y) dz

1K £l < \/ | [ e 11y

sowie

gilt.
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1.3 Die Nystrom-Methode

Auch hier betrachten wir im Raum X = C[—1, 1] die Integralgleichung
1
u(x) —/ k(z,y)u(y)dy = f(z), —-1<z<1 (1.4)
~1

mit gegebenen stetigen Funktionen k : [~1,1]2 — C und f : [~1,1] — C, die wir auch wieder

kurz in der Form
(I-Ku=f (1.5)

schreiben. Es sei uns eine Quadraturformel

n
Qn(g) = ZAnrg(xm”)
r=1
mit Ay €C, =1 <2y < Tpp—1 <...<op <1und

1
Tim Qu(9) =/_1g<x> dr ¥geX (1.6)

gegeben. Eine Naherung uy,(z) fiir u(z) erhoffen wir durch Losen der Gleichung

Un () = O A k(@ Tng i (Tny) = f(z), —1<2<1 (1.7)
r=1
zu finden. Ist v}, € X Losung von (1.7), so ist der Vektor & = [ &, ]Til = [ up () ]ril
Losung des linearen Gleichungssystems
&= Y Auek(@ng, ) = flzng), J=1,...,m. (1.8)
r=1

Ist umgekehrt & Losung von (1.8), so ist die sogenannte Nystrom-Interpolante

r=1

Losung von (1.7). Besitzt (1.7) nur eine Losung, so gilt dies offenbar auch fiir (1.8). Besitzt
umgekehrt (1.8) genau eine Losung | &, ]Til , so folgt fiir jede Losung u}(z) von (1.7), dass
wh(xpr) =&, r=1,...,n gilt, d.h.,

UZ(ZC) = f(l‘) + Z )\m«k‘(.%, xnr)g;:r :

r=1

Die beiden Gleichungen (1.7) und (1.8) sind also gleichzeitig eindeutig losbar oder nicht. Defi-
nieren wir

Kp: X — X, wr Y Ak @)z,
r=1
so ist (1.7) dquivalent zu
(I —Kp)up,=f. (1.9)

Nun ergeben sich folgende Fragen:
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(F1) Existiert ein ng € N, so dass (1.9) fiir alle n > ng eine eindeutige Losung besitzt?

(F2) Wenn (F1) mit ja beantwortet werden kann, gilt dann |u}, — u*||,, — 0, wobei u* € X
eine Losung von (1.5) ist?

Zur Beantwortung dieser Fragen fithren wir den Begriff einer Folge kollektiv kompakter Operato-
ren ein. Im Weiteren bezeichnen wir mit L(X) (bzw. L(X,Y)) die Menge der linearen Operatoren
von X nach X (bzw. von X nach Y), mit £(X) C L(X) (bzw. L(X,Y) C L(X,Y)) die Teil-
menge der beschrénkten linearen Operatoren und mit £(X) € £(X) (bzw. K(X,Y) C L(X,Y))
die Teilmenge der kompakten Operatoren, wobei wir voraussetzen, dass X und Y Banachridume
sind. Mit K, — K bezeichnen wir die starke Konvergenz von Operatorfolgen, d.h.,

K, — K < le |Kng — Kg|| =0VgeX.

Eine Folge (K,),=; von Operatoren K, € L(X) nennt man kollektiv kompakt, wenn die
Menge
{Kng:9€X,|g|l <1,neN}

relativ kompakt in X ist. Es folgt sofort K, € K(X) und ||/, | < M < oo fiir alle n € N und
eine gewisse Konstante M .

Satz 1.2 Es seien X ein Banachraum, K, K, € L(X), f € X, die Folge (K),=; kollektiv
kompakt und K,, — K . Dann gilt:

(a) lim [[(K, — K)K, | =0.

(b) Ist dim N(I — K) =0, so existiert ein ng € N, so dass die Gleichung (1.9) fir alle n > ng
eine eindeutige Losung u), € X besitzt. Dabei gilt

Jup, — "] < || Knu® — Ku™||, n > ng
mit einer von n und f unabhdingigen Konstanten c € (0,00), wobei u* € X die eindeutige

Lésung der Gleichung (1.5) ist.
Beweis. Wir setzen A, := {K,f: feX, | f|| <1} . Es folgt

[(Kn = K) Ky = sup {|[Kn — K)g| : g € An} .

Aus K,, — K und dem Theorem von Banach-Steinhaus (siehe Grundlagen, Satz 0.16) folgt
sup {||K, — K| : n € N} =1 M < oco. Wir nehmen nun an, dass es ein ¢ > 0 und eine Folge
no := 0 < n1 < ng < ... natiirlicher Zahlen sowie g € A, gibt, so dass ||(K,, — K)gk| > ¢,

[e.e]
k € N gilt, wobei wir wegen der relativen Kompaktheit von U A, annehmen konnen, dass

n=1

gr — ¢ in X fiir ein g € X erfiillt ist. Es folgt der Widerspruch

0 <e < [|(Kn, — K)(gr — 9l + [[(Kn,, = K)g]|

< Mg, = gll + (K, = K)gll — 0 (k — 0),

so dass die Aussage (a) bewiesen ist.

Aus K,, — K folgt {Kg:g9€ X, |gll <1} C {Kng:9€X, |lg]| <1, n €N} und somit
K € K(X). Die Voraussetzung N(I — K) = {©} liefert zusammen mit der Fredholm’schen
Alternative (siehe [13, Satz 1.1]) und dem Satz von Banach (siche Grundlagen, Satz 0.21) die
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Existenz des inversen Operators (I — K)~! € £(X). Wir setzen a := H(I - K)_IH . Nach dem
bereits Bewiesenen existiert ein n, € N, so dass a ||(K,, — K)K,|| <y <1Vn > n,. Ferner gilt

I+ -K)'K,|(I-K,)=I-K)"I-K+Ky,I—-K,)
—(I-K)'I-K+K, - K, + (K - K,)K,]
=I4+(I-K) YK -K,)K,=1-E,

mit [|E,|| <y <1Vn>n,. Es folgt fiir n > n,
I-E) 'I+I-K) 'K, (I-K,)=1I

und somit N(I — K,,) = {0} . Nochmalige Anwendung der Fredholm’schen Alternative zeigt
damit die Existenz des inversen Operators (I — K,)~! € £(X) fiir n > n., wobei

I-Kp) '=I-E) ' [I+I-K) Ky
gilt. Aus u* — Ku* = f = v}, — Kyu}, folgt nun v* — v} — (Ku* — K,u}) = ©, also
ut —uy — Kp(u* —uy) = (K — K,)u™.
Das ergibt u* — u} = (I — K,,) (K — K,)u* und

\I + (I - K)*lKnH

T e

(K = Kn)u™||

was wegen der gleichméfiigen Beschréinktheit der Normen der K, den Beweis der Aussage (b)
komplettiert. O

Wir zeigen nun, dass Satz 1.2 auf die Gleichung (1.4) im Raum X = C[—1, 1] zusammen mit
der Nystrom-Methode (1.7) anwendbar ist:

n
1. Aus ||Qnllx- = Z |Anr| und der Voraussetzung (1.6) sowie dem Theorem von Banach-
r=1
Steinhaus folgt die Existenz einer Konstanten v € (0, 00), so dass

n
> Al <7y, neN,
r=1

2. Aus [(Kng)(@)] < ) Parllk(@, o) llg(@nr)| < [[Kll 9]l folgt

r=1
1Kl <50 = vkl 5 Ikl = sup {Ik(z, )| : (z,y) € [-1,1]*} .

3. Die Menge {K,g:9 € X, ||g|l, <1, n € N} ist somit gleichméBig beschrénkt und auch
gleichgradig stetig, denn fiir z1, zo € [—1,1] gilt

|(Kng)(21) = (Kng)(@2)| = | Y Mar [k(@1, 2nr) = k22, 20r)] 9(@0nr) | < 7 9l
r=1

falls |z — @2 < § = d(¢) . Somit ist die Folge (K,,),=; kollektiv kompakt.
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4. Nach Voraussetzung gilt fiir g € X
(Kng) (@) = Qu(k(z,.)9) — (Kg)(x) Y€ [-1,1].

Wir nehmen an, dass ein € > 0 existiert, so dass fiir jedes k € N ein ng > ng_1 (ng :=
0) mit der Eigenschaft existiert, dass ||K,,g — Kg||., > ¢ gilt. Wegen der kollektiven

o
Kompaktheit der K, besitzt (Kp, ), eine konvergente Teilfolge (Knkj g) -, fiir die

lim <Knk g) (z) = (Kg)(z) Vae[-1,1]

J—00 J

gilt. Es folgt HKnkg — KgH — 0 fiir j — oo im Widerspruch zur Definition der Folge
J o)

der K, . Also gilt ||K,g — Kg||., — 0Vg e X.

5. Unter der Voraussetzung, dass die Gleichung (1.4) fiir f = 0 nur die triviale Lésung besitzt,
liefert Satz 1.2

1

D Ak (@, ) () — / k(x, y)u(y) dy
r=1

-1

luy, — u*|l o < ¢ max ; n=ng,

—1<z<1

wobei u* und u} , n > ng die eindeutigen Losungen von (1.4) bzw. (1.7) sind.

1.4 Gewichtete Rdume stetiger Funktionen

Mit v79(z) = (1 —2)7(1 + 2)%, —1 < & < 1 bezeichnen wir ein sogenanntes Jacobi-Gewicht.
Wir setzen voraus, dass 0 <y < 1,0 < 9§ <1 gilt, und definieren den Raum 6%5(—1, 1) als den
Raum der stetigen Funktionen f : (—1,1) — C, fiir die (v79 f)(z) auf [~1, 1] stetig fortsetzbar
ist, d.h., es existieren die endlichen Grenzwerte w_}iflaw v (z) f(x), die wir mit (v70f)(£1)

bezeichnen. Versehen mit der Norm

[ floo,q6 = max{‘(v%af)(x)’ —1<x < 1} = sup{‘(v'y"sf)(x)‘ —l<ax< 1} ,

wird (é%g(—l, 1)
Wir betrachten im Raum X := 6775(—1, 1) eine Integralgleichung der Gestalt

, ||.||Oo’%5> zu einem Banachraum.

1
u(x) — /_1 E(z,y)u(y)dy = f(x), —-1l<z<l1 (1.10)

zusammen mit der Nystrom-Methode
n
Un(2) = O Anrk (@, Tpg i (Tny) = f(z), —1<a<1. (1.11)
r=1
Folgende Voraussetzungen seien erfiillt:

(A) Die Funktion k : [-1,1]2 —» C ist stetig, wobei

k(z,y) = v ()k(z, y)v*’ (y)

umd 0<a+v<1,0<8+6<1.
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(B) Die Quadraturformel

n
g = Z /\m“g(l'nr)
r=1

1

konvergiere auf allen Funktionen g € (~3a+%5+5(—1, 1) gegen das Integral / g(z)dx.
-1

Aus (A) folgt K € £(X) mit X = 6%5(—1, 1), und aus (B) folgt die Existenz einer Konstanten
M € R mit

n

[Anr|
D amsiigy SM YneN.

r=1
Die Folge der Operatoren K, : X — X mit

n

(Kng) (.13) = Z )\m"k;(xu l'nr)g(xnr)

r=1

erweist sich als kollektiv kompakt und stark konvergent gegen K : X — X,

1
(Kg)(x) = / Kz 9)g(y) dy .

1
Begriindung: Aus (A) folgt

1 " " 1
1K / e ul) dy] < |7l / ) dy

sup

007,06 —
ze(—1,1)

_ 1
und somit HKHEJ%(;HEJ%(; < Hk”oo/_l U_Oé—%—ﬁ—é(y) dy. Aus (B) folgt

HQnHCa+ ﬂ+5_>(C_M<oo VneN,

wobei

n

A
9llco,aty,840 < 1} =D VoA ()

r=1

Z Anrg(xm“)

r=1

HQnHéa-&-%ﬁ-Hs_)(C o {

Die Menge {v7’5Kng gl
dig stetige Funktionenfamilie. Fiir [|g[|, ., s <1 und z1, 22 € [~1,1] gilt némlich

o < 1} ist eine auf [—1, 1] gleichméfig beschrankte und gleichgra-

U%(S(-Tl) Z )\nrk(-rb l'm")g(-rnr) - 0%6(1‘2) Z )\nrk(x% xnr)g(xnr)
r=1 r=1

[ Anr| =
< Z = ﬁzg ‘k xlyxnr) - k(x27xn7’)

< Mmax{‘%(azl,y) —E(xz,y)‘ vy € [-1, 1]} )

so dass fiir die gleichgradige Stetigkeit nur noch die gleichméfige Stetigkeit von K [-1,1]2
C zu nutzen bleibt. Die gleichméflige Beschrénktheit folgt bereits aus der gleichméBigen Be-
schrianktheit der K, : C, s — C, 5. Somit bleibt noch die starke Konvergenz der K, in C, s

zu zeigen. Nach Voraussetzung gilt fiir g € 6%5

v (2) (Kng) (2) = Qu (Ra, o™ "Pg) — 179(2) (Kg) (2) Vo € [-1,1],
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weil v~ Pg € (~3a+%5+5 und somit auch E(m, Y~ Bg € éa+%5+5 gilt. Alles Weitere ergibt
sich wie in Abschnitt 1.3, Punkt 4.

Damit kénnen wir Satz 1.2 auf (1.10) und (1.11) im Raum X := (~3%5(—1, 1) anwenden,
falls die Voraussetzungen (A) und (B) erfiillt sind.

Abschlieend bemerken wir noch, dass die Menge der algebraischen Polynome im Raum
6%5(—1, 1) nicht dicht ist, aber im abgeschlossenen Teilraum

C,s(—1, 1):=

{g € 6%5(—1, 1): (v%(sg) (1-0) =0, falls v > 0; (v”’ég) (=1+0)=0, falls § > O} )

1.5 Schwach singulire Kerne

Den Kern k : [-1,1]2 — C des Integraloperators K mit
1

(K@) i= [ Kw.)g(w)dy (1.12)

—1
nennt man schwach singulér, falls er auf [—1,1]* \ {(z,y) € R? : = y} stetig ist und die
Bedingung

k()| < cle—y|™ V(zy) €[-L17 1z #y (1.13)
mit Konstanten ¢ € R und 0 < o < 1 erfiillt.

Lemma 1.3 Sind X ein normierter Raum und Y ein Banachraum, so ist K(X,Y) ein abge-
schlossener linearer Teilraum von L(X,Y).

Beweis. Esseien A:={Kzx:z X, ||z|| <1}, K,, € K(X,Y) und lim | K,, — K|| = 0 sowie ¢ >
0 beliebig. Fiir § := § existiert ein ng € Nmit || Ky, — K[| <§.8ei N := {Kyx; :j =1,...,mo}
ein endliches -Netz fiir Ay := {Kp,x: 2 € X, [|z|| <1} . Somit existiert fiir jedes x € X mit
|lz]| <1ein j, € {1,...,mo} , so dass ||Kp,x — Kpozj, || < ¢. Es folgt

1Kz = Kngj, || < K = Knol| + [ Ko = Knowj, || <e,
so dass IV ein endliches e-Netz fiir A ist, woraus K € IC(X,Y) folgt. O
Satz 1.4 Sind X := C[-1,1] und k : [-1,1]> — C schwach singulir, so ist K : X — X,
definiert in (1.12), kompakt.

Beweis. Ist g € C[—1,1], so existiert (Kg)(z) fiir alle x € [—1,1] als uneigentliches Integral.

Wir definieren
<t

IN

o
= O
—_ N

= A

)
)

t

IN

<t,
und )
() = { x(nle =y k(z,y) : (2y) €[5 2 #y, }
0 : r=ye€[-1,1].
Wegen x(t) <t Vt > 0 folgt |kn(z,y)| < enjz — y|'~%, so dass ky, : [~1,1]> — C fiir jedes
n € N stetig ist. Auflerdem gilt

1
(Kg)(&) — (Kng)(a)] = \ [ )~ haloto) dy\

x+%
<20 / o~y dylgll.. ,
T

1

[ )~ bt ot dy

1
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wobei

IE—‘,—% x
/ [z —y[™dy = /
x—% T—

flir n — oo gilt. Es bleibt Lemma 1.3 anzuwenden. O

ety 2 /1\'™®
(fv—y)‘ader/ (y—x) %dy = () —0

" l—a\n

S|=

Wir versuchen nun den Operator K in (1.12) durch Operatoren der Gestalt

(Kng)(z) = anr(w)g(xnr) (1.14)
r=1

mit stetigen Funktionen wy, : [-1,1] — C und —1 < x,,, < ... < x,1 < 1 zu approximieren.
Dazu verwenden wir folgendes Lemma.

Lemma 1.5 ([30], Section 2) Sei X := C[—1,1]. Die Operatorfolge (Ky), >, aus (1.14) ist
genau dann in X kollektiv kompakt und stark konvergent gegen K aus (1.12), wenn

1

(K1) h_)m Zwm(:n)g(xm) = / k(x,y)g(y) dy fir alle x € [-1,1] und alle g € X
n oor:1 1

und

T—T0

n
(K2) lim sup {Z |lwnr (2) — wnp(x0)| 1 € N} =0 fir alle z9 € [-1,1]
r=1
gilt.
n

Beweis. Wir setzen wy () := Y _ |wnr(x)] . Es folgt |(Kpng)(2)| < wn(z) [|g]l o und somit || K[| <

r=1
lwnllo - Fiir e >0 und € [—1, 1] definieren wir die stetige Funktion g, 7 : [-1,1] — C durch
die Bedingungen

Wiy (T)

=—D"— r=1,...,n,
|lwnr (Z)| + €

ge,i(l'm")

und die Forderung, dass g. 7 auf [z, y41, Z,,] linear ist. Dann ist H gE@HOO <1 und

RPN o 2 G |
(Knge,x) (z) = Z = =: wnﬁ(x) .

Es folgt HKnQaEHOO > wpe(7) fiir alle 2 € [—1,1] und somit ||K,[| > [|wnell, Ve >0.
Wir nehmen nun an, dass (K1) und (K2) erfiillt sind. Fiir g € C[—1,1] und ||g||,, < 1 sowie
x,xo € [—1,1] gilt nun wegen (K2)

|(Kng)(2) — (Kng)(20)| < ) lwnr (@) — war(z0)| < e
r=1

fur alle z € [-1,1] : |z — xo| < 0 = 0(e,x0). Also ist {K,g:g € C[-1,1], ||lgll, <1, neN}
gleichgradig stetig in jedem zy € [—1, 1], woraus die gleichgradige Stetigkeit dieser Menge auf
[—1,1] folgt (siehe Ubungsaufgabe 1.6). Aus (K1) folgt (K,g)(z) — (Kg)(z)Va € [~1,1]. Wir
nehmen an, dass diese Konvergenz nicht gleichméflig ist, d.h., dass ein € > 0 existiert, so dass
es fiir jedes k € N ein ny, > ng_1 (np := 0) und ein z € [—1, 1] gibt mit

|(Kn9)(@r) — (Kg)(xp)| = €.
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Dabei konnen wir annehmen, dass x, — «* fiir ein * € [—1,1] und £k — oo gilt. Es existieren
ein § > 0 und ein ky € N, so dass

(Eug) (1) = (Kug)(z2)| < 5. (Kg)(@1) = (Kg)(@2)| < 5 Varzn € [FL1] o — o] <.

* * * 2
|z — 27 <& und  |(Kny9)(27) = (Kg)(@")| < 5

gilt. Es folgt

(K, 9) (ko) — (K g) (k)

< | Ky 9)(@ny) = (Knyy9)(a)

+ | (K 9) (@) — (Kg)(a")

+ [(Kg)(2") — (Kg)(zx,)| < e

im Widerspruch zur Konstruktion der Folgen (nj) und (zy) . Also gilt nh—>Holo | Kng — Kgl|l.o =0
fir alle ¢ € C[-1,1], woraus auch ||K,|| < M < oo Vn € N folgt. Damit ist die Men-
ge {Kng:g9¢€C[-1,1], [lg]|,o <1, n € N} auch gleichméBig beschréinkt und somit die Folge
(Kp),=, kollektiv kompakt.

Es seien nun (K,,),~; kollektiv kompakt und K, — K in X = C[-1,1]. Es folgt sofort
(K1) wegen ||Kp,g — Kg||,, — 0 fiir alle ¢ € X. Aus der kollektiven Kompaktheit folgt die
gleichgradige Stetigkeit der Familie {K,g: g € X, ||g|| <1, n € N} , also

lim sup sup  |(Kng)(z) — (Kng)(zo)| = 0.
T neN geX,|lgll<1

Offenbar ist

sup [(Kng) (@) = (Kng)(20)| < Y lwnr (@) — war(20)] -
geX,[lgl<1 =1

Wie oben kénnen wir sogar die Gleichheit zeigen. Daraus folgt (K2). O

Ubungsaufgabe 1.6 Zeigen Sie, dass sich aus der (lokalen) gleichgradigen Stetigkeit einer
Folge von Funktionen f, : [-1,1] — C in jedem Punkt x¢ € [—1,1] die (globale) gleichgradige
Stetigkeit dieser Folge ergibt.

Wir geben nun eine Moglichkeit an, wie man zu geeigneten Approximationen der Gestalt (1.14)
kommen kann. Gegeben seien uns ein stetig in L! = L'(—1,1) eingebetteter Banachraum Z,
d.h., es existiert ein y9 € R mit || f|l;1 < ||fllz ¥V f € Z, und eine Quadraturformel

QLg = Ar(Fg@nr), —1<apn <... <am <1 (1.15)
r=1

mit der Eigenschaft

1
im Qo= [ fWewdy VgeX:=Cl-11, VS ez, (1.16)
n—00 1
wobei A\, € Z*, r =1,...,n gelte. Unter diesen Voraussetzungen wollen wir dann in (1.14)
wnr(m) = )‘nr(sw)kO(x7mnr) (117)

setzen, falls der Kern des Integraloperators K in der Form k(z,y) = s(Jx—y|)ko(x, y) mit stetigen
Funktionen kg : [~1,1]> — C und s : (0,00) — R geschrieben werden kann, wobei

ls() <mlt]™*, 0<a<l und sz(y)=s(lz—1y). (1.18)
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Lemma 1.7 ([30], Theorem 2) Gilt neben (1.16) auch s, € Z Vx € [—1,1] und

Ilgn |82 — 82ollz =0 Vao e [-1,1],

so sind mit der Definition (1.17) die Bedingungen (K1) und (K2) aus Lemma 1.5 erfiillt.
Beweis. Fiir g € X := C[—1, 1] gilt auch ko(z,.)g € C[—1,1], so dass

anr(x CCnr Z)\m" Sx kO LU xnr xnr —>/ kO l' y (y) dy = (Kg)(:t)
r=1

fiir alle € [—1,1] aus (1.16) und s, € Z folgt. Also is (K1) erfiillt. Zum Beweis der Giiltigkeit
von (K2) definieren wir A, : Z — X* durch

Z Anr !an .

Es folgt A € £(Z,X*), da [Anfllx- < Y l[Anrllz- [ fllz gilt. Aus (1.16) und dem Prinzip der

r=1
gleichméfBigen Beschridnktheit folgt nacheinander

sup{|(Anf)(9)| :meN} <0 VgeX,VfeZ,
sup{[[A\nfllxs :meN}<oo VfeZ,

M = Sup{HAnHZﬁX* ‘ne N} <0,

> (D] = [Anf]
r=1

« <M|fl, YfE€Z, VneN,

n

Zp\nr(f) _)\nr(fO)‘ S MHf_fOHZ vaf(] € Z, V’I’L € Nv

r=1

Z ’wnr(x) - wm"(xO)’ = Z |)\nr(sx)k0(w7 xnr) - )\nr(sxo)k[)(xm xnr)’
= r=1

n

< Z |)\m"(8:r) - )\nr(sxo)| |k‘0(l‘, xm“)| + Z |>\nr(5xo)| ‘k0($a$nr) - kO(x07xm")|

r=1 r=1
< M|55 — sagll Rollog + M szl ko, . = ko(zo, Yoy — 0 (z — 20),
was zu zeigen war. ]

Abschlielend betrachten wir eine Methode zur Konstruktion von Quadraturformeln Q{L der Ge-
stalt (1.15) mit der Eigenschaft (1.16), die sog. Produktintegrationsmethode . Mit (L, g)(x)
bezeichnen wir das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom vom Grad < n, welches den
Bedingungen (L, g)(nr) = g(xny), 7 = 1,...,n geniigt, also

= Z g(xnr)gnr(x)
r=1

mit den Lagrange’schen Grundpolynomen /¢, (x) bzgl. der Knoten {zy, :7=1,...,n} . Wir

definieren
ng = / f ) T,
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1
d.h. A\ (f) = / f(2)y(x) dz . Als Voraussetzung geniigt vorerst f € LY(—1,1).
-1

2r —1

2n
d.h. die Nullstellen des n-ten (normierten) Tschebyscheff-Polynoms erster Art

Beispiel 1.8 Wir wdhlen die Tschebyscheff-Knoten x,, = z7. = cos

m,r=1,...,n,

ﬁ : n=0,

Tnlw) = \/gcos(ns) tn>1,

wobei x = cos s zu setzen ist. Fir Funktionen g € C[—1,1] und g > 1 gilt (vgl. [18, Cor. 4.2])

. 1 ¢ dr
lim_ 4{|(Ln9)cr)_'g(x” N

Somit kann man fir Z den stetig in L'(—1,1) eingebetteten Banachraum

7 - {h EL': |hll, = </11 ()P (1—22)"7 dm); < oo}

fiir ein p > 1 verwenden. Dabei ergibt sich die stetige Einbettung von Z in L'(—1,1) aus

wobet wir die Holder’sche Ungleichung

[ ([ o) ()

angewendet haben. Die Giiltigkeit von (1.16) folgt analog aus

0. (1.19)

S

\ing - [ f@o@dd] < [ 1@ - ool da

1 2 p—1 % 1 dx é
< 2)|P(1—2z°) 2 dx / L,g)(x) — :1;‘1>
< ([ rra-a ) ([ 1@om - swr 2
und (1.19).
P . o 1n|33_y| L . . . 2
Beispiel 1.9 Sei k(z,y) = ———= ko(z,y) mit einer stetigen Funktion ko : [-1,1]° — C.

V1—19y?
Wir verwenden die Produktintegrationsmethode mit den Knoten x9,. aus Beispiel 1.8 und berech-

nen
_ Infz—y|

N

Anr(8z)  mit sz(y)

Wir schreiben dazu (Lyng)(x) in der Form

n—1
(Lng)(x) = Z Bm(g)Tm('r) )
m=0
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wobei wegen der Orthogonalititsrelationen der T, (x) und der algebraischen Genauigkeit der
entsprechenden Gauf’schen Quadraturformel

! dx
Bnl) = [ (Lag)@)Tn(o) 2 = Zga:m ()

-1

gilt. Es folgt

n

n—1
T
o Z Z T (@nr) T () 9 (20r )
r=1m=0
so dass

Anr 390 = Z/ Sz dyT (xnr)a r=1,...,n

gilt. Unter Verwendung der Formeln (vgl. [6, S. 296] oder [17, (5.2)])

1 —rln2Tp(x) : m=0,
dy
/llnlfv—lem(y) =

1—y? —le(ac) : m>0,
m
erhalten wir
71'2 1 n—1
Ar(52) = 2T (2nr)To(2) + — > Ton(@nr) Ton ()
m m=1

1 m(2r — 1)
In2++v2 Z — cos (7‘() cos(ms)] , X =COSS.
m=1 m

2n

1.6 Volterra’sche Integralgleichungen

Wir betrachten nun eine Volterra’sche Integralgleichung der Gestalt
X
uw) -~ [ Kol dy = f@), —1<a< (1.20
~1
mit einer stetigen Funktion &k : {(z,y) e R*: -1 <y <z <1} — C.
Satz 1.10 Die Gleichung (1.20) hat fiir jedes f € X := C[—1, 1] eine eindeutige Losung u € X .

Beweis. Der Integraloperator in (1.20) ist ein schwach singulérer mit & = 0 in (1.13). Nach Satz
1.4 brauchen wir also nur noch zu zeigen, dass fiir f(z) = 0 die Gleichung (1.20) nur die triviale
Losung besitzt. Es seien also

u(z) = / k(z,y)u(y)dy, —-1<z<1 (1.21)
-1
und M := ||k||, . Wir zeigen die Giiltigkeit von

M™ ||uf|o (x+1)"
n!

u(e)] <
Fiir n = 0 ist (1.22) offenbar richtig. Gilt (1.22) fiir n = m, so folgt aus (1.21)

M lu v MY | (x+ 1)+
I IIOO/ (y+1) dy = lulloo (= +1)
n! . (n+1)!

, —1<z<1,neN. (1.22)

—1<x<1.

u(z)| <

I

Mit n — oo erhalten wir u(z) =0. 4
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Folgerung 1.11 Der Spektralradius r(K) := sup {|\| : A € o(K)} des Volterra-Operators K :
X — X mit X = C[-1,1] und

(k@) = [ Kz, y)uly) dy

mit stetigem Kern k(x,y) ist gleich Null.

Aus dieser Folgerung kann man schlielen, dass die Methode der sukzessiven Approximation
Upt1 = Ku, + f, neNy (1.23)

fiir jedes ug € X in der Norm des Raumes X = C[—1, 1] konvergiert. Allgemein gilt ndmlich fiir
A € L(X), X ein Banachraum:

1. Konvergiert fiir ein A € C\ {0} die Reihe

oo

> oata (1.24)

j=0
in der Operatornorm, so ist ihre Summe gleich (A\I — A)~*.

2. Fir Ao € p(A) (Resolventenmenge von A) und A € C mit |A — Ag| - H()\UI— A)_IH <1
konvergiert
S0 = N [ — A)71
=0

J=

in der Operatornorm gegen (A — A)~!. Damit ist die Abbildung
p(A) — LX), A= (M —A)!

holomorph. Da die Reihe (1.24) fiir |A| > || A|| konvergiert, ist sie die eindeutig bestimmte
Laurentreihe fiir (Al — A)~! im unendlich fernen Punkt und somit konvergent fiir alle
A€ Cmit A >r(A).

3. Aus (1.23) folgt
n—1 ' e '
un =K"ug+ Y Kif — Y Kif=(I-K)f,
j=0 j=0

dad=1¢€ p(K).

Eine spezielle (schwach singuldre) Volterra’sche Integralgleichung ist die Abel’sche Integral-

gleichung (erster Art)
" u(y) dy
I fz), x>0 (1.25)
/0 (z —y)* (
mit 0 < a < 1und f € X = C[0,00) . Nimmt man an, dass (1.25) eine stetige Losung besitzt, so
z

)a—l

erhélt man durch Multiplikation mit (z —x und Integration / dx beider Seiten von (1.25)

0
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wobei man auf der linken Seite die Integrationsreihenfolge vertauschen kann, so dass diese gleich

/oz /yz (x — y)ac(l:_ z)l-a u(y) dy

z—
z2=Y

z dx ! dw T
/y (x —y)o(z —z)l-> /0 (1 —w)ewl-o Bla,1 —a) =T(@)T(1 —a) = sin(ma)

mit der Betafunktion B(c, ) und der Gammafunktion I'(a)) = / e ™ dz . Es folgt
0

/Ozu () dy — S0 /0 ( f(z) da

v z—x)l—o

liefert

ist. Die Substitution w =

und mittels Differentiation

_sin(ra) d [T f(y)dy
u(x) = ———= /0 7(

@), G (1.26)

bzw. unter der Voraussetzung f' € C[0, 00)

ate) = DL LLIOEZIN L e ) ay

T dz

@ 0
- Sin(ﬂm) % {f((Zma + ;/Ox(w —9)*f'(y) dy}

_ S [10), [ L],

T xlfa T — y)lfa

Bemerkung: Formel (1.26) kann man auch durch Anwendung der Laplace-Transformation
auf die Gleichung (1.25) gewinnen. Unter der Laplace-Transformierten U(s) einer Funktion
u : [0,00) — C verstehen wir die Funktion U : (0, 00) — C, die durch

U(s) = /0 " e u(y) dy

definiert ist, wobei 0 = si(u) im Allgemeinen von u abhingt. Auf (1.25) angewendet folgt

U(s)K(s) = F(s), wobei
o0 d o0
K(s) = / efsy—g = 30‘1/ e Tx %z = safllﬂ(l —a).
0 Yy 0
Wir erhalten

s)st—@ s)st T (« sin(ma
vls) = ?EB— Q) ?Ea))F(l E(a)) = T s )

Anwendung des Faltungs- und des Differentiationssatzes fiir die Laplace-Transformation liefern
wieder die Formel (1.26).
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Kapitel 2

Wiener-Hopf’sche
Integralgleichungen

In diesem Kapitel interessieren wir uns fiir Gleichungen der Gestalt
x
u(z) — / k(x —y)u(y)dy, 0<z<oo, (2.1)
0

wobei k € LY(R) gelten soll.

2.1 Faltungsoperatoren

Mit ||.||,, bezeichnen wir die Norm in LP(R) oder in L?(0, c0), d.h.

Hpr=</ \f(x)\pdw)p oder Hf\l,,=</0 rf<w>|de)P, 1<p<oo.

Lemma 2.1 (Young’sche Ungleichung) Es seien f € LP(R), g € LYR), p > 1, ¢ > 1,
1,1 1_1.,1_
oo
ha) = (F+9)(a) = [ o~ p)alv)dy
—00
die Faltung der Funktionen f und g. Dann gilt
121l < LFIL, gl -

1 1
Beweis. Fiir reelle Zahlen A, y, v € (1,00) mit X+—+— = 1 folgt mittels zweifacher Anwendung
woov
der Holder’schen Ungleichung die Abschétzung

| r@g@ni) s

—0o0

At

/ |f<x>g<x>|mdw) v (/ rh<w>|”dm)"

(
( / Z|f(x)\>‘dx> S ( /Z ‘g(x)’MdQC) e ( /O; \h(mma?)i
([ sera)) ([ woran) ([~ wors)

25

IN

IN
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Schreiben wir

ﬁ\*—‘

)

£ =)l o)l = £~ )1 o) 217~ )G g 3)

so folgt

(f*g)@)] =< (/OO \f(x—y)lp\g(y)!qdyy'

— 00

' </_Z e =) dy) ' (/_Z 9@ G ) dy)i .

=

1 1 1 1 1 1
Wiéhlen wir A\=r, — — — = — und — — — = —, so ist das Produkt der letzten beiden Faktoren
P A u qg A v
gleich
b a
115 lgllg
so dass

I #gll, = (/Z|<f*g><a:>mac)i

171 llglé (/ / y)IP dx gy )quy)i

e S ol
= Wfllz lgllg 1115 llglla = 1Al llallg -

womit das Lemma bewiesen ist. O

IN

Folgerung 2.2 Fiirl <p < oo gilt
@) [If = gll, <IIfly llgll, ¥ f € LY(R), Vg € LP(R),

(b) 116, < Iflly llgll, ¥ f € L1(0,00), Vg € LP(0,00) , wobei

/f$— y)dy, 0<z<oo,

die Faltung von f und g ist,

(¢) Die Operatoren K : X — X und K : X — X mit k € L1(0, 00) und
/kx— y)dy sowie / E(y —z)u(y)dy, 0<z<oo

gehoren zu L£(X), wobei X = LP(0,00), 1 < p < co. Dabei gilt | K||, | K| < &l -

Aus Folgerung 2.2,(c) erhalten wir fiir k(z) = 2e~*, dass die Operatoren V und W mit

o0

(Vu)(z) = u(x) — 2/ e’ Tu(y) dy und (Wu)(x) = u(z) — 2/ e Yu(y)dy, 0<z<o0
0 T
zu L(X) mit X = LP(0,00), 1 < p < oo gehoren. Dabei gilt

WV =I und VW#I. (2.2)
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Das ergibt sich aus

(WVu)(zx) = u(z)—2

]
5
5]

e
—~~
<
S~—

oW
Ny

|
[\
a\
8
| — |

I
—~
Neg
S—

|
[\
o\
<
a
|
<

I
—~

N
N~—

S8

N

| I

D

|

<
oW
Ny

und

(VWu)(z) = ulz)—2 /x " e u(y) dy — 2 /0 "o [u(y) —9 /y " ey (z) dz] dy

= u(x) — 2/ e Yu(y) dy — 2/ e’ Tu(y) dy + 4/ ey (2) dz dy
T 0

= u(z)— 2" /0 " emtu(z) d.

Wir schreiben deshalb auch V(=1 statt W und halten fest, dass V" also nur von links invertierbar
ist. Analog kann man zeigen, dass die Operatoren V und W mit

[e.e]

(Vu)(z) = u(z) — 2/ e’ *u(y) dy und (Wu)(x) =u(x) — 2/ e Yu(y)dy, —oo<z <00
zu L(LP(R)) gehoren, wobei jetzt WV =VW =1, also W = V! gilt. Im Weiteren betrachten
wir LP(0, 00) als Teilraum von LP(R) . Dabei ist L?(0, co0) das Bild R(P) des stetigen Projektors
P:LP(R) — LP(R),

(Pu)(2) u(z) @ x>0,
u)\r) =
0 : o <0.
Offenbar gilt B B _ B
PV'Pp=pPV~! und PVP=VP, (2.3)

Vu=Vu und PV 'u=VYy Vue R(P)=LP0,00). (2.4)
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In Vorbereitung auf den Beweis von Lemma 2.4 beschiftigen wir uns kurz mit der Fourier-

transformation -
Foa) = [ ) dy.
(F1) F : LYR) — Coop(R) ist linear und stetig, wobei Coo0(R) = (Coop, ||.||o,) der Banach-

(F2)

raum der stetigen Funktionen g : R — C mit g(+o0) = 0 ist.

Beweis. Firu € LY(R), 2 € R, 2, — =, gn(y) := e @¥u(y) und g(y) := e Vu(y) gilt
gn(y) — g(y) und |g,(y)| < |u(y)| Yy € R. Lebesgue’s Theorem iiber die majorisierte
Konvergenz liefert (Fu)(zy,) — (Fu)(x) und somit die Stetigkeit von Fu . Auflerdem gilt
|(Fu)(z)] < |lull; Vo € R, Vu € LY(R). Ist u € C}(R) (Klasse der stetig fifferenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Tréger), so gilt fiir gewisse —0o < a < b < c©

2(Fu)(z) = / bxe—i%(y) dy = i / b <ddye—iry> u(y) dy

b
_ / Y (y)dy = —i(Fu) (@)

1
mit |(Fu')(z)] < ||o||; . Also folgt (Fu)(£oo) = Erf - (Fu')(x) = 0. Ist nun u € L'(R)
beliebig, so existiert eine Folge u,, € C}(R) mit ||u, — ul|; — 0, woraus nach dem bereits
Bewiesenen folgt ||Fu, — Full < |lup —ull; — 0, also auch (Fu)(£oo) =0. O
Aus (F1) folgt F € £ (LY(R), Cooo(R)) , wobei
(Fu)a) = (Fu-a) = [ uty)dy.
Dabei gilt H]::H = ||F|| =1, da (Fu)(0) = / u(y) dy ist.

Der Schwartz’sche Raum
S(R) = {g € C*(R) :Vm,n € NyIepy, € R mit ]w\m|g(")(x)‘ <cmn VT € R}

der schnell fallenden Funktionen ist dicht in LP(R), 1 < p < oo, und es gilt F(S(R)) C
S(R).

Beweis. Fir u € S(R) und x,h € R gilt

(Fu)(z + h) — (Fu)(z) = / " et (7 1) u(y) dy

—0o0

00 . h .
= —i/ e_myy/ e dzu(y)dy
— 0

h poo

= —i// ye*i(x“)yu(y)dydz
0 —00
h

- _1/0 (Fup)(z +2)dz mit  ui(y) =yuly),
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h
HEOE+ 0~ (Fo@] = 5 [ Fue ) HEw)@)
folgt und somit <D s —i cZn)

DFu=—-FMu mit (Mu)(z)=zu(zx).

Man erhélt induktiv D" Fu = (—1)"FM"u Vu € S(R) und n € N. Aus dem Beweis von
(F1) folgt auch M"Fu = FD"u, so dass

M™D"Fu = (—1)"M"FM"u = (—1)"FD™M"u

gilt, woraus mit (F1) die Beschrinktheit der Funktionen M™ D" Fu fiir alle u € S(R) und
alle m,n € Ny folgt, d.h., Fu € S(R). Die Dichtheit von S(R) in LP(R) is wohlbekannt.

O
(F4) Fiir up(z) = T gilt Fup = v2mug.
Beweis. Es gilt u)(z) + zuo(x) = 0 und ug(0) = 1. Aus dem Beweis von (F3) folgt
(Fup) (x) + 2(Fug)(x) = iD(Fug)(x) + (M Fug)(x)
= —i(FMug)(x) + (FDuo)(x)
= —i(F(Mug+ Dug)) =0
und (Fug)(0) = 27 . O

(F5) F : S(R) — S(R) ist bijektiv mit 71 = LF.

Beweis. Fiir f,g € S(R) gilt

o0

[Lr@Ea@a= [ o [ i [ @Enet
und

FIFG) = e [T ey i

—00

- /OO e WEg(2) dz = /OO e Wg(w+x)dw = (Fga)(y),

—00 —00

wobei g, (y) = g(x + y) zu setzen ist. Es seien nun € > 0 und ¢°(z) := g(ex) . Es folgt

FAw = [ gy =1 [ ey as = (7o) (£)

oo € ) oo €

und

/OO e () (Ffy)dy = /OO 9" (W) (Ffz)(y) dy

—00 —0o0

= /OO (Fg*) (W) f2(y) dy = i/oo (F9) (g) faly) dy

—0o0 —0o0

o0

o G CIACS

—0o0
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Wir erhalten

[ dmEnway = [ A Fn) s = tim [ ) (F ) ) dy

oo oo e—=+0

e—+40

= lim (fuo)( ) faley) dy = lim_ Var / y) fu(cy) dy
= 27rf($)a

wobei sich die letzte Gleichung durch Anwendung von Lebesgue’s Theorem iiber die ma-
jorisierte Konvergenz ergibt. Hieraus konnen wir nun weiter schlussfolgern, dass

Fn) = [ e EEW) dy = 22(FF) () = 207 (-0)
und somit F4f = 472 f fiir alle f € S(R) gilt. Es folgt

S(R) = I(S(R)) = F'(S(R)) € F(S(R)) C S(R).
also F(S(R)) = S(R). O

(F6) F : LY(R) — Cxo(R) ist injektiv.
Beweis. Es seien g € L'(R) und (Fg)(z) = 0 Vx € R. Es folgt fiir beliebiges f € S(R)
0= [ toFIwd = [ 1w [ @iy = [ g@)F i) da

also auch

/Oo g@)h(x)dz =0 Yhe SR). (2.5)

—0o0
Fiir a > 0 betrachten wir die Funktion ¢(z) := X[, () sgn g(x) , wobei x[_q,q4) () die charak-
teristische Funktion des Intervalls [—a, a] bezeichnet. Ferner seien

() = (01 % ) ()

2
1 125752 . € 2
Oc(z) = — { e : e<zr<eg, } und 7. = / e’ =<2 dy .

0 : x| > e, —€
Die Funktion d.(x) ist ein sog. Mittelungskern (siehe [23, Kapitel 1, §1]). Es folgt

a
1
D= [ brte-edr= [ Sl ety =0 fir fol>a+t .
a n
so dass (vgl. [23, Kapitel 1, §2]) ¢, € C5°(R) (Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktio-
nen mit kompaktem Triger in R). Ferner gilt (vel. [23, Satz 1.3.3]) [lon — ¢llt2(—a—1411) — 0,
was die Existenze einer Teilfolge ¢y, (z) impliziert, die f. {i. gegen ¢ (z) konvergiert. Da auflerdem

1
" S, a(y)dy =1

e r—\/ -y n1<>dy] /so<x—y>6n1<y>dyg

1
n

1
gilt, liefert Lebesgue’s Theorem iiber die majorisierte Konvergenz

a a+1 a+1 0o
/ lg(x)| dv = / g(z)p(x)dxr = lim 9(z)pn(z)dr = lim 9(x)pn(z) dz (2i5) 0,

—a —a—1 n—oo J_, 1 n—oo J_

also g(x) =0 f. i. in (—a, a) und somit g(z) = 0 fiir fast alle z € R. O
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Folgerung 2.3 Die lineare Hiille des Systems Xg = {xke_”" 1k e NO} ist dicht in LP(0,00),
1<p<oo.

Beweis. Fur f € L1(0,00), 1< ¢ < o0, % + - = 1 betrachten wir

1
q

F(z) = / e f(x)e dx, zeC.
0
Fir h € C\ {0} gilt

F(z+h)—-F(z s _x
EETE [T g ) o) do (2.6)
mit gp(z) = § (e7"* — 1) — —iz for h — 0. Wegen
|$h! o "t

gilt

1
lgn(@)le™ <we™2, [h| <5, x>0

Da f(z)zFe™2 fiir k € Ng und f € L9(0,00) zu L'(0,00) gehort, kann auf (2.6) Lebesgue’s

Theorem iiber die majorisierte Konvergenz angewandt werden, so dass
F'(z) = —i /OOO e f(x)e " dr, z€C
und (induktiv)
F®(2) = (—i)F /000 e ik f(x)e ™ dr, z€C, keNg

gilt. Ist nun

/ 2¥e ® f(z)dr =0 Yk eNy, (2.7)
0
so folgt

F(k o o0 .

F(z) = Z Z / f(x)e P dx 2" =
k=0 ' k=0
flx)e™® : x>0
Da F(z) die Fouriertransformation der Funktion 0 0 ist und die Fourier-
<

transformation auf L' (R) injektiv ist, folgt f(z) = 0 fiir fast alle 2 € (0, 00) . Somit ist die lineare
Hiille von X dicht in LP(0, 00) sein, denn wiire das nicht der Fall, so wiirde aus dem Theorem
von Han-Banach die Existenz eines fy € L9(0, 00) \ {©} folgen, fiir welches (2.7) mit f = fj gilt.

O

(F7) Fiir f,g € LY(R) gilt F(f * g) = (Ff) - (Fg). (Faltungssatz)
Beweis. Wegen Folgerung 2.2,(a) ist der satz von Fubini anwendbar, und wir erhalten fiir
f.9 € L(R)

fly (z)dzdy

(F(f ) () = /

[
_ / oivz / (y— 2)dy g(2) d=
- [ /w

[e.e]

8

8

e f(w)dwg(z)dz = (Ff)(«)(Fg)(x), z€R.

e}
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Lemma 2.4 Sei 1l <p < oo. Das Spektrum der Operatoren V, I{(_l) € L(LP(0,00)) liegt in der
abgeschlossenen Einheitskreisscheibe, der Spektralradius von V,V~1 € L(LP(R)) ist gleich 1.

Beweis. Esseien 1 < p < oo und L? = L?(0, 00) . Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten:
e Der Operator V—\I : LP(0,00) — LP(0, 00) ist fiir |A\| > 1 invertierbar: Auf die Gleichung
Vu—Adu=u—2exu—u=f¢cL0,00)

e x>0,
mit e(z) = e1(z), eqa(z) = 0 0 und Rea > 0, wenden wir die Fourier-
<V,

transformation an. Unter Verwendung der Bezeichnungen

1
a+iz’

Ey(x) = (Feq)(z) = /000 e e gy =

und des Faltungssatzes (F7) erhalten wir

<1—>\— 2 >U(x):F($),

1+4+iz
also
1+4ix 1 1+ix
Ulz) (1-MN(1+iz)—2 (z) L= A1+iz— 2 (=)
1 2 1
= T <1+1—/\ gm«) .
Wir vermuten, dass
-1 1 2 Y Ml (ya)
(V=AD)"'f)(2) = — |f@) + —— [ Y f(y)dy| = (Brf)(2)
1—A 1-XJ

, A+ A+DAA=-1)  [MP—1-2Im)
SN 12 12

Operator By zu L(LP) (vgl. Folgerung 2.2,(b)). Wir iiberpriifen die Giiltigkeit von (V —
1 2

M) By = B)(V —AI) = I und schreiben dazu By = T—x <I + T-x A,\> sowie V — I =

(1 = X)I — 2 A mittels

positiven Realteil hat, gehort der

A+1

(Azu)(z) = /Og”ex_lw—wu(y)dy wd  (Au)(z) = /0 " ru(y) dy.
Es folgt

(V=A)By = [(1—NI—24]—— (I + % AA>
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wobei fiir v € LP

T Y a1
(AAyu) () = / ey‘r/ ex 1Yy (2) dz dy
0 0
= / exiaw [ 1Y dyu(z)dz
0 z
z —_—
= /0 T x%( “XTE g aed >u(2)dz
- el (/ Tu(z) dz—/ e x)u(z) dz)
2 0 0
A—1 A—1
= 2w - 2 () @)
Analog zeigt man AyA = A ; 1 A— A ; 1 Ay

Die folgenden Schritte werden analog ausgefiihrt:
e Der Operator W — AI : LP(0,00) — LP(0, 00) ist fiir |A| > 1 invertierbar. Dabei gilt
1 2
= 1 A
[ < TN A>

O at1

(Ayu)(z) = / XDy (y) dy

(W — )~

mit

e Der Operator V — A : LP(R) —s LP(R) ist fiir || # 1 invertierbar. Dabei gilt

~ 1 2
— -1 f—
(V = \) 1)\<I+1)\AA)
mit -
- [ SRy <
(Aw)(x)={
A+1
/ ATW Dy dy A > 1.

—00

e Der Operator W — AI : LP(R) —» LP(R) ist fiir |A| # 1 invertierbar. Dabei gilt

~ 1 2
— )t = I A
(W —=XI) 1_)\(—1—1_/\ ,\>

/eM(yx)u(y)dy A > 1,

—/ e%(yfx)u(y)dy c A< 1.
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Fiir n € N gilt
T
(V') (@) = u(e) = [ pus(o = puly) dy
0
mit einem Polynom p,,_1(x) vom Grad n — 1. Dies sieht man induktiv anhand der Formeln

Vu=u—2exu und ‘N/QUZ‘7u—26*‘~/u:u—4e*u—|—4(e*e)*u

et . x>0,
mit e(z) = 0 0 sowie (fiir z > 0)
<0,

(exe)(z) = / e TeVdy=e"z,
0

x X x
(exexe)(x) = / e TyeVdy = e_g”/ ydy = e_I?
0 0

(exex...xe)(xr) = /xeyﬂfyn_leydy — @l“/x yr dy = e*xﬁ_
T’ 0 (n—1)! o (n—1)! n!
n

Unter Verwendung von Folgerung 2.3 zeigt sich, dass man einen Operator A : LP(R) — LP(R),
1 < p < oo der Gestalt

xT

(Au)(e) = u(a) = [ Ko~ g)ulw) dy

—0o0

mit k € L'(0, 00) in der Operatornorm ||. || £(Lr(r)) durch ein Polynom in V approximieren kann.
Mit solchen Polynomen von Operatoren beschéftigen wir uns in den folgenden Abschnitten.

2.2 Polynome einseitig invertierbarer Operatoren

Im Weiteren sei X ein Banachraum. Sind Y und Z abgeschlossene lineare Teilrdume von X,
so nennt man Z direktes Komplement zu Y , wenn X die direkte Summe von Y und Z ist,
d.h.,esgilt YNZ = {0} und X =Y + Z. Wir schreiben dafir X =Y @ Z. In diesem Fall ist
jedes z € X eindeutig in der Form x = y + 2z mit y € Y und z € Z darstellbar.

Ist P € L£(X) ein Projektor, d.h., P2 = P, so ist auch Q = I — P ein Projektor, der
sogenannte erginzende Projektor zu P. Der Nullraum N(P) und der Bildraum R(P) sind
abgeschlossene lineare Teilrdume von X, und es gilt X = R(P) & N(P). Ist umgekehrt X =
Y ®Z, so ist der durch Pz :=y € Y mit 2 = y + z definierte Projektor stetig, d.h., P € £L(X).

Die Dimension des Faktorraumes X/Y nennt man Kodimension von Y, codimY :=
dim X/Y . Jedes direkte Komplement zu Y (falls ein solches existiert), ist isomorph zu X/Y .

Lemma 2.5 Ist' Y C X ein abgeschlossener linearer Tetlraum mit dimY < oo oder codimY <
o0, so besitzt Y ein direktes Komplement in X.

Beweis. FEs sei {yl, ..., Yn} eine Basis in Y. Dann existieren f1,..., f, € X* mit f;(yx) = i .

Wir setzen Z —ﬂNf] undy—ka )yr fiir x € X sowie z =z — y . Es folgt
j=1

f ka ijk *0 j:17"'7n7
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also z € Z.

Es seien nun codimY = n < oo und {[zi],...,[zs]} eine Basis in X/Y . Fir z € X
n n

existieren af € K mit [x] = Z[:L‘k] Wir setzen z := Zakl‘k und y := = — z. Es folgt
k=1 k=1

[y =[x —z2]=z]—[2] =[0], alsoy € Y, dh., Z =span{xy,...,z,} ist direktes Komplement

zZuY . U

Einen Operator A € £(X) nennen wir von links (rechts) invertierbar, wenn ein Operator
B € L(X) existiert, so dass BA =1 (AB = I) gilt.

Lemma 2.6 Sei A € L(X).

(a) Der Operator A ist genau dann von links invertierbar, wenn N(A) = {©} gilt und R(A) =
R(A) ein direktes Komplement in X hat. In diesem Fall ist jeder linksinverse Operator
B = ACY won der Gestalt AV = AS'P, wobei Ay : X — R(A), © + Az und
P € L(X) ein Projektor auf R(A) (d.h., R(P) = R(A)) sind. Dabei gilt

dim N(ACY) = codim R(A).

Die Gleichung Az = y ist genau dann losbar, wenn y € N(I — AAY) gilt, wobei dann
=AYy die einzige Lisung in X ist.

(b) Der Operator A ist genau dann von rechts invertierbar, wenn R(A) = X gilt und N(A)
ein direktes Komplement in X besitzt. Ist in diesem Fall X = N(A) & Z, so ist jeder
rechtsinverse Operator B = ACY von der Gestalt AV = AO_1 + D, wobei Ay : Z — X,
z+ Az und D € L(X) mit R(D) C N(A), und es gilt

codim R(ACY) = dim N(A).

Die Gleichung Ax = vy ist fiir jedes y € X losbar, wobei z = ACVy eine Lisung ist und
N(A) = R(I — AV A) gilt.

(¢) Sind B,C € L(X) invertierbar und A nur von einer Seite invertierbar, so ist D := BAC
nur von der selben Seite invertierbar. Dabei gilt

dim N(D) =dim N(A) wund codim R(D) = codim R(A).

Beweis. (a) Es sei BA = I. Der Operator P = AB ist dann ein Projektor mit R(P) = R(A),
denn aus y = Az € R(A) folgt Py = ABAx = Az =y € R(P). Es folgt X = R(A) ® Z mit
Z = N(P) = R(I — P). Somit ist die Notwendigkeit der Bedingung der Abgeschlossenheit von
R(A) und der Existenz eines direkten Komplementes von R(A) in X gezeigt.

Zum Beweis der Hinlénglichkeit seien nun P € £(X) ein Projektor auf R(A) und B :=
Ag'P. Esfolgt BA= Aj'PA= Ay'A=1,dh., B ist linksinvers zu A.

Ist nun ACD ein beliebiger linksinverser Operator zu A, so definieren wir P := A A=Y
und erhalten P? = P sowie Ay'P = Ay'A ACY = A=Y | Ferner sind R(P) = R(A) und somit
N(ACD) = N(P) = R(I — P) ein direktes Komplement zu R(A), so dass dim N(A(-Y) =
codim R(A) gilt.

Aus Az =y folgt y— A ACDy = A(z—ACY Az) = ©, und umgekehrt aus y— A Ay = ©
und z = ACVy die Gleichung Az =y .

(b) Gilt AB = I, so sind R(A) = X und P = BA ein Projektor mit N(P) = N(A). Es
folgt X = N(A) ® R(P), und die Notwendigkeit der Bedingung ist gezeigt.

Sind umgekehrt X = N(A) @ Z und B = A;' + D mit R(D) C N(A), so folgt AB =
AAJ'+D)=AA =1.



36 KAPITEL 2. WIENER-HOPF’'SCHE INTEGRALGLEICHUNGEN

Ist nun ACY ein beliebiger rechtsinverser Operator, so setzen wir D = A1) — Ay b womit
fiir y € R(D), d.h., y = Do = ATVz — Ajtz, folgt Ay =x —2 =0, also R(D) C N(A).

SchlieBlich folgt aus = A(-Yy die Gleichung Az =y, und aus z € N (A) die Beziehung
r=12—ACYAx € R(I — ACYA). Umgekehrt liefert z = y — AV Ay € R(I — ACDA) die
Gleichung Ax = ©.

(c) Tst A1 eine einseitige Inverse von A, so ist C~A("Y B~ eine einseitige Inverse von
D, und zwar von der selben Seite. Wire D invertierbar, so WA%rde dies auch fiir A folgen. Wir
haben nun N(D) = C~1(N(A)) und somit dim N(D) = dim N(A4).

AuBerdem gilt R(D) = B(R(A)). Der Operator B : X/R(D) — X/R(A), [z]r(D) +
[B~x] g(a) ist korrekt definiert, da aus [z1]g(p) = [2] g(p) die Beziehungen z; — 23 € R(D) und
somit B~ (x; —z5) € R(A) folgen. Der Operator B ist linear und bijektiv, denn aus E[x]R(D) =
[©] r(a) folgt B~'z € R(A), also x € R(D), und fiir beliebiges y € X gilt E[By]R(D) = [YlR(a) -
Es folgt codim R(D) = codim R(A). O

Folgerung 2.7 Sind B € L(X) invertierbar, D € L(X) von links invertierbar und A = BD
so ist die Gleichung Ax =y genau dann ldsbar, wenn die Losung z € X der Gleichung Bz =y
zu N(I — DDV gehért, wobei D™V eine Linksinverse zu D ist. Dabei gilt x = D"V 7.

Beweis. Die Gleichung Az = y ist nach Lemma 2.6,(a) genau dann lésbar, wenn y im Nullraum
von I —A A liegt, wobei die Beziehung I—A A-Y) = —-BD DY B~ = B(I—-D D-))B~!
zeigt, dass diese Bedingung édquivalent zu B~'y = z € N(I — D DY) ist. O

Folgerung 2.8 Sind B = DA € L(X) invertierbar und D € L(X) von rechts invertierbar, so
ist die Gleichung Ax = y genau dann losbar, wenn die Losung z € X der Gleichung Bz = Dy
der Bedingung PAz = Py mit P = I — DY D geniigt, wobei DY) eine Rechtsinverse zu D
ist. Dabei gilt x = z.

Beweis. Mit der Linksinversen A(-1) = B~1D folgt aus Lemma 2.6,(a), dass Az = y genau
dann lésbar ist, wenn y € N(I — A B~1D) gilt, wobei

I-AB™'D = P(I-AB7'D)+(I—-P)(I-AB™'D)
= P(I-AB™'D)+D"YD - DEYDAB™'D
= P(I-AB7'D)

erfiillt ist. Somit ist die Bedingung y € N(I — A B~'D) #quivalent zu Py — PAz = ©. Aus
y € N(I — AB7'D) folgt auerdem Az =y = AB~'Dy = Az und somit wegen der Trivialitit
von N(A) auch z = z. O

Folgerung 2.9 Sind B € L(X) invertierbar, D € L(X) von rechts invertierbar und A = DB,
so ist die Losung z € X der Gleichung Bz = DYy auch Lisung der Gleichung Az =y, und
es gilt

N(A) = {B—l(I ~ DD we X} :

Beweis. Aus z = B~'D(Vy folgt Az = DBB~'D("Vy = 4. Ferner folgt aus Lemma 2.6,(b),
dass N(A) gleich

R(I—AYA)=R(I - DB 'A)=R(I - B'D"YDB) = R(B~'(I — DYD)B)

ist. O
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Folgerung 2.10 Sind B € L(X) invertierbar, D € L(X) von links invertierbar und B = AD
so ist & = DB~ 'y Lésung von Az =y und
N(A) = {(I DB 'A)(I - DD Myw:w e X} .
Beweis. Es gilt ADB~'y = BB~y = y. Nach Lemma 2.6,(b) ist N(A) = R(I — AV A) =
R(I — DB7'A), wobei
I-DB'A = (I-DB A -DD"Y)+ (I-DB'4)DDV
= (I-DB'A)(I-DDY)

gilt. n

Folgerung 2.11 Seien A € L(X) von einer Seite invertierbar und B € L(X) mit

1B = Allzx) < HA(fl)H
Dann ist B von der selben Seite invertierbar, und es gilt

dim N(B) =dim N(A) wund codim R(B) = codim R(A).
Beweis. Ist A von links invertierbar, so kénnen wir B = [I —(A- B)A(’l)] A schreiben, ist A
von rechts invertierbar, so B = [A[I (_1)(A - B)} . Es bleibt Lemma 2.6,(c) anzuwenden. [

Es seien nun im Weiteren X ein komplexer Banachraum und V € £(X) ein nur von links
invertierbarer Operator mit einer Linksinversen V(=1 | wobei folgende Bedingung erfiillt sei:

(V1) Die Spektren von V und V(=1 sind in D = {\ € C : |A| < 1} gelegen.

Lemma 2.12 Es gilt o(V) = o(V")) = D. Fir |\ < 1 sind V — M nur von links und
VD — X nur von rechts invertierbar, und fiir |\ = 1 sind beide Operatoren von keiner Seite
invertierbar.

Beweis. Fiir |\ < 1ist I — AV € GL£(X) und somit V — X = (I — AVED)V nur von links
invertierbar. Wire V' — A\oI fiir ein A\g € C mit |\g| = 1 invertierbar oder nur von einer Seite
invertierbar, so stiinde dies im Widerspruch dazu, dass V' — AI fiir |[A\| < 1 nur von links, fiir
|A| > 1 aber invertierbar ist (siehe Folg. 2.11). Analog behandelt man V(-1 . O

Mit R(V') bezeichnen wir die lineare Hiille des Systems {V(k) :k €}, wobei
vk . k>0,

V) = k

(vEYT k<o,

Ferner seien R4 (V) bzw. R_ (V') die linearen Hiillen von {V*) : k > 0} bzw. {V*) : k <0} . Die

m m
Darstellung R = Z a, V) (m > n) mit ay € C ist eindeutig: Sei ndmlich R = Z aVH =0
k=n k=n
m—1
mit m >n, ayn #0, a, # 0. Im Fall m > 0 folgt © = a;,, I + Z aka_m, also
k=n

m—1 m—1 m—1
1 1 1
J— __— § : ‘r(kfm) Y § : ‘r(kfm+1) ‘,(,1) _ ‘,(,1) - § : ‘r(k7m+1)
Qm ik ( Qm, ok Qm ik
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im Widerspruch zur nur einseitigen Invertierbarkeit von V(=1 . Im Fall n < 0 erhlt man analog
m

O =aqa,] + Z apVE™) und somit

k=n+1
m 1 m
- (k=n) _ [ __—_ (k—n+1) _ - (k—n+1)
Zakv (a > Vv )v v( anzakv )
" k=n+1 k=n+1 k=n+1
Damit ist die Abbildung R(V) — R(t), R = ZakV M R(t Zaktk wohldefiniert
k=n k=n

m

und bijektiv, wobei R(t) die Menge aller Funktionen der Gestalt Z ath mit ap € C, m > n,
k=n

m,n € Z bezeichnet. Man nennt R(t) das Symbol des Operators R .

Folgerung 2.13 Sind R+ € R+ (V) und Ry € R(V) sowie Ry(t) und Ry(t) die entsprechenden
Symbole, so ist R(t) = R_(t)Ro(t)R+(t) das Symbol des Operators R = R_RoR .

Eine rationale Funtion R(t Zaktk € R(t) mit R(t) #0Vt e T:={ze€C:|z| =1} kann

man auf eindeutige Weise in der Form

= 1](1—:> f[(t—tz) (2.8)

/=1

mit « € C\ {0} ,0< \tj] <1, |t,| > 1 und x € Z schreiben. Die Zahl £ nennt man Index von
R(t), k = ind R(t) . Sie gibt die Windungszahl des Weges v : [0,27] — C, ¢ + R(el¥) bzgl. 0
an.

Satz 2.14 Ein Operator R € R(V) ist genau dann von wenigstens einer Seite invertierbar,
wenn R(t) # 0Vt € T gilt. In diesem Fall ist R invertierbar, nur von links invertierbar bzw.
nur von rechts invertierbar, wenn k = ind R(t) gleich, grofer bzw. kleiner Null ist.

Beweis. Sei R(t) # 0 fiir all t € T'. Aus (2.8) und Folgerung 2.13 ergibt sich
—a H (1= vEN) VOTT(V = 1) = aR VIR,
/=1

Wegen (V1) sind R_ und R, invertierbar und somit R von der selben Seite wie V) (siche
Lemma 2.6,(c)).

Sei nun R(tp) = 0 fiir ein to € T. Es folgt R(t) = Ro(t)(t — tp) und nach Folgerung 2.13
R = Ro(V —tol). Aus Lemma 2.12 folgt, dass R nicht von links invertierbar ist, da sonst V' —to/
von links invertierbar wire. Es gilt aber auch R(t) = (71 —#;') Ro(t) mit Ro(t) = —Ro(t)tot .
Also ist R = (V(_l) — 1ty lr ) EO nicht von rechts invertierbar. O

2.3 Stetige Funktionen einseitig invertierbarer Operatoren
Mit R(V) und R+ (V) bezeichnen wir die Abschliefungen von R(V) und R4 (V) in (L(X), ||.|]) -
Lemma 2.15 Fir R € R(V) ist der Spektralradius gleich

r(R) =max {|R(t)| : t € T} =: || R||
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Beweis. Fiir ty € T ist nach Satz 2.14 der Operator R — R(tp)I nicht invertierbar, also gilt
R(tp) € o(R) und somit r(R) > |R(ty)| Vto € T, d.h., r(R) > ||R| ., . Andererseits ist nach
Satz 2.14 R — Al invertierbar, falls |A| > ||R|, gilt, da dann ind [R(t) — A] = 0 ist. O

Beachte: Hier und im Weiteren wird die Bezeichnung R sowohl fiir den Operator R € R(V)
als auch fiir seine Symbolfunktion R(t) benutzt.
Ist nun A € R(V), so existiert eine Folge (R,),~; C R(V) mit ||R, — Allgx) — 0. Wegen

[Bn = Bimllog = 7(Bn — Bim) < [[Rn — Rl £(x)

ist (Rp(t)), =, eine Cauchyfolge in (C(T),|.||,,) so dass eine stetige Funktion A : T — C mit

n=1
|Rn — All, — 0 existiert. Dabei ist A(t) unabhéngig von der Wahl der Folge (R,),~; , und
es gilt

Al < 14l ey YAER(YV).

Die Funktion A(t) wird Symbol des Operators A € R(V) genannt. Mit R(¢) bezeichnen wir
die Menge aller Symbole von Operatoren aus R(V).

Folgerung 2.16 R(t) enthilt alle Funktionen A(t), deren Fourierkoeffizienten

1 21 . .
ap = — A(eP)e ™ dp
2 0
der Bedingung
o
Z Unlan| < oo
n=-—o0o
gentigen, wobei v, 1= HV(”)HE(X) 1st.
oo
Beweis. Erfiillt A(t) die gestellten Bedingungen, so konvergiert die Reihe Z an V™ absolut
n=—oo

(bzgl. der Operatornorm) und somit gegen einen Operator A € R(V). Dabei gilt
Ru(t) == > axt" Mo 4ty = > ant",
k=—n n=-—00

so dass A(t) Symbol des Operators A ist. O

Wir nehmen nun an, dass Ve E(i) eine invertierbare Fortsetzung von V' auf einen Banachraum
X DX, P e L(X) ein Projektor mit R(P) = X und folgende Bedingungen erfiillt sind:

(V2) r(V)=r(V 1) =1.
(V3) PV'P =PVl und PV lz =V Dz vz e X.
Es folgt:

(a) PVP=PVP=VP=VP.

(b) VP +# PV .

Beweis. Wire VP = P‘~/, so wiirde fiir beliebiges x € X folgen VPV lz =VPV iy =
Pz = x im Widerspruch zur Nichtinvertierbarkeit von V . U
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(c) Die Spektren der Operatoren V und V! sind gleich T.

Beweis. Aus (V2) und V — Mg = —\V (‘7_1 — )\_1[5{) fiir A # 0 folgt (V) C T und

0(‘7_1) C T'. Wére nun fiir ein A € T der Operator = Alg invertierbar, so wiirde fiir
jedes z € X folgen

(V= Mg) WV = Ax)z = (V- \g) YV - Ag)z ==z,

so dass V — AIx von links invertierbar wéare im Widerspruch zu Lemma 2.12. O

Wir definieren R(V) und R4(V) sowie R(V) und R+(V) analog zu R(V) und R+ (V) sowie

R(V) und Ry (V). Jedem R = Z apV* € R(V) ordnen wir sein Symbol R(t) = Z axt® zu.
k=n k=n

Wie oben folgt || R|| ., < ”RH,C()Z) VR e R(V), so dass jedem A € R(V) eindeutig sein Symbol

A(t) zugeordnet werden kann, wobei A(t) eine stetige Funktion auf T ist. Dabei gilt

lAll, < 14l 5, VA ER(TD). (2.9)
Lemma 2.17 Sind tg € T und

My, = {A e R(V) : Alty) = o} :
so ist My, ein mazimales Ideal in R(V). Ist M ein beliebiges mazimales Ideal in R(V), so
existiert ein to € T mit M = My, .

Beweis. Fiir tg € T definieren wir das lineare multiplikative Funktional

My - ﬁ(V) —C, A~ A(to) .

Die Linearitdt dieses Funktionals ist offensichtlich. Die Multiplikativitdt kann wie folgt gezeigt
werden: Sind Ry, Re € R(V) und R = R1 Ry, so gilt R(t) = Ri(t)Ra(t). Dies iibertrégt sich
wegen (2.9) auf A;,Ay € R(V) und A = A1 A,. Es folgt My, = N(my,), so dass My, ein
maximales Ideal in R(V) ist (vgl. [13, Bsp. 2.9]).

Ist nun M C R(V) ein beliebiges maximales Ideal, so existiert ein lineares ‘multiplikatives

Funktional m mit M = N(m) (vgl. [13, Abschnitt 2.2]). Wegen m(V') = O'ﬁ(";)(‘/) =o(V)=T

folgt to := m(V) € T. Aus 1 = m(Ig) = m(V~V) = m(V 1)ty erhalten wir m(V 1) = to,

X
und aus der Linearitéit und der Multiplikativitdt von m folgt m(R) = R(to) VR € R(V).
Die Stetigkeit von m liefert zusammen mit (2.9) auch m(A) = A(tg) VA € R(V). Es folgt

M = M(t) . O

Folgerung 2.18 Ein Operator A € R(V) ist genau dann in £(X) invertierbar, wenn A(t) # 0

fiir alle t € T gilt. In diesem Fall ist A= € R(V).

Mit Ro(V) bezeichnen wir die Menge der Operatoren A € £(X) , fiir die ein A € R(V) existiert,
so dass A = PA < gilt.

(a) Esist Ro(V) C R(V).
Beweis. Wir haben PVFz = VMg Vo € X. Es scien A = PA|x, A € R(V) und
e > 0. Dann existiert ein R = Zak?k € R(V) mit Hﬁ - ’Z[HL(X

k=n

€
< ——— . Es folgt
) ||PHL(5§)
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|(PR-A)z|y <cllzfx Yo € X, dh,

|PR-A||,x) < e und PR=R(V) = Y a V¥,
k=n

falls R =Y " o, V". O
k=n

(b) Aus A = PK‘X mit A € R(V) folgt A(t) = A(t).

Beweis. Aus dem Beweis von (a) folgt R(t) = R(t) und somit A(t) = A(t). O

Satz 2.19 Ein Operator A € Ro(V) ist genau dann von wenigstens einer Seite in £(X) inver-
tierbar, wenn A(t) # 0Vt € T gilt. In diesem Fall ist A invertierbar, nur von links invertierbar

2 gleich, grdfier bzw.

bzw. nur von rechts invertierbar, wenn k = ind A(t) := 5- [arg A(ei@)]izo

kleiner Null ist.
Beweis. Es seien A = PZLX, A e R(V) und A(t) = A(t) # 0 Vt € T. Dann existieren
A7 e R(V) und ein R € R(V) mit
1 1
< = < = .
2“‘4 Hc(f() HPHﬁ(X) 2HA HL(S()

HE_EHL()N()

Damit existiert R~ = (If( — E’IE)E’I mit B= A — R und

~ Hﬁ‘ch(x) ~ 1
I ey <5 = 2
Es folgt
RUA=I +R'B=1Ig+D mit HDH<M.

Wegen R(t) = R_(t)t* R (t) und ind (]A%_I/T) (t) = 0 folgt R = R_V*R, mit x = ind A() =
ind A(t) . Damit ist A = E(IX + ]5) =R (Ix + ]_N)) VR, . Unter Verwendung von PVP = VP
und PV—1P = PV folgt

PAP = PR, P[P(Ix + D)V"P|PR,P.
Die Operatoren R4 := P]A%iP |x sind nach Satz 2.14 invertierbar. Nun ist im Fall
% = 0 der Operator P(Ii + E)P|X =Ix + PE|X wegen HPEH[:(X) < 1 invertierbar,

% > 0 der Operator P(Ig + D)V*P|x = (Ix + PD|x)PV"P|x = (Ix + PD|x)V®
nur von links invertierbar,

% < 0 der Operator P (I + D)V*P|x = PV*P|x(Ix + PD|x) = V¥ (Ix + PD|x)
nur von rechts invertierbar. U

Folgerung 2.20 Sind A € Ro(V), A(t) #0Vt € T und k = ind A(t), so gilt

dim N(A) = dim N(V(n)) und codim R(A) = codim R(V(”)) .
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2.4 Anwendung auf Wiener-Hopf’sche Integralgleichungen

Entsprechend der Uberlegungen am Ende von Abschnitt 2.1 kénnen wir feststellen, dass Ope-
ratoren der Gestalt

o

(EU)("B) =u(x) — / r(x—yu(y)dy, xeR

o0

B pi(x)e™™ : x>0,
r(a:){ pa(x)e® m<0,}

und Polynomen p;(z) zu R(V) gehoren, wobei X = LP(0,00), X = LP(R), 1 < p < 00,

(V@) =ue) 2 [ u)dy, (7@ = ule) 2 [ e Vuly) dy

—00

und

0 : <0,

(Pu)(z) = {

zu setzen sind. Unter Verwendung der Folgerungen 2.2 und 2.3 sieht man, dass Operatoren der
Gestalt

u(x) m>0,}

o0

(Au)(z) == u(z) — /_ k(x —y)u(y)dy, zeR (2.10)

mit k € LY(R) zu R(V) gehéren. Operatoren A : X — X mit

(Au)(z) = u(x) — /000 Elx —yu(y)dy, 0<z<oo (2.11)

kann man als Pﬁ‘x schreiben, gehéren also zu Ro(V). Einem Operator der Gestalt (2.10)
ordnen wir die Funktion

AN =1 —/ k(z)e™dr, —oo < X< oo
zu. Man beachte, dass wegen der Eigenschaft (F1) der Fouriertransformation A(Zo00) = 1 gilt.
~ 27 x>0, 00 o 2
Wegen Vu = u — e x u mit e(z) = und 2/ e e dr = —— gilt
0 : <0, 0 1—iA

. 2 N —i -
VIA)=1- T )\+;.Aus2V2u:u—e2>ku—e*(u—e*u):u—2e*u+(e*e)*ufolgt
= 2 2 A—i — A—i\"

2N)=1-2 = . All in gilt V(X)) = Z (vgl.
VEQ) 1—i)\+(1—i)\) <)\+i> gemein gilt V'(3) <)\+i> mellve

Bemerkung 2.23). Fiir R € R(V) folgt

E(A):R(ili) bzw. E(t):}?(iii).

Ist nun der Operator A von der Form (2.10), so existieren Operatoren R,, € R(V) mit (Eu) (x) =
u(x)— [% ra(z—y)u(y) dy und ||r, — kllpi@y — 0. Es folgt HRTL_AHL(X) < lrn = Ellprwy —

- o F1
0 und HR” - AHOO’T = HRn - AHOO’R (g) const [[ry — kg1 g) — 0, also auch

N A—i (14t
A()\)_A<>\+i>,/\€R bzw. A(t)—A<11_t>atET

Die Anwendung von Satz 2.19 liefert den folgenden Satz.
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Satz 2.21 Fiir k € LY(R) ist der durch (2.11) definierte Operator A : LP(0,00) — LP(0,00),
1 <p < o genau dann von wenigstens einer Seite invertierbar, wenn A(X) #0 VA € R gilt. In

diesem Fall ist A invertierbar, nur von links invertierbar bzw. nur von rechts invertierbar, wenn
~ 1 ~ A=+o00
k=ind A(\) = o {arg A(/\)]

™ A=—00

gleich, grofer bzw. kleiner Null ist.

Beispiel 2.22 Fir p € R betrachten wir die Integralgleichung
"Int —1
uo(t)—u/ %uo(s)ds:fo(t), 0<t<l. (2.12)
0 —
Wir wihlen ein 5 € (0,1) und definieren
f(@):=e P fo(e™), u(z):=e  Puple™), 0<z<o0.

x

Substituieren wir in (2.12) t = e™® und s = e Y, so erhalten wir die zu (2.12) dquivalente

Integralgleichung
(@)= u(e) [ ka = pulp)dy = f@), 0< <o (2.13)
mat s
k(@) = 1—e*

Da k € LY(R) gilt, konnen wir Satz 2.21 auf den Operator A,, : LP(0,00) — LP(0,00) (1 <
p < 00) anwenden. Dies ist dann dquivalent dazu, dass wir den durch die linke Seite von (2.12)
definierten Operator im Raum Lzﬂ)((), 1) betrachten, wobei die Norm in diesem Raum durch

1
1 13
Juollgony = ( [ 2 ot )

definiert ist. Es ist

k(N = /oo k(2)e™ dz = Fy(\) + iF2(\)
mit
B\ = 72 [cos?(nB) + (1 — 2cos?(n3)) Cosh2(7r)\)] und Fy(\) = 72 sin(273) sinh(27\)
[cosh?(mA) — cos2(7rﬁ)]2 2 [cosh?(mA) — 0082(7'(',8)]2 '

Insbesondere gilt also

w2 ~ w2
und fir = %

2 ~ 2

Man erhilt folgende Resultate:
1. 8 = % Der Operator A, : LP(0,00) — LP(0,00) ist genau dann von wenigstens einer

Seite invertierbar, wenn p < — gilt. In diesem Fall ist A, invertierbar.
T

N 2
Beweis. Es gilt A,(A) # 0 VA € R genau dann, wenn 1 — i # 0Va > 1 gilt, was
a

wiederum dquivalent zu um? < a Va > 1 ist. Insbesondere ist dann ﬁu()\) >0VAeR,
also k =0. U
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2. B # %: Der Operator A, : LP(0,00) — LP(0,00) ist genau von wenigstens einer Seite

sin?(nf3)

invertierbar, wenn p # po = ——5— gilt. In diesem Fall ist A, von links invertierbar,
™

wenn 0 < 8 < % und py < p < oo gilt, von rechts invertierbar, wenn % < B <1 und

po < p < oo gilt, und invertierbar, wenn —oo < p < po gilt.

Beweis. Wir brauchen nur p # 0 betrachten. Wir haben Im A\“(A) = —pF5(\) und A\#(O) =

2 N ~
1—pF1(0)=1— % . Es gilt A,,(\) = 0 genau dann, wenn F5(\) = 0 und Re 4,,(\) =
sin®(m
0, also A =0 und p = o gilt.
—00 < p < po: In diesem Fall ist EH(O) =1-2 > 0und
Ho

o~

ImA,(N) = —pFp(N) #0 fir A#0,

also k =0.
0<B<L, po<p<oc: JetztistA\u(O)zl—,uﬂ<0und
0
| ;1\()\) B0 <0 : A>0,
m =—
: H >0 : A<O0,
alsok =1.
—~ —~ >0 : A>0,
1 <B <1, po<p< oo Wegen A,(0) <0 und Im A, (N) haben wir
<0 : A<O,
k=-—1. U
Hinweis zur Berechnung von E(A) im Beispiel 2.22: Es gilt
R d oo —Bx X d 00 —Bx d [e'¢) —Bx
k(\) = —ia . 16_7 e dg = A 16_ s sin(Az) dz — iﬁ . 16_ s cos(Ax) dx
und
e hr > cosh(B — ) 7 sinh(27\)
in(Az) de = — 2" sin(\x)dx =
/OO l1—e® sin(Az) d /0 sinh sin(Az) dz cosh(27\) — cos(27)3)
sowie
x e * sinh (3 — Lo in(2n5)
e sin 7 sin(27m
/_Oo 1—e® cos(Az) du /0 sinh § cos(Az) cosh(2m\) — cos(27p)

(siehe [26, 2.5.46, 9. und 8.]).
Bemerkung 2.23 Induktiv kann man zeigen, dass Vn € N
(V")) = u(e) = [ Ky~ 2ul)dy, 0 <z <o
0

und
VO @) =) = [ Ke =yl dy, 0 < <o

gilt, wobei
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— —~

Somit ist also VM (\) = 1 — k,(\) mit
/ K (—z)e™de © n>0,
o 0

kn(A) = 0 .
/ K (z)e™dr : n<o0,

—00

00 . 1
e—xelAI dr =
/0 1— i\

@1 iy
AN 1—iX (1 —ir)it

1—kn(N) = 1+j§2 (?) (i)\z— 1>j N (i;)n

1= Fn(\) = (ifi)n .

2.5 Projektionsverfahren

~

also k—n(A) = kn(—X) . Aus

und

(—i)/ /0 T (Cayered gy —

folgt fiir n € N

und

Wir wollen z.B. folgende Frage beantworten: Kann man fiir die Gleichung

u(x) — /000 E(x —y)u(y)dy = f(z), 0<z<oo (2.14)

durch Losen der Gleichung

wo) = [ ke =) dy = 1@), 0<z<n (2.15)

eine Ndherungslosung gewinnen?
Es seien X und Y Banachrdume, P, € £(X) und @, € £(Y) Projektoren, X,, := R(F,),
Y, = R(Q,),und A € L(X,Y). Neben der Gleichung

Au=feY,ueX (2.16)
betrachten wir die Gleichung
QnAuy, = Qunf, u, € X, . (2.17)

Im Weiteren identifizieren wir die Operatoren @, AP, mit Q, A| x, € L(Xy,Yy) . Wir bemerken,
dass X,, und Y, als Bildrdume stetiger Projektoren selbst Banachrdume sind.

Definition 2.24 Man sagt, dass das Projektionsverfahren (P, Q,) auf die Gleichung (2.16)
bzw. den Operator A € L(X,Y) anwendbar ist, in Zeichen A € II(P,,Qn), wenn ein ng € N
existiert, so dass Vf € Y und Vn > ng die Gleichung (2.17) eindeutig losbar ist und die
Lésungen uy, (in der Norm von X) gegen eine Lisung der Gleichung (2.16) konvergieren.

Es ist A € II(P,, Qy) dquivalent dazu, dass
QnAP, € GL(X,,,Y,) Vn > no und (QuAP,)'Q, — B € L(Y,X) mit ABf = fVfeY

gilt.
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Satz 2.25 Es seien P, — I, Q, — [ und A € L(X,Y). Es gilt A € II(P,,,Qn) genau dann,
wenn A € GL(X,Y) gilt und wenn ein ng € N und ein vo > 0 existieren, so dass Vn > ng

R(QnAP,) =Y, und ||Q,APul > | Pyu| YueX. (2.18)

Beweis. Es sei A € 1I(P,,Q,). Aus der Invertierbarkeit der Operatoren @, AP, folgt sofort
R(Q,AP,) = Y, . Die starke Konvergenz (Q,AP,)"'Q, — B liefert die gleichmiBige Be-
schrinkheit der Operatoren (Q,AP,) 'Q, , so dass fiir u € X gilt

1
| Paull = [[(QnAP,) ' Qu(QnAP,) Pyu|| < = |Qn APl

mit einem gewissen vy > 0. Fiir n — oo folgt [|Au|| > 7o ||u|| , also dim N(A4) = 0. Auflerdem
impliziert A € II(P,, Q) auch R(A) =Y.

Seien nun A € GL(X,Y) und (2.18) erfiillt. Es folgt sofort dim N(Q,AP,) = 0 und so-
mit die Invertierbarkeit von Q,AP, : X, — Y, fiir alle hinreichend grofien n. Fiir u} =
(QnAP,)'Q,f und u* = A~ f folgt

* * 1 * * * *
|ur — Pou*|| < o |QrAPuy, — QrAP || = ||QrAu® — QAP u*|| — 0,

woraus sich auch [Ju), — u*|| < ||u) — Pyu*| + ||Pou* — u*|| — 0 ergibt. O
Fiir das Weitere setzen wir P, — I und Q,, — I voraus.

Lemma 2.26 Es seien A€ GL(Y), Be L(X,Y), C € GL(X) und folgende Voraussetzungen
erfillt:

(a) QuAQn = QnA und N (Qndly,) ={0} ,
(b) B € TPy, Qn),
(c) P,CP, =CP, und R(CP,) =X, .

Dann gilt ABC € TI(P,,, Q,,) .

Beweis. Es ist uf, = Q,A71f die eindeutige Losung in Y,, der Gleichung Q,AQuu, = Q. f,

denn es gilt QuAQ, A" f L 0, AA~1f = Q,f, wobei QuA~1f —s ALV f €Y gilt. Somit
ist A € I(Qn, Qn). Wegen (c) ist v = C~'P,f die eindeutige Losung in X,, der Gleichung
P,CP,v, = P,f, wobei v — C~1f V f € X gilt. Somit haben wir C € II(P,, P,). Satz 2.25
liefert wegen Q,,ABCP,, = (Q,AQ.)(Q.BP,)(P,CP,) und (b)

|QnABC P u|| > yavyeye ||Poul| YVu e X.
Da unter den gemachten Voraussetzungen offenbar R(Q,ABCP,) =Y, gilt, folgt aus Satz 2.25
die Behauptung. O
Lemma 2.27 Ist A € II(P,,Q,), so ezistiert eine Konstante § > 0 mit
A+ Bell(P,,Q,) VYBeL(X,)Y):|B|<59.
Beweis. Wir setzen M := sup {||P,|| ||Qn|| : » € N} und 6 := 27—]\04 mit yp aus (2.18). Fiir | B|| < ¢

gilt dann (fiir alle hinreichend grofien n)

|Qu(A+ B)Pyull = |QuAPuull = [QuBPuull 2 3o | Puull = 2 |Paull = 2 1Pl V€ X

Wegen Qn(A+B)P, = QuAP, [Ix, + (QnAP,) 'QnBP,] und ||(QnAP,) 'QnBP,|| < 'y%
% ist Qn(A+ B)P, : X,, — Y, invertierbar. Satz 2.25 liefert die Behauptung. O

0
2
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Lemma 2.28 Sind A € II(P,,Qy,), T € K(X,Y) (d.h., kompakt) und A+T € GL(X,Y), so
gilt

A+T ell(Py,Qn) .
Beweis. Unter Verwendung von (2.18) folgt

> 0 || Pau+ AT Pyl — 0 | [(QuAPw) ' QuT — A7) Py
P, B )
- H(Ijroﬂl—l;‘;—l” — 0 || [(@nAP) ' QnT — A7'T] Pyul|

v

[Pyl Yn>ng, YVueX,

weil wegen (Qn,AP,) 1Q, — A7 und T € K(X,Y) gilt H(QnAPn)_lQnT—A_lTH — 0.
Insbesondere ist Qn(A+ T)P, = QaP, + Q,TP, : X,, — Y, injektive und somit wegen der
Invertierbarkeit von @, AP, und der Kompaktheit von Q,T P, auch surjektiv. Es bleibt Satz
2.25 anzuwenden. O

Es seien nun neben P,, — I die Voraussetzungen (V1), (V2) und (V3) erfiillt.
Satz 2.29 Es gelte codim R(V') < oo und fiirn € N

P,VP,=PV und P,V VP, =vip, . (2.19)

Ein Operator A € Ro(V) gehért genau dann zu I(P,, P,), wenn A : X — X invertierbar ist.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 2.19 kénnen wir entnehmen, dass unter der Voraussetzung

A € GL(X) der Operator A € Ro(V) in der Form A = R_(I + D)R; mit invertierbaren
Operatoren R+ € R4 (V) und einem Operator D mit so kleiner Norm, dass I + D € II(P,, P,,)
gilt (siehe Lemma2.27), geschrieben werden kann. Wir setzen B := Ry (I + D)R_ und zeigen,
dass B zu II(P,, P,) gehort. Aus den gemachten Voraussetzungen folgt P,R, P, = P, R4 und
P,R_P, = R_P, und wegen R;' € Ry(V) auch P,R;'P, = P,R}"' bzw. P,R_'P, = R_'P,.
Es folgt (P,R+P,)~! = P,,R+ P, und mit Lemma 2.26 B € II(P,, P,) . Es bleibt zu zeigen, dass
A — B e K(X) gilt (vgl. Lemma 2.28):

-FirjkeZund j <0 < kist § = VOVK — ykRy6) = yith) _ ylthy—iye) =
ytk) [I-Vv— V(j)] ein Operator mit endlichdimensionalem Bild, also S € K(X). Man
beachte dabei, dass Q@ = V/V) ein Projektor mit R(Q) = RV ) ist (wegen R(V1)) =
X) und somit

dim R(Q) = codim R(V™7) = dim N(VY) < j dim N(VY) = j codim R(V)

gilt.
- Wegen VOVH) — y BV G = — [v® Y0 — v@V#)] gilt dies auch fiir k <0 < j.
- Fir j,k <0oder j,k>0ist S=46.
- Es folgt A1As — A2 41 € K(X) VA; e R(V).
- SchlieBlich folgt

A-B = [R.(I+D)-(I+D)R_|Ry

+(I+D)[R-Ry —R{R_]+[(I+D)Ry — Ry (I + D) R_ € K(X).

Der Satz ist bewiesen. O
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Fiir die Anwendung von Satz 2.29 auf (2.14) und (2.15) setzen wir X = LP(0,00), 1 < p < o0

und
{u(m) s 0<z<n,

Fru)() = 0 : n<x.

Dann gilt P, — I, und mit

(Vu)(z) = u(x) —2/ e u(y)dy und (VD) (2) = u(x) —2/ e Yu(y)dy, 0 <z < o0
0 T

sind auch die Bedingungen in (2.19) erfiillt, weil

u(m)—2/ eFuly)dy - 0<z<n,
0

0 : n<zx,

(P, VPyu)(z) = = (P, Vu)(z)

und

u(:c)—2/ e Yuly)dy : 0<z<n,

0 : n<x,

(P,VEV P (z) = = (VEDY P (2).

Um satz 2.29 auf Wiener-Hopf’sche Integralgleichungen anwenden zu koénnen, ist die Bedin-
gung codim R(V) < oo zu priifen. Aus lemma 2.26,(a) folgt codim R(V) = dim N(V(=1) | Wir
bestimmen also N(V(=1):

o)

Aus u(z) — 2/ e Yu(y)dy =0, 0 <z < oo folgt v/ (z) = 26$/ e Yu(y) dy — 2u(x) =
—u(z), also u(x) = ye~®, v € C. Damit ist dim N(V(=1) < 1. Die Probe
o0 1 o
e’ — 2/ e Ve Vdy =e " + 2e [e_zy] =0

T 2 xz

zeigt, dass
NVE) = {3do:veCh mit o(z) =7,

also codim R(V) = dim N(V(=D) = 1 gilt.

Folgerung 2.30 Es scien 1 < p < 0o, k € LX(R), f € LP(0,00), 1 — k(A) # 0 VA € R und
~ A=+o00 ~ o .
[arg (1 - ki()\))])\_ =0, wobei k(\) = / k(x)e™ dx . Dann existiert ein ng € N, so dass

—00

Vn > ng die Gleichung (2.15) eine eindeutige Lisung u), € LP(0,n) C LP(0,00) hat, wobei
[

gilt und u* € LP(0,00) die eindeutige Lisung der Gleichung (2.14) ist.

Die Abbildung J : L3(0,00) — L?(0,00), ug uo{/;o ist ein isometrischer Isomorphismus,
wobei das innere Produkt in L3(0, 00) definiert ist als

(up,v0)0 1= /0 ug(z)vo(2)e ™ dz = (ugtho, votbo) -

Das System {e, : n € Ng} mit e, (z) = 2™ ist linear unabhéingig. Das Schmidt’sche Orthogona-
lisierungsverfahren liefert das Orthonormalsystem {p,1 : n € N} in L2(0,00) mit Polynomen
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pn(x) vom Grade n, welches wegen Folgerung 2.3 auch vollsténdig ist. Wir bemerken, dass
pn(z) = V2 Ly (x) mit dem n-ten normierten Laguerre-Polynom L, (x) (mit positivem Leitkoef-
fizienten) gilt.

Der Operator V € £(L?(0,00)) hat die Eigenschaft V* = V(=1 Fiir f,g € L?(0, 00) ist

namlich
(Vfg) = /Oo[fm—?/x ! fy)d ]<
:/f dm—2// " Vg(z) dz dy

Ist u(z) = 27e™®, j € Ny, so ist

(Vu)(x) = xje—r _ 2/ yj dy et — (ﬂfj . 256j+1) o
0

Aus u(x) = p(z)e™™ mit degp(z) = j € N—0 folgt also (Vu)(z) = q(x)e™™ mit degq(z) = j+1.
Definiert man also induktiv 1y := potpp (mit po(x) wie oben definiert) und ¢, +1 = Vb, , n € Ny,
80 ist P () = gu(x)e™ mit deg ¢, (x) =n. Fir j,k € Ny und j > k folgt

(W5, %) = (VIgpo, VEo) = (VITRgg, o) = (VIR Lypg, V(D) = 0
und (Yg, ¥r) = (Yo, 1) = 1. Somit ist
Un(x) = (—1)"pa(z)e ™.

Wir setzen H = L?(0,00) und H,, = span {¢qg,...,%,_1} . Der Orthoprojektor Q,, : H — H
auf H,, ist gleich Q, = I — V"V denn es gilt

(Vv ORI g) = (VR(V*) fg) = (F,V*(V*)"g)
und fir j =0,...,n—1
Vv ey, = vy iy = yry Uy Sy, — 9

Das Projektionsverfahren

QnAQnuy, = anv u, € Hy

n—1
fiir einen Operator A € £L(H) ist dquivalent zu u,, = Z ~etbp und
=0
n—1
> (A )ve = (f.y), j=0,...,n—1. (2:20)
=0

Es gilt Q, — I in H und Q,VQ,, = Q,,V sowie Q,V1Q, = vV=DQ, .

Folgerung 2.31 Unter den Voraussetzungen von Folgerung 2.30 fir p = 2 und fir den durch
die linke Seite von (2.14) definierten Operator A : H — H existiert ein ng € N, so dass

Vn > ng das lineare Gleichungssystem (2.20) eine eindeutige Lisung [ Ye }2:01 € C™ besitzt, und
n—1

Uy = Z Yeby konvergiert in der Norm von L2(0,00) gegen die eindeutige Losung u € L2(0, 00)
(=0

der Gleichung (2.14).
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Fiir A € R(V) gilt wegen V=™ AV™ = A m € Ny die Bezichung

A (VEDAVIVE Iy aho) = (AVETepo,abo) =1 ajy = j <A,
(Anhy, 1bj) = (AV e, Vi) =
(VED AV, VI—lhg) = (Ao, VIThpg) =t aj—y : j > 1.

Die Systemmatrix des linearen Gleichungssystems (2.20) ist in diesem Fall also eine Toeplitz-
matrix. Die Gleichung Au = f € H, u € H ist dquivalent zu dem unendlichen linearen Glei-
chungssystem

o

d aj&e=m;, j=0,1,...

=0
mit n; = (f,¢;) und & = (u,,), welches im Raum ¢* der quadratisch summierbaren Zahlen-
folgen zu betrachten ist.



Kapitel 3

Singulire Integralgleichungen

3.1 Cauchy’sche singulire Integralgleichungen

Mittels des Residuensatzes der Funktionentheorie kann man zeigen, dass fiir 0 < v < 1 und
u € R gilt (vgl. auch [10, 3.238.1])

o) v—1 d

/ L = —7|u|" " tsgn(u) cot L0l
o T U 2
und

™

o0 v—1 d
/ 2" sgn(x) d = m|u[""Lsgn(u) tan == .
T—Uu 2

— 0o
Dabei sind die Integrale im Sinne des Cauchy’schen Hauptwertes zu verstehen, wobei man im
Fall u = 0 das erste Integral gleich 0 und das zweite gleich 400 zu setzen hat. Addition beider
Formeln ergibt

o 271y 1
/ — = —mu’ “sgn(u)cot(my), O0<u<oo, 0<~vy<l1. (3.1)
0 _

Mit v®?(z) := (1 — 2)%(1 + x)” bezeichnen wir wieder ein Jacobi-Gewicht und betrachten fiir
—1l<a,-1<f,a+8=-1und —1 <z < 1 das (Cauchy’sche Hauptwert-) Integral

/1v°"5(y)dy _ 1/1 <1+y>51—y 2 dy
-1 Y- 2)a\1-y) y—=z (1-y)?
B /°° t9 dt 1 /°° t9 dt
— =— -
0 <§;—}—x)(t+1) l=—=zJo -3

(3.1) T <1+x

B
S g 195) cot(mf + ) = mcot(n ) v*P(x).

Es folgt also fir a > -1, 8> -1, a+8=-1

: 1 a,
cos(m3) v¥P (x) — Smsrﬂﬁ) / Y yﬁ(y)xdy =0, —-l<z<l. (3.2)
-1 -

Mit pg? (x) bezeichnen wir das m-te normierte Jacobi-Polynom (mit positivem Leitkoeffi-

zienten),
1

deg pB(z) = n, / P28 (@)p2P (@)™ (z) d = S,
-1

51
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Bekanntlich existieren ay, € R und 3, > 0, so dass (vgl. [14, Formeln (2.4),(2.6) und Abschnitt
2.5] oder [16, Formeln (2.6),(2.7) und Abschnitt 2.4])

/Bn—l—lpzfl(x) = (CE - an)pg’ﬂ(l’) - /Bnpz’_ﬁl («T) , neN

gilt, wobei man explizite Formeln fiir die o, und [, angeben kann. Unter Verwendung dieser
Formeln und (3.2) kann man folgenden Satz beweisen (vgl. [16, Abschnitt 3.2]).

Satz 3.1 Es seiena,be R, 0< By <1 und A\, € Z, so dass
a—ib=e", a:=XM+B e (-1,1), Bi=X—fe(-11).
Dann gilt

a, a,B
B (@)peP (@) + 2 / Pl (y)pn” ()

dy = (—1)Mp- %~ —1l<z<1l,neN 3.3
=] Y-z y=(-1)"p (z), r<1l,neNy, (3.3)

n—kK

wobei kK = —(A1 + A2) = —(a+ B) und p:?’fﬁ(:n) = 0 zu setzen sind.

Folgerung 3.2 Fiir 5y = %, dh.a=0undb=—-1,undfirh\1=—-1,A=0,dh a== —%
erhalten wir

1 [T, d
/ LW _dy g ), cl<az<1, neN.
TJ 1Y =2 /1 —y>?
wobei
11 -1-1
To(2) = pi*(x) und Un(e)=pn® *(2),
Ty(z) = 1 T, (cos 0) = \/5cos(n9) necN
0 _ﬁ’ n - T ’
und

Uy, (cosf) = \/ism[(;ln—;l)e], n € Np.
)

1 lUn(y)
/ V1—9y?dy=-Thu(z), -l<zxz<l1l, neN.

[CIIE |

Analog gilt (\q1 =0, Ao =1, dh. a=p=

Mit L? 5 bezeichnen wir den Hilbertraum der (Klassen von) bzgl. v®B(x) iiber (—1,1) quadra-
tisch integrierbaren (komplexwertigen) Funktionen mit dem inneren Produkt

1 [
(u,v>a,5:/ u(x)v(x)v®? (z) d .

-1

Sowohl {p;a’fﬁ in € NO} als auch {vo‘ﬁpﬁ”@ in € No} sind vollstéindige Orthonormalsysteme
in L? _p- Wegen (3.3) ist der Operator al + bS mit

(SU)(:C)Zl/l uyldy o

) 1 y—=

auf der linearen Hiille des zweiten Systems wohldefiniert. Dabei gilt

l(al +bS)ull_o 5 < llull _q_g -
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Somit kann dieser Operator auf eindeutige Weise zu einem linearen beschrénkten Operator
al +bS: LQ_Q’_B — Lz_a,_ﬁ fortgesetzt werden. Dabei gilt

span {v*Pl k=1,
N(al 4 bS) = {7
{6} : k=0,k=-1,
und
0 k=1, k=0,
codim R(al + bS) =
1 k=—1

Im Fall kK = —1 ist die Gleichung (al +bS)u = f € LQ_Q’_B genau dann in L2_a,_ﬁ l6sbar, wenn
(1) ap = 0 gilt.

Wir verweisen noch auf den Spezialfall (vgl. Folgerung 3.2) a = 0, b = —1, fy = %,
A =—1, Ay = 1. Wir haben also k = 0, v*(z) = /1 =: v(z) und v~ F(z) = ﬁ—i . Mit

_11 1_1
2772

den Bezeichnungen p, ?'2(x) =: R,(z) und p2’ 2(x) =: P,(z) folgt

1 cos(n+%)9

VT cosy

1 sin(n—{—%)@

Ry (cosf) = N
2

und P, (cosf) =

und (3.3) liefert
SvR,=PF,, neNy.

Fiir s > 0 definieren wir

o
L2 {u L2, (14
n=0

2
(0,05 M| < oo}

und
o0

(U, V) ags = O (1+0) (u, 030 50,00 s
n=0

[e.9]

Dann ist (Li’fﬁ, (., ->a,ﬁ,s) ein Hilbertraum, wobei J : Li’jg — 02 u ((1 + n)s(u,p%’ﬁ>a,5>

ein isometrischer Isomorphismus ist. Offenbar gilt

n=0
L), =L20 oL OLY,, 0<s<r.

Analog kann man f&zﬁ s definieren,

o0
E%L;_ﬁ = {U S L2—o¢,—/3 . Z(]. + n)Qs

n=0

2
(u, va’ﬁpgﬁ)_a,_@‘ < oo} .

Folgerung 3.3 Fiir s > 0 ist der (oben definierte) Operator al + bS : f&i g — L%Z 8
linear, beschrinkt und einseitig invertierbar. Dabei gilt

dim N(al +bS) = max{0,x} , codimR(al + bS) = max {0, —x} ,

und

(aI +bS)™t = v*P(al — bS)v~ > PI

ist im Fall Kk = 0 der inverse Operator bzw. im Fuoll k # 0 ein entsprechender einseitig inverser
Operator.
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Mit PP Li,ﬁ — LZ,B bezeichnen wir den Orthoprojektor auf span {pg’ﬁ, Dy 61} X,
d.h.

n—1
PeBE =0 )asp?, FELLy.
j=0

Folgerung 3.4 Es seien s > 0 und f € Lisﬁ Dann gilt

(@) i |7 - =0,
n—oo ,B,S
Hf Pa,BfH +n)t SHfHoé/Bys ,0<t<s,
© [[7e24] { Mlags OétSS,}
C )
a,fBt nt—s Hf”oé’ﬁ’s : s<t.

(d) Die FEinbettung LZ‘; - Li’fﬁ , 0<t<s, ist kompakt.

2
Beweis. Hf Pa”BfH Z(1+J) <f7pyﬁ>a,ﬁ’ — 0.
) |- PaﬁfH 1+ S+ )2 (1,05 ag] S A+ I,
j=n
n—1 2
@ |Be]| = 2o+ (05 s
. n—1 2
PRIl (o W R Vi P L 0<t<s,
< =0
< = )
N R N el ] PR R
j:
(d)AusU@ibgtHI—}%’ .. — 0. O

=

Mit den Bezeichnungen aus Folgerung 3.2 und o(z) := (1 — 22) ™2 sowie p(x) := (1 — xQ)% gilt
— [p(2)Up—1(2)] = —no(x)T(z), ne€N und T)(x)=nU,—1(x), neNy. (3.4)

Diese Formeln lassen sich verallgemeinern zu (vgl. [16, (3.4),(3.5)])

1 d
a,B a,B — a+1,8+1 a+1,6+1
v z)py” () = — — |v )Py , neN 3.5
(z)pn"” () \/n(n+a+,6’+1)d$ ()py 1 ()} (3.5)
und
d (e}
dxpn = Vnn+a+B8+1)p2t P @), neN. (3.6)

Folgerung 3.5 Seien s > 0, und D bezeichne den Operator der verallgemeinerten Differentia-

tion. Dann ist D : Li’f;l — L2j_1 B stetig.
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Beweis. Aus u € Li"?l folgt

Du pa+1 BH1 a1, ﬁ+1>’2

2
IDull’ 1 gi1s = Zn%

o
(3.5)
=" > n¥n(n+a+p+1) ‘<uap%’6> o, ‘ < lull? 5541 5
=1

was die Giiltigkeit der Behauptung zeigt. O

Folgerung 3.6 ([2], Seiten 195-197) Sei r € Ny. Dann ist u € Lirﬂ genau dann, wenn

Dy e 1.2 k=0,1,...,r gilt. Dabei sind die Normen ||ull, 5. und

llla sy = D | PR
k=0

otk Btk

a+k,B+k
dquivalent.

Mit L%” bezeichnen wir den Operator, der einer Funktion f : (—=1,1) — C das Interpolations-
polynom hochstens (n — 1)-ten Grades beziiglich der Nullstellen :Un,’f , k=1,...,n des n-ten
orthogonalen Polynoms pn’g (z) zuordnet. Bekanntlich gilt —1 < 2P <. ’B < 1 und

(L2f) @) Zf e (@)

mit 5
(3
Vi 75( ) ﬁ m_xj o pnﬁ( )
k - — .
! PR e N CRE O [( A U o

Wir bemerken, dass aus f € Li‘fg mit s > 1 5 folgt, dass f:(—1,1) — C stetig ist ([2, Theorem

2.5]). Der folgende Satz wurde im Fall |a| = |8] = 1 in [2, Theorem 3.4] und im Fall o, 3 > —1,
s> 11in [3, Theorem 2.3] bewiesen. Der allgemeine Fall wurde in [22] betrachtet.

Satz 3.7 Es seien s > % und f € Lisﬁ Dann gilt

(a) lim Hf Lo‘ﬁfH

n—o0

a,@s

b) Hf—LgﬂfH 4y S gy -0t < s mit e e(n, ft.s).

3.2 Integraloperatoren mit logarithmischen Kernen

Fiir den Integraloperator

1 [t d
(Ku)(x):—/ ln]y—x!u(y)iy, -l<z<1
™ J-1 1_y2
gilt
In2)pd : n=0,
Kp® = KT, = (1 )7 (3.7)
Ep’ral : nGN,

1 1 1

wobei o(z) = (1 — 2?)72 und pf(z) := p, * 2(z) = Tph(z).
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Begiindung;:
(a) Fiir fixiertes z € (—1,1) gehort die Funktion L, : (—=1,1) — R, y = Injy — 2| zu L2.
Wir berechnen die Fourierkoeffizienten von L, bzgl. des vollstdndigen Orthonormalsystems

(Th),= - Fur n € N gilt

1 dy
<LmaTn>0 = /1ln]y—x]Tn(y) T

1—192

34 —/ 1n|y—x|—[\/1—7Un1 ]
n

([ Y ]

- _ ~(r—2)2 _
= neli}I-rl-IO[ (Ine)\/1—(x —¢€)?Up—1(x —¢)
+(lne)y/1—(z+¢ 2Un_1(x+5)

([ )5yl

1 U, olg.3.

n

(b) Fiir n = 0 erhalten wir

1 .
(Lo To)o = —= oy m:ﬁwmfg%mm
mit
T—€ 1 dy
Ye(z) = </ +/ )lny—x
SV R A
T—€ dy 1 dy
= lnx—y+/ In(y —zr) —.
/1 ( ) 1—y2 T+e ( ) 1—y2
Es folgt

r—e 1
w = [ [
—1 yr —y 1—y2 :c—‘rsy_x

1 1
+(Ine) —
V1—(x—¢e)? /11— (x+¢)?
H+o_/1 1 dy ey,
1Y =T /1 —y>?

Diese Konvergenz ist gleichméfig bzgl. x € [-1+6,1 -] Vd € (0,1), weil fiir 0 < g1 < &9
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und () : (J/ L/‘ > ]éﬁ gilt
X“@_M*”::(/iﬂiﬁfv“'@+<ém‘4;)“'d

L [, (oo,

—E2 y - —+e1 y -
so dass fiir x € [-1+ d,1 — ¢] und &2 hinreichend klein
|Xey () — Xep (2)] < const(eg — e7)

gilt. Es folgt ¢/(x) =0 V2 € (—1,1). Damit ist

1
d
7:/’m@—x1y l<z<l, (3.8)
-1

eine Konstante. Auerdem ist ¢ : [-1,1] — R stetig (vgl. [15, Satz 3.5]). Wir haben
damit (fiir x =0 in (3.8))

= [ —coss)ds= [ tn(2sin?2) d
y /0 n(1l — coss)ds /0 n< sin 2) s

T T
71'1n2+2/ In (81112) ds—ﬂ'ln2+4/ In(sint) dt
0 0

1
Tin2+4 lny

COS z

ISE]

7T11r12+4/2 In(cosz) dz ' =
0

¢447

= min2+ 2y,
also vy = =7 In 2 und somit (L,,Tp)s = —v/7In2 = —7(In 2)Ty

Die Riume Lg®, s > 0 sind isometrisch isomorph zu £2 | wobei

oo
={e=(E)Z e (14 n)°&), 5 € £} und (&g = Y (14 1) 6T -
n=0
Der isometrische Isomorphismus ist gegeben durch F : L¥* — 2, u — ((u,p?)q Jneo - Es
folgt dann aus (3.7)*K = FKF~! = diag [ n ]noio mit ap = In2 und o, = %, n e N Der
duale Raum <L§’S> ist isometrisch isomorph zu ¢2  iiber die Abbildung F: (L(Q,’S) — 2,

© = (Pn) s mit @, = @(pg) . Definieren wir L2 = (Li’s) , so kénnen wir K : L2* — L2

fiir alle s € R betrachten, wobei wir K = F~'KF verwenden. Aus (3.7) ergibt sich nun sofort
die folgende Aussage.

Satz 3.8 Der Operator K : Lg’ — L2 st st ein linearer, beschrankter und invertierbarer
Operator. Dabei gilt K~! = F7IK~F .

Wir definieren den Operator K : L2 — L2 iiber

1
(Klu)(as)——i/ (y—av)ln\y—:r\u(y)L -l<z<1.

-1 \/1—y2,
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Unter Verwendung des Multiplikationsoperators (Mu)(z) := x u(x) folgt K1 = KM — MK , so
dass die Rekursionformel

1
5 pZ+1($)+pZ—1(x)] ) n = 2a3a"'

wpa(r) = 5 |

die Formeln
Klpg = anlpz,—l - 5np2+1 , n €Ny
In2-1

V2

K, = FK F~': 2 — €5+2 o (&) nso — (Bubng1 — Ba—1&n—1) 0

mit 5_1 =0, By = und 3, = n € N liefert. Es folgt

1
2n(n+1)’

(§-1:=0).

Folgerung 3.9 Der Operator K1 L — L2512 st fiir alle s € R beschrdinkt. Die homogene
Gleichung Kiu = 0 besitzt in L ~3 nur die triviale Losung. Fir s < —% gilt dim N(K;) = 1.
Die Gleichung Kiu =1 ist in LU 3 nicht losbar.

Beweis. Aus der Gleichung Ki¢& = © folgt & = 0, {01 = Pu-r&n-1 , n € N, insbesondere
&3 =& =...=0. Falls §, = 0, so sind auch &, = 0Vn € N. Sei deshalb & = 1. Es folgt
& = 20 = 450 und oy, = Bom—282m—2 S §o(m—1) =4mpPo, m = 1,2,... Nun gilt aber
B Bam—1 m—1
o o0 3
S A+n)ZlE =1+ (2607 Y (1+2m)*(2m)’* <oo = s< -5
n=0 m=0

Die Gleichung K€ = (1,0,0,...) fihrt zu & = 5 und somit zu Eopyy = L2m282m=1 _

B2
2m+1 . . . .. .92 "
5 §2m 1=02m+1) ﬁo so dass diese Gleichung keine Losung in £ ; hat. O
m— _

N

Satz 3.10 Das Bild des Operators K : L2% — L2%t2 st fir alle s € R nicht abgeschlossen.

Beweis. Wir betrachten die Shiftoperatoren
V22— 02, (&), 2~ (0,60,&,...) und VOV 2 520 (g,) %0 (61,69,...)

sowie den isometrischen Isomorphismus

o0

=, (), (L ”)_zfn)n:o
und definieren U := K; — %]Rg (V(_l) — V) . dann haben wir

1
2(n+1)2

- <<2n(n1+ 1) 2(n—1i- 1)2> Sn1 ¥ <2(n—1|- 12~ 2(7141r 1)n> 5"‘1>:0

B 1 3n+1 e
N <2n(n +1)2 Sn+1 = 2(n+1)2(n —1)n gnl>n0 ’

was zeigt, dass U € L (62 €S+3) cK (62 €s+2) gilt. Der Operator V(=1 — V hat in 2 s %
einen trivialen Nullraum, sein Symbol 3 (¢t~ —¢) aber Nullstellen auf dem Einheitskreis T . Somit

Ug = <5n§n+1 — Bn-1n-1 — (&nt1 — §n—1)>
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ist sein Bild nicht abgeschlossen (Lemma 2.6,(a) und Satz 2.14). Fiir £ € £2 und 7 € (2 gilt
(Ve m) Zgn 1T = Zgnnn+1 Dy dh., V2 =VED,

Ware das Bild von A %(V( 1 —V) in 2, s < -1 abgeschlossen SO wire wegen
dim N(A*) = 0 dieses Bild gleich ¢2 — s und somit wire A in Zg , § < —3 einseitig invertierbar.
Wiire nun das Bild von Ky : ¢2 —s 2 1o abgeschlossen, so wire dieser Operator Fredholmsch,
<mmmN®gmmmmNﬁﬁammmmdDmeammxwm%&ﬁﬁﬂ—vy:&—U

ein Fredholmoperator und héitte damit abgeschlossenes Bild. O
Wir bestimmen eine (rein algebraische) Losungsformel fiir die Gleichung
Ki&=n=(no,m,...). (3.9)
Aus
K1€ = (Bo&1, B1€2 — Bobo, B2€3 — P11, - - -)
folgt
51 = /80_1770 ’
& = By (m+ BBy o)
k k-1
Srir = Byt > ] Bar' Bersrmom = 42k +1) 450 + Z anm]
m=07r=m m=1
und

& = Byt (m + Bodo)
€1 = B3l (ms+Bobe) = B3ims+ By By Bam + B3 BT BaBobo s

Kok k
Sy = B D, I BarsiBermomir + [ [ BartirBréo

m=0r=m+1 r=0

k
= 4k+1) [ > (2m+ Dname1 + Bobo

m=0

Folgerung 3.11 Sind f € LZ* fir ein s > 743 und T > —1, so besitzt die Gleichung

Kiu=f+a«a (3.10)
genau eine Lisung (u, o) € L x C.
Beweis. Wir betrachten die Gleichung

Ki& =7+ (a,0,0,...) € £ (3.11)

fiir £ € £2, und o € C. Aus den Losungsformeln zu (3.9) erhalten wir

+

§2k+1 = 4(2k + 1 7704 + Z m772m] 9 = 07 17 SRR
Bo =
k
Sprry = Ak+1) D @m+Dnomir +Bobo| » k=0,1,...
m=0
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Ntwendig dafiir, dass (&), zu €2, gehort, ist, dass ((n +1), 1)n°:OO eine Nullfolge ist. Das fhrt
zu den Bedingungen

o0 o0
+ o
"ZB + > mngm =0 und Y (2m+ Dngmir + fobo =0,
0 m=1 m=0
d.h.,
o0 1 (o]
a=-—n—460 Y mnm und & = 5 > @m A+ Dngmy
m=1 0 m=0
sowie
o oo
Sokr1 = —4(2k + 1) Z mnem und  Euqpy = —4(k +1) Z (2m + 1)nam+1 -
m=k-+1 m=k-+1
Es folgt
o 2
&> < const(k + 1) Z (m 4+ D75 (m + 1) 7 n2ma1
m=k+1
o0
< const(k +1)? Z (m + 1)2(1_8) ||7I||22
m=k+1

< const(k +1)*(k + )20 In] = const(k + 1)> ||n]7 ,
so dass unter den gemachten Voraussetzungen
9 o
€] €27 < const Y (k + 1)*7F57* gl < oo
k=0
gilt, weil 274+ 5 —2s < =1 <<= 7—-s< -3 <= s>7+3. O

Folgerung 3.12 Sindt > —1 und s < 7+3, so existiert ein f € LZ* , fir welches die Gleichung
(3.10) keine Losung (u,a) € L2 x C besitzt.

Beweis. Betrachten wir fiir » > 1 und n = (1,1,77"~1,37"=1 ... die Gleichung (3.11), so folgt

ki1 = =22k +1) Y (2m) 7"~ (2k+ 1>, keN,
m=k-+1
und -
Eapny = —4(k+1) D @m+1)7 ~ 206+ 1", keNo,
m=k+1

wobei 1 zu £2 fiir s < r + 3 gehort. Somit ist
2 5 5
fell <= 21+4-2r< -1 T—T<—§ — T>T+§.

Sind also r = T—l—% und 7 > —1, so folgt n € 2 fiir s < %—i—r = 7+ 3, aber die Gleichung (3.11)
hat keine Losung in /2. g



3.3. KOLLOKATIONS-QUADRATUR-VERFAHREN 61

3.3 Kollokations-Quadratur-Verfahren fiir
Cauchy’sche singulidre Integralgleichungen

Wir konzentrieren uns hier auf die Situation 0 < Sy =a=—-8<1,d.h. Ay =X =k =0, aus
Satz 3.1 und verwenden die Abkiirzungen

v(z) = v %), plx) =o""%x), pu(z) =pp~"(x), p(z) = p, "% (z),

v o, (T e N e vV _ Ta,—« w_ 1T—o,x
Ty =Ty > Ty =Ty, Ly =Ly, Ly = L™

Nach Folgerung 3.3 ist der durch

1
(Au)(z) := a(z)v(x)u(z) + / u(y) viy)dy, —-1<z<1

1Yy—x
definierte Operator A = avl + bSvI : L2 Li’s linear, beschrinkt und invertierbar mit
A=Y = apl — bSpl . Die Gleichung

(A+ K)yu=f (3.12)

1
mit (Ku)(z) = / k(z,y)u(y)v(y) dy und k : [-1,1]> — C wollen wir approximativ wie folgt
-1

losen. Eine N#herungslosung u, (z) suchen wir als Polynom hochstens (n — 1)-ten Grades,

Z Py (@ Z Enrlor(z (3.13)

Wir verwenden die Gauf3’sche Quadraturformel

1 1 n )
/_1 x)dr ~ Z Ankg(@ T /_1 (LY g) (x)v(z) dz

und definieren

(Kpun)(@) =Y Apk(a, 275)én
k=1

sowie K, := L K?. Die gesuchte Niherungslsung u, soll der Gleichung
(A+ Kp)u, = LEf (3.14)

geniigen, die wir auch in der Form (vgl. (3.3))

Zanmpm +Z)‘ n]’ nkénk_f(xzj)a jzl,"'an

schreiben konnen. Fiir die Vektoren o, := [ O ];:; und &, := [ Enk ]kil (vgl. (3.13)) gilt

n—1, n n

an =PyDyn, Bpo=[ Py(ay,) |\ 2, Dn=diag [ A7, ]2, . (3.15)
AuBlerdem gilt
Py (P)" =1 = (Py)" P4DY, (3.16)

was aus
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folgt. Somit ist (3.14) dquivalent zu
[(P2)7 PY + K| Dl = (3.17)

mit K,, = [ k(z}, z%,) ]J.ZZI und ¢, = [ f(zh)) ]jil . Beziiglich des Operators K machen wir

nj’nk nj
folgende Annahmen: Fiir gewisse s, > 0 gelte

(K1) k(.,y) € L® glm. bzgl. y € [~1,1],
(K2) k(z,.) € L" glm. bzgl. z € [-1,1],

dh.,

kG, <ar und  [k(z, )], <c2 Va,ye[-1,1]

v,r —

mit ¢ # ¢1(y) und cg # co(x) . Hieraus ergeben sich einige Folgerungen:
2 12
(A) K € L(L;,L;”) .

Beweis. Aus
2

(K, iy, = 1 / (e, y)u(y)(y) dy ph (@) () da

2

_ ' / bt ) o] < [ )il v dy

folgt

o0

2 2
IKulZ, = > (1+n)*|(Ku,ph)|
n=0

IN

1 1
lul; /_1;(1 + )% [(k () i) P v(y) dy < e /_1 v(y) dy [|u -

2 12t
(B) K e K(L,,L;"), 0<t<s.
(C) Aus dim Ny (A+ K) =0 folgt A+ K € GL (L?,’t,Lf;t) ,0<t<s.

Beweis. Nach Folgerung 3.3 gilt A € GL(LZ', LY 24, Aus (B) folgt K € KL2t LY +'). Die
Fredholm’sche Alternative liefert A + K = A(I + A"'K) € GL(L2' | LY “h. O

Fiir ein Polynom wu,, mit degu,, < n gilt
(Kpun)(x) = /11 [Lok(z; )] (y) un(y)v(y) dy -
Somit kénnen wir iiber diese Formel den Operator K auf ganz L2 fortsetzen.
Folgerung 3.13 Sei (K1) mit einem r > L erfillt. Dann gilt
| LA (K — K)UHM <cmn " ||ul|, Yuell, t>0

mit ¢ # c(m,n,t,r,u).
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Beweis. Unter Verwendung von olgerung 3.4,(c) und Satz 3.7,(b) folgt

2 2
HL;@(KQ—K)uHW < mQtHLng—K)uHM
2
- %ZA u(y) | Lhy (el n)] v(y) dy
2 2
< m¥ ful2 DN | Erk Gt ) = kG|
j=1
—2r 2
< em®n ul)? ZA Hk 2 ||
< em®n ™ |ull}

O

Satz 3.14 Es seien (K1) und (K2) fir eins =r > % erfillt, f € Li’s und dim Ny2 (A+K) = 0.
Dann existiert ein ng € N, so dass fiir alle n > ng die Gleichung (3.14) eine eindeutige Lisung
Uy, besitzt. Dabei gilt

0<t<s,

= ull,,p < en'™* Jlull,,, .

wobei u € LE* die eindeutige Losung der Gleichung (3.12) ist und ¢ # c(n, t,u) gilt.

Beweis. Aus (C) folgt die Existenz der eindeutigen Losung u € L2 der Gleichung (3.12), Wir
haben also Au = f— Ku € LZ’S und somit u = A7 (f — Ku) € L2* . Ferner gilt wegen Folgerung
3.13 uns Satz 3.7,(b)

IN

1K= Kl gz ze < 00D = Bl gz p2ey + IL0E = Kl 20

IN

c (ntfs 4+ pts HKHg(L?”Li’t)) —0ifn—o0cand 0<t<s.

Im Fall ¢ = 0 erhalten wir die Invertierbarkeit von A + K, L2 — L2 fiir alle hinreichend
groflen n zusammen mit H (A+ K,) IHL 12,120 < ¢1 < 0. Hieraus folgt nun

[un — P?Zqu/,t < ' lu, - Prull,

IN

an' [Lhf = (A+ Kn)Pull,

IN

evnt (1247 = I, + 1A+ K) (= Pyu)l, + (5 — K, P,

< ean' (2™ | fllus + 14+ K gz g2y " lull o 4 can™ full,)

IN

can'™* ull,,, -

O

Wir modifizieren jetzt die durch (3.14) gegebene Methode:
Schritt 1: Wir setzen in (3.13) o, = (L“f,p]> fir j =m,...,n—1, wobei 0 < m < n gelte,
d.h., wir 16sen die Gleichung

Av, = LES
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und setzen Q) u, = Q¥ v, mit Q}, =1 — P}, . Wegen
{Lnf, pJ Z )‘Mépj f>

haben wir [ Ol j ]T.Z_l = [ p?(xﬁg) ]n_L . Dion .

j=m j=mJl=1
Schritt 2: Wir setzen in (3.13) ay;j = (Wm,pj)v, j =0,...,m — 1, wobei wy, € R(Py,) Losung
der Gleichung

(A+ Kp)wp = Lb f — LE AQY v,

ist.

Im Weiteren gehen wir davon aus, dass m > ng (vgl. Satz 3.14) gewihlt ist und dass
u € L2 die (eindeutige) Losung von (3.12) sowie u,, das nach Schritt 1 und Schritt 2 konstruierte
Polynom sind.

Lemma 3.15 Fiir ein s > 3 und ein § > 0 seien (K1) fiir s+ 6 statt s und (K2) firr = s
erfiillt sowie f € L,st. Dann gilt

Q=) < e (= 0 ) full,y, 0<t<s,

wobei ¢ # c(m,n,t,u).

Beweis. Aus
u—u, =u— AT+ AT = Lif) + ATN(Lhf — Aup)

folgt mit Qy, :=1— P},
19 (u = wn)ll, < [|Qna = AT, + QAT = LR, + [QRAT (TR, = Awn)],,, -
Unter Verwendung von (A) und Folgerung 3.4,(b) erhalten wir
A =u— AN A+ K)u=—A"'Ku e L2

und [[ Q2 (u— A7), < exm =5 [lul, . Wegen Q| a0, = 1 und A~
gilt

' HL(Lﬁ’t,L%f) =1

Satz 3.7,0)
QAT (= LaN L, S I = Lhflle < e lIfll,., -

AuBlerdem haben wir Q% A=Y (Lh f — Au,) = QYA LLf — Q% uy = QYvn — QLu, =©. [0

Lemma 3.16 Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.15 und fiir ein sg mit % < 89 < s gult

1P (= ) < € (M7 0= )l s <t <,

wobei ¢ # c(m,n,t,u).

Beweis. Aus PYu, = wy, folgt

(a + Kp)(wy, — PYu) = LB f— Lk AQY u, — (A+ Kp,)Phu

LE(A+ K)(Pou+ Qhu) — L AQY u, — (A+ K)PYu

(LE — AP’ u+ LM (K — KO)Yu + L* KO Q¥ u + LM AQY, (u — uy,)
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und somit

lwm — Praull,y < m"™ [lwm — Pyl

V,80

IN

cs (124 = DAPul ., + || L8 (K = K)u

550 14,80

|2 K@il o, + 1L AQu (1 = wn)ll ) -
Die Behauptung folgt nun aus

Satz 3.7,(b)

[ L AQy, (u — un)], 4, < L5l 220y 1@ (u = un)ll, s
Lemma 3.15 Gn—s—6 s—s
< C4<m0 + n*° )Huy’s,
0 Folg. 3.13 5
(L, — )APYu = 0O, || Lh (K — Km)uHMO < gm0 ul|,

1
(K @iu)(2) =/ [Lrk(z, )] () (@) (y)v(y) dy = 0

—1
und mtfso (msofsfé + nsofs) — mtfsfé + mtnfs < mtfsfﬁ + ntfs ) 0

Aus den lemmata 3.15 und 3.16 erhélt man nun den folgenden Satz.

Satz 3.17 Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.15 und fiir ein sg mit % < 80 < s gilt

tn =l < e (M= 40 ) Jull,y , so <t <s,

v,s )

wobei ¢ # c(m,n,t,u). Wahlt man m (in Abhingigkeit von n) so, dass 0 < p < de mit einer
Konstanten p < 1 gilt, so folgt

_ 5
||l wn — uHMt <ent™® Htus ,  max {so,s — 2} <t<s.

. . s t=s=48
Beweis. Es ist zu beachten, dass unter den gemachten Voraussetzungen m!=5=% < ¢jn~ 5 mit
sg—s—9 t—s—9¢

pL:i=p 3 >p 3 gilt,wobeiauch%St—sistwegens—ggt. O

Zur Komplexitat der modifizierten Methode:

e Schritt 1: Die diskrete Polynomtransformation P}, = [ pé‘ (:czk) ];:g 7147:11 kann mit
O(nlog®n) Komplexitiit auf einen Vektor der Linge n angewandt werden ([25]). Im Fall

a = % ist dies sogar mit O(nlogn) Komplexitit moglich, da in diesem Fall pf,(cos ) =

1 cos(n+3)6 2k —1
— (792) und z* p = COS Q und somit
ﬁ cosi n 2n+ 1
L[ G E-Dr ]
Py = T cos 1 (D7)
T nta j=0,k=1

gilt, wir also eine diskrete Kosinus-Transformation vorliegen haben.
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e Schritt 2: Wahlt man im Fall o = 1 die Zahl m so, dass 222;11 eine ungerade Zahl ist, so
gilt

{xfnj:jzl,...,m}C{xgj:jzl,...,n},
so dass {f(x“mj) :j:1,...,m} C {f(azgj) :jzl,...,n} . Ferner haben wir

n—1

(AQy,vn)( Z anfpg m] Z PlZ( )<L'ufa pg>

l=m+1

Die Systemmatrix in (3.17) kann auch in der Form (hier ohne Beweis)
[ b 1 :| n % \pv
Dy T +
Tan =Ty Jn )"

e Wihlt man m (in Abhingigkeit von n) so, dass m? < p2 < oo mit einer Konstanten po
2

geschrieben werden.

n
gilt, so hat man eine Gesamtkomplexitéit von O(nlog®n) bzw. O(nlogn).



Kapitel 4

Anhang: Banachalgebratechniken

4.1 Stabilitit als Invertierbarkeit in einer Banachalgebra

Es seien X ein Banachraum und L, : X — X eine Folge von Projektoren mit L, — I. Sei
X, := R(Ly). Mit F bezeichnen wir die Menge aller Folgen (A4,) = (A45),~; von Operatoren
A, € L(X,,) mit

1A = (A5 = 510 { | AnLnll ) s m= 1,2, } < oo (4.1)
Wir versehen diese Menge mit den algebraischen Operationen
(Ap) + (Bn) = (An + Bn) . A(An) = (Mn) ,  (4n) (Bn) = (AnBn) -

Mit G C F bezeichnen wir die Teilmenge von F , die alle Folgen (Gy,) mit le |GnLnllzx) =0
enthilt.

Lemma 4.1 F ist mit der in (4.1) definierten Norm eine Banachalgebra und G ist ein (zwei-
seitiges) abgeschlossenes Ideal in F .

In Satz 2.25 hatten wir gesehen, dass die Stabilitidt eines Projektionsverfahrens entscheidend ist
fiir die Anwendbarkeit eines solchen. Dazu folgende Definition.

Definition 4.2 Eine Folge (Ay) € F nennen wir stabil, wenn ein Index ng € N existiert, so
dass A, : X,, — X, fiir alle n > ng invertierbar ist und

sup{HA;anHE(X) n > no} < 00
gilt.

Satz 4.3 Die Folge (A,) € F ist genau dann stabil, wenn die Restklasse (A,) + G in der
Faktoralgebra F /G invertierbar ist.

Wir setzen ab jetzt voraus, dass neben L, — I auch L; — I gilt. Ferner sei uns eine
Operatorfolge W,, € L(X) gegeben, die gemeinsam mit W,¥ schwach gegen Null konvergiert
und fir die L, W,, = W,, und W,% = L, gilt. Mit Fy bezeichnen wir die~Teihnenge von F der
Operatorfolgen (A,) , fir die Operatoren A = W (A,,) € L(X) und A = Wh(A,) € L(X)

existieren, so dass
AnL, — A, ALY — A* | ALy, := WA W, — A, A* LY — A*
gilt. Mit J C F bezeichnen wir die Menge der Operatorfolgen der Gestalt
(LpTi Ly + W, ToW, + Cy) mit 17,1 € K(X), (Cr), 2, €G.

67
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Satz 4.4 FEs gilt
(a) Fo ist eine abgeschlossene Teilalgebra von F .
(b) Es gilt J C Fo, wobei Wy (Jp,) = T1 und Wa (Jp,) = T fiir jede Folge

(Jn) = (LaTiLn + W ToWy + Cn) € J .

(c) J ist ein zweiseitiges abgeschlossenes Ideal in Fy .

(d) PEine Folge (A,) € Fy ist genau dann stabil, wenn die Operatoren Wj (Ay) , j = 1,2 in
L(X) und die Restklasse (A,,) + J in der Faktoralgebra Fo/J invertierbar sind.

Dieses Theorem ldsst sich auf folgende Situation verallgemeinern:

o Es seien L) ¢ L(X,), w e Q:={l,..., M} Projektoren auf den Banachrdumen X,

mit den Bildrdume X% und Eéw) : X, — XY w € Q invertierbare Operatoren, die zu
L(X,X,,) gehoren.

(e 9]

-1
e Die Operatorfolgen (Ey(bwl) (E,(LMZ)> LngQ)) konvergieren schwach gegen Null fiir alle
=1
Indizes w1, ws € Q mit wy # wo . "

o Fy ist die Algebra aller Folgen (A) von Operatoren A, € L£(X,), fiir die Operatoren
Wi (Ay) € L(X,,) existieren, so dass fiir alle w €

B AL (B0) 2 —wa ) (B0 (50) ) (28) — w4

n
gilt.

e 7 ist die Menge aller Folgen der Gestalt

()= <(E;w>)1L;w>TwE;w>) +(C), T,eK(Xy), (Ca)€G.

wef)

4.2 Die Operatorfolge eines Kollokationsverfahrens

Wir stellen uns die Aufgabe, eine Integralgleichung der Gestalt

b ! d
a(z)u(z) + (”?)/ YWY py <<, (4.2)
M J_, y—x
numerisch zu 16sen. Dabei seien a,b, f : [—1,1] — C gegebene Funktionen. Die Funktion

u: [—1,1] — C ist gesucht. Wir machen folgende Annahmen:

(A) Die Funktionen a und b sind stiickweise stetig. Man nennt eine Funktion a : [-1,1] — C
stiickweise stetig, wenn sie in # = +1 stetig ist, in allen Punkten =z € (—1,1) die
einseitigen Grenzwerte

+0) = i
a(z£0) = lim a(y)
existieren und einer dieser Grenzwerte gleich dem Funktionswert a(z) ist. Die Menge aller
stiickweise stetigen Funktionen iiber [—1, 1] bezeichnen wir mit PC[—1,1] = PC.
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(B) Die Funktion f gehére zu L2 mit o(x) = (1 — acQ)*% . Die Losung u der Gleichung (4.2)
suchen wir ebenfalls im Raum L2 .

Mit S bezeichnen wir den singuléren Integraloperator

1 1
S:L2 — L2, ue — u(y)dy,

) y—.

wobei das Integral im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes zu verstehen ist. Nach Folgerung 3.2
gilt somit
SoT, =—-iU,—1 und SpU, =iT,+1, n € Ny,

wobei p(x) = (1 — I2)% . Insbesondere ist also [|S]| 72y =1.
Fiir die Ndherungslosung auf dem Niveau n machen wir den Ansatz

Z ok Uk (2 Z Uk (2 (4.3)

mit ug(z) = @(x)Uk(z) und bestimmen diese durch Kollokation der Gleichung (4.2) in den
Punkten z = 2]

nj
b(x]:) [ un(y)dy
a(wy;)un(zy;) + 7;;] /1 yn_ w7, = fn(z7,;), (4.4)
j =1,...,n, wobei die Funktion f, eine gewisse Approximation fiir die Funktion f sei. Wir

werden uns hier auf die Fille 7 = ¢ und 7 = ¢ beschrénken. Die Gleichungen (4.4) stellen ein
Gleichungssystem zur Berechnung der unbekannten Koeffizienten «,; in (4.3) bzw. der unbe-
kannten Funktionswerte u,(z%, ), k =1,...,n, dar. Die Gleichungen (4.2) und (4.4) schreiben
wir als Operatorgleichungen in der Form

Au=f, A=al+bS, (4.5)

bzw.
Apup, = fn, An=M]AL,, u, € X, =span{u:k=0,...,n—1}, (4.6)

wobei M den gewichteten Interpolationsoperator M = ¢ LT~ 'I bezeichnet,

(M) Z en Zf

Wir konstruieren nun die Algebra Fy auf folgende Weise:

e X=L2,0={1,2,34} , X1 =X =X, X3 =Xy = {?

n—1

o L,u= Z(u,ﬂk>gﬂk

k=0

o LV =LY =L, LY = L = P, P, (&)72) = (€0, €,-1,0,0,..)

¢ BV =L, EP =w, BV =V B =V r=0.9,

n

n—1
Wyu = Z<u’ an—l~c—1>oak )
k=0
Viu = (wpu(xly),...,wru(z), Trn)y - ywpu(zng),0,0,...),

P T
“n n+1
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o0
Fiir das Weitere bendtigen wir die Operatoren J : L2 — L2, u — Z%(U,an%Tn mit

n=0
00

Y=v2,m=1,n=12,...und V:L? — L2, uHZ(u,ﬂn>gﬂn+1.

n=0
Satz 4.5 Es seien a,b € PC und A = al + bS. Dann gehort die Folge A, = M] AL, des
Kollokationsverfahrens (4.6) zur Algebra Fy. Dabei gilt

Wi(An) = A, Ws(An) =aDI+b1)S, Wi(An) = a(—1)I - b(~1)S

und
JYaJ +biV*) : T=0,
Wy (An) =
al —bS D T=,
wobei ‘ ‘ ~
[ 1—(=1)Fk 1= (—1)7tk+ ] .
mi(j — k) (i +k+1) 1m0 '
S = 4
[ 2(k + 1)[1 = (=1)774] ] - =g
mi[(f+1)? = (k+1)%] Jjr=0

Mit A bezeichnen wir die kleinste abgeschlossene Teilalgebra der Banachlgebra Fq , die alle Fol-
gen der Gestalt (M (al 4+ bS)L,,) mit a,b € PC und die entsprechenden Folgen der adjungierten
Operatoren enthélt.

Satz 4.6 Eine Folge (A,) € Ay ist genau dann stabil, wenn alle Operatoren W, (4,) : H, —
H,,w=1,2,3,4, invertierbar sind.

4.3 Fredholmeigenschaften singulirer Integraloperatoren

Wir verwenden im Weiteren die Bezeichnung Liﬁ =12, ), v¥P () = (1 —2)*(1 +2)°.

Satz 4.7 Der Operator S : L(Qxﬂ — Liﬁ ist beschrinkt, falls —1 < a, 8 < 1 gilt.

Fiir zwei Funktionen a,b € PC mit a(x) — b(x) # 0 definieren wir

_a(@) +b(x) .
C(m)_ia(x)—b(x)’ 1<z <1,
und
(I=XNe(x—0)+Ae(x+0) : ze(-1,1),
c(z,\) = c(1) 4+ 1 —c(D)]fa(N) : r=1,
1+ [e(—1) — 1]f3(N) o =-1,
wobei
Sin(ﬂ-a)‘) efiﬂa()\fl) -« _
£,(0) = { sin(ra) ac (LU0
A : a=0.

Satz 4.8 Es seien a,b € PC und o, € (—1,1). Der Operator al + bS : Liﬁ — Li’ﬁ ist
genau dann Fredholmsch, wenn a(x) — b(z) # 0 und c(xz,\) # 0 fir alle (x,\) € [—1,1] x [0,1]
gilt. Dabei ist der Index gleich

ind (al +bS) = —wind c(z, \),

und der Operator al + bS : Li 53— Li 3 st wenigstens einseitig invertierbar.
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Diskussion der Stabilitétsbedingungen fiir Folgen der Gestalt (M, (al + bS)Ly,):

1. Es gibt Operatoren al + bS : L2 — L2, die invertierbar sind, fiir die aber al — bS :
L2 — L2 nicht invertierbar ist, z.B. a(z) = 3, b(z) = —iz (vgl. Satz 4.8).

2. Fiir a,b € PC ist der Operator J~!(aJ+ibV*) : L2 — L2 genau dann invertierbar, wenn
der Operator al + bS : L2 — L2 invertierbar ist.

o
3. Bs seien x € L®(T), T={t € C: [t| = 1} und x(t) = Y Rpt". Mit T(x) : 2 — ¢
k=—0o0
bzw. H(x) : ¢ —s (* bezeichnen wir den Toeplitz-Operator T(x) = [ Xj—« ]jo::O bzw.
den Hankel-Operator H(x) = [ Xjt+ht1 ]jo]::O . Ferner sei PCy die Menge der stiickweise
stetigen Funktionen y : T — C, die in ¢ # +1 stetig sind. Wir definieren fiir x € PCy

x(t) o teT\{£1}, A€ [0,1],
CT(x)(ta /\) = {
Ax(t4+0)+ (1= XN)x(t—=0) - t=+1, Xe0,1],
und
0 : teT\{£1}, A€ [0,1]
CH(y (b, A) = { .
—ti[x(t+0) — x(t = 0)]\ /A1 —=X) : t=+1, e [0,1].

Lemma 4.9 Es seien x1,x2 € PCy. Dann ist der Operator T(x1) + H(x2) : {2 —
2?2 genau dann Fredholmsch, wenn cryp(t,\) = (1) (B A) + CH(yo) (E,A) # 0 auf T x
[0, 1] gilt. Der Fredholmindez ist dabei gleich der negativen Windungszahl des Bildes dieser
Funktion bzgl. des Nullpunktes.

Im Fall 7 = ¢ ist nun
S=8, =T(¢)— H(g) mit ¢(t)=sgn(imi),

so dass
1 : Imt >0,

cs, (t,\) = -1 : Imt <0,
22X —1)+2i /A1 —-X) : t==£1.

Lemma 4.10 Sei x € L>®. Der Operator T(x) + H(x) : £> — £? ist genau dann inver-
tierbar, wenn er Fredholmsch mit dem Index 0 ist.

Da {cs, (t,A) : (t,A) € Tx [0,1]} = {e*: s € [0,7]} gilt, ist nach Lemma 4.10 (beachte
St = T(¢) + H(¢)) der Operator al +bS, : (> — ¢, a,b € C, genau dann invertierbar,
wenn a + bel* # 0 Vs € [0, 7] gilt.

Im Fall 7 = ¢ haben wir

S=8,=T(¢) = H(¢) mit ¢i(t)=1t"¢(t),

so dass
1 : Imt >0,

cs, (t,\) = -1 : Imt <0,
FRA— 1) £ 2 /A1 =N ¢ t==+1.
Unter Verwendung von Lemma 4.9 erhélt man hieraus, dass fiir Konstanten a,b € C der

Operator al + bS,, : ¢2 — ¢* genau dann Fredholmsch mit dem Index Null ist, wenn
la| > || gilt.



72 KAPITEL 4. ANHANG: BANACHALGEBRATECHNIKEN

Satz 4.11 Es seien a,b € PC und A = al + bS. Die Folge (MJALy,) ist genau dann stabil,
wenn der Operator A : L2 — L2 invertierbar ist. Die Folge (M) AL,) ist genau dann stabil,
wenn die Operatoren A, al —bS : L2 — L2 invertierbar sind.
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