
1

Skript zur Vorlesung

Analysis und Numerik für Integralgleichungen

Sommersemester 2017

Peter Junghanns



2



Inhaltsverzeichnis

1 Fredholm’sche Integralgleichungen 7
1.1 Separierte Kerne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2 Die Methode der sukzessiven Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3 Die Nyström-Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Kapitel 1

Fredholm’sche Integralgleichungen

Als Beispiel einer Fredholm’schen Integralgleichung zweiter Art betrachten wir

u(x)−
∫ 1

−1
k(x, y)u(y) dy = f(x) , −1 ≤ x ≤ 1 . (1.1)

Dabei nehmen wir an, dass f : [−1, 1] −→ C und k : [−1, 1]2 −→ C gegebene stetige Funktionen
sind. Gesucht ist eine stetige Funktion u : [−1, 1] −→ C , die (1.1) genügt. Mit C[−1, 1] =
(C[−1, 1], ‖.‖∞) bezeichnen wir den Banachraum der auf [−1, 1] stetigen und komplexwertigen
Funktionen, versehen mit der Norm

‖f‖∞ := max {|f(x)| : −1 ≤ x ≤ 1} .

Wir definieren X := C[−1, 1] , I : X −→ X , u 7→ u und K : X −→ X , u 7→
∫ 1

−1
k(., y)u(y) dy .

Man nennt k(x, y) auch Kern des Integraloperators K . Damit können wir die Integralgleichung
(1.1) als Operatorgleichung

Au := (I −K)u = f

schreiben. Bekanntlich gehört der Operator K zur Menge K(X) der kompakten Operatoren,
wobei seine Norm gleich

‖K‖X→X = max

{∫ 1

−1
|k(x, y)| dy : −1 ≤ x ≤ 1

}
ist. Aus K ∈ K(X) folgt insbesondere, dass das Bild R(A) = A(X) = {Au : u ∈ X} des Opera-
tors A abgeschlossen ist und dass für seinen Nullraum N(A) = {u ∈ X : Au = Θ} die Beziehung

dimN(A) = dimN(A∗) <∞

erfüllt ist. Außerdem gilt die Fredholm’sche Alternative:

R(A) = X ⇐⇒ dimN(A) = 0

(vgl. auch [13, Kapitel 1]). Die Gleichung Au = f ist also genau dann für jedes f ∈ X lösbar,
wenn sie (für ein f ∈ X) eindeutig lösbar ist.

1.1 Separierte Kerne

Wir betrachten hier einen sogenannten separierten Kern

k(x, y) =

m∑
j=1

aj(x)bj(y) ,

7



8 KAPITEL 1. FREDHOLM’SCHE INTEGRALGLEICHUNGEN

wobei wir voraussetzen, dass beide Systeme {a1, . . . , am} und {b1, . . . , bm} stetiger Funktionen
linear unabhängig sind. Gleichung (1.1) schreibt sich dann als

u(x)−
m∑
j=1

aj(x)

∫ 1

−1
bj(y)u(y) dy = f(x) , −1 ≤ x ≤ 1 . (1.2)

Setzen wir γj :=

∫ 1

−1
bj(y)u(y) dy , so folgt aus (1.2)

u(x) = f(x) +
m∑
j=1

γjaj(x) .

Einsetzen in (1.2) liefert

m∑
j=1

aj(x)

(
γj −

∫ 1

−1
bj(y)

[
f(y) +

m∑
r=1

γrar(y)

]
dy

)
= 0 ,

so dass wegen der linearen Unabhängigkeit der aj folgt

γj −
∫ 1

−1
bj(y)

[
f(y) +

m∑
r=1

γrar(y)

]
dy = 0 , j = 1, . . . ,m .

Mit den Bezeichnungen ϕj :=

∫ 1

−1
bj(y)f(y) dy und κjr :=

∫ 1

−1
ar(y)bj(y) dy erhalten wir, dass

die Integralgleichung (1.2) äquivalent ist zu dem linearen Gleichungssystem

γj −
m∑
r=1

κjrγr = ϕj , j = 1, . . . ,m . (1.3)

Also: Die Integralgleichung (1.2) ist genau dann eindeutig lösbar, wenn die Matrix

A = I−K :=
[
δjr

] m

j,r=1
−
[
κjr

] m

j,r=1

regulär ist, wobei δjr =

{
1 : j = r
0 : j 6= r

}
.

Dabei gilt dimN(A) = dimN(A) .

Beweis. Es sei γs :=
[
γsj
] m
j=1

, s = 1, . . . , d eine Basis in N(A) . Wir setzen us(x) =

m∑
r=1

γsrar(x) .

Es folgt (vgl. (1.2))

(Aus) (x) =
m∑
r=1

γsrar(x)−
m∑
j=1

aj(x)κjrγ
s
r =

m∑
j=1

(
γsj −

m∑
r=1

κjrγ
s
r

)
aj(x) = 0

für alle x ∈ [−1, 1] , d.h., us ∈ N(A) . Ferner folgt aus

0 =

d∑
s=1

βsus(x) =

m∑
j=1

d∑
s=1

βsγ
s
jaj(x) , x ∈ [−1, 1] ,

wegen der linearen Unabhängigkeit der aj(x)

d∑
s=1

βsγ
s
j = 0 , j = 1, . . . ,m ,
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also
d∑
s=1

βsγ
s = Θ und somit βs = 0 , s = 1, . . . , d . Damit ist dimN(A) ≤ dimN(A) gezeigt.

Ist umgekehrt vs(x) =

m∑
j=1

δsjaj(x) , s = 1, . . . , d eine Basis in N(A) , so folgt aus

d∑
s=1

βs
[
δsj
] m
j=1

= Θ

auch
d∑
s=1

βsvs(x) = 0 für alle x ∈ [−1, 1] , also βs = 0 , s = 1, . . . , d . Da
[
δsj
] m
j=1
∈ N(A) ,

s = 1, . . . , d gilt, folgt dimN(A) ≤ dimN(A) . �

Dabei hat es keine Rolle gespielt, ob wir die Integralgleichung in X = C[−1, 1] oder in Y :=
L2(−1, 1) betrachten. Hier wird mit L2(−1, 1) der Hilbertraum der quadratisch integrierbaren
(Klassen von) Funktionen f : (−1, 1) −→ C , versehen mit dem inneren Produkt

〈f, g〉L2(−1,1) =

∫ 1

−1
f(x)g(x) dx

bezeichnet.
Auch allgemein (d.h., ohne die Voraussetzung, dass ein separierter Kern vorliegt) gilt fol-

gendes Lemma.

Lemma 1.1 Ist k : [−1, 1]2 −→ C stetig, so ist die Integralgleichung (1.1) genau dann für jedes
f ∈ Y (eindeutig) in Y lösbar, wenn dies für jedes f ∈ X in X gilt.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass K : Y −→ X kompakt ist, was wegen der stetigen Einbettung
X ⊂ Y (d.h., ‖f‖Y ≤ c ‖f‖X ∀ f ∈ X) auch die Kompaktheit von K : Y −→ Y zur Folge hat.
Für x1, x2 ∈ [−1, 1] und u ∈ Y mit ‖u‖Y ≤ 1 gilt

|(Ku)(x1)− (Ku)(x2)| ≤

√∫ 1

−1
|k(x1, y)− k(x2, y)|2 dy .

Diese Abschätzung zeigt unter Verwendung der gleichmaß̈igen Stetigkeit von k : [−1, 1]2 −→ C ,
dass die Menge {Ku : u ∈ Y, ‖u‖Y ≤ 1} eine Familie gleichgradig stetiger Funktionen ist. Es ist
leicht zu sehen, dass sie auch gleichmäßig beschränkt ist. Nach dem Theorem von Arzela-Ascoli
ist somit K : Y −→ X kompakt.

Damit gilt die Fredholm’sche Alternative sowohl für A : X −→ X als auch für A : Y −→ Y ,
so dass nur noch zu zeigen ist, dass dimN(A : X→ X) = 0 äquivalent zu dimN(A : Y → Y) = 0
ist. Wegen X ⊂ Y folgt sofort N(A : X → X) ⊂ N(A : Y → Y) . Ist umgekehrt u ∈ Y mit
Au = Θ , so folgt u = Ku ∈ X , was zeigt, dass auch N(A : Y → Y) ⊂ N(A : X → X) gilt.

�

Wir wenden uns wieder (1.2) und (1.3) zu. Falls D := detA 6= 0 , so gilt nach der Cramer’schen
Regel für die Lösung von (1.3) die Formel

γj =
1

D

m∑
r=1

Drjϕr , j = 1, . . . ,m ,

wobei Djr = (−1)j+r detAjr und Ajr der Minor von A zum Eintrag δjr − κjr sind. Es folgt für
die Lösung der Integralgleichung (1.2)

u(x) = f(x) +

∫ 1

−1
γ(x, y)f(y) dy
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mit

γ(x, y) =
1

D

m∑
j=1

m∑
r=1

Drjaj(x)br(y) .

Nach obigen Überlegungen ist λ ∈ C \ {0} genau dann Eigenwert des Operators K , wenn λ
Eigenwert von K ist. Dazu braucht man nur I −K durch λI −K und I − K durch λI − K zu
ersetzen und zu berücksichtigen, dass λ ∈ C genau dann Eigenwrt von K ist, wenn N(λI −K)
nicht trivial ist.

Die Dimension des Eigenunterraumes von K zum Eigenwert λ 6= 0 ist dabei gleich der
geometrischen Vielfachheit des Eigenwertes λ von A . Außerdem ist λ = 0 stets Eigenwert von
K : Y −→ Y mit unendlichdimensionalem Eigenunterraum. Es ist nämlich

(Ku)(x) =
m∑
j=1

aj(x)

∫ 1

−1
bj(y)u(y) dy = 0 ∀x ∈ [−1, 1] ,

äquivalent zu

∫ 1

−1
bj(y)u(y) dy = 0 , j = 1, . . . ,m . Also gilt N(K) = span {b1, . . . , bm}⊥ .

1.2 Die Methode der sukzessiven Approximation

Wir schreiben jetzt die Integralgleichung (1.1) in der Form

u(x) = f(x) +

∫ 1

−1
k(x, y)u(y) dy , −1 ≤ x ≤ 1

bzw. u = f + Ku . Wir betrachten sie als Fixpunktgleichung und wenden die Methode der
sukzessiven Approximation an,

u0 = f , un+1 = f +Kun , n ∈ N0 .

Zur Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes genügt es ‖K‖ < 1 vorauszusetzen. Dieser
liefert uns dann

un =

n∑
j=0

Kjf −→
∞∑
j=0

Kjf (n −→∞) ,

also (I − K)−1 =
∞∑
j=0

Kj , was wir bereits aus Satz 0.19 (Grundlagen) wissen. Wir bemerken,

dass (
Kjf

)
(x) =

∫ 1

−1
kj(x, y)f(y) dy

mit k1(x, y) = k(x, y) und

kj(x, y) =

∫ 1

−1
k(x, z)kj−1(z, y) dz

sowie

‖Kf‖Y ≤

√∫ 1

−1

∫ 1

−1
|k(x, y)|2 d(x, y) ‖f‖Y

gilt.
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1.3 Die Nyström-Methode

Auch hier betrachten wir im Raum X = C[−1, 1] die Integralgleichung

u(x)−
∫ 1

−1
k(x, y)u(y) dy = f(x) , −1 ≤ x ≤ 1 (1.4)

mit gegebenen stetigen Funktionen k : [−1, 1]2 −→ C und f : [−1, 1] −→ C , die wir auch wieder
kurz in der Form

(I −K)u = f (1.5)

schreiben. Es sei uns eine Quadraturformel

Qn(g) :=
n∑
r=1

λnrg(xnr)

mit λnr ∈ C , −1 ≤ xnn < xn,n−1 < . . . < xn1 ≤ 1 und

lim
n→∞

Qn(g) =

∫ 1

−1
g(x) dx ∀ g ∈ X (1.6)

gegeben. Eine Näherung un(x) für u(x) erhoffen wir durch Lösen der Gleichung

un(x)−
n∑
r=1

λnrk(x, xnr)un(xnr) = f(x) , −1 ≤ x ≤ 1 (1.7)

zu finden. Ist u∗n ∈ X Lösung von (1.7), so ist der Vektor ξ∗n =
[
ξ∗nr

] n
r=1

:=
[
u∗n(xnr)

] n
r=1

Lösung des linearen Gleichungssystems

ξ∗nj −
n∑
r=1

λnrk(xnj , xnr)ξ
∗
nr = f(xnj) , j = 1, . . . , n . (1.8)

Ist umgekehrt ξ∗n Lösung von (1.8), so ist die sogenannte Nyström-Interpolante

u∗n(x) = f(x) +

n∑
r=1

λnrk(x, xnr)ξ
∗
nr

Lösung von (1.7). Besitzt (1.7) nur eine Lösung, so gilt dies offenbar auch für (1.8). Besitzt
umgekehrt (1.8) genau eine Lösung

[
ξ∗nr

] n
r=1

, so folgt für jede Lösung u∗n(x) von (1.7), dass
u∗n(xnr) = ξ∗nr , r = 1, . . . , n gilt, d.h.,

u∗n(x) = f(x) +

n∑
r=1

λnrk(x, xnr)ξ
∗
nr .

Die beiden Gleichungen (1.7) und (1.8) sind also gleichzeitig eindeutig lösbar oder nicht. Defi-
nieren wir

Kn : X −→ X , u 7→
n∑
r=1

λnrk(., xnr)u(xnr) ,

so ist (1.7) äquivalent zu
(I −Kn)un = f . (1.9)

Nun ergeben sich folgende Fragen:
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(F1) Existiert ein n0 ∈ N , so dass (1.9) für alle n ≥ n0 eine eindeutige Lösung besitzt?

(F2) Wenn (F1) mit ja beantwortet werden kann, gilt dann ‖u∗n − u∗‖∞ −→ 0 , wobei u∗ ∈ X
eine Lösung von (1.5) ist?

Zur Beantwortung dieser Fragen führen wir den Begriff einer Folge kollektiv kompakter Operato-
ren ein. Im Weiteren bezeichnen wir mit L(X) (bzw. L(X,Y)) die Menge der linearen Operatoren
von X nach X (bzw. von X nach Y), mit L(X) ⊂ L(X) (bzw. L(X,Y) ⊂ L(X,Y)) die Teil-
menge der beschränkten linearen Operatoren und mit K(X) ⊂ L(X) (bzw. K(X,Y) ⊂ L(X,Y))
die Teilmenge der kompakten Operatoren, wobei wir voraussetzen, dass X und Y Banachräume
sind. Mit Kn −→ K bezeichnen wir die starke Konvergenz von Operatorfolgen, d.h.,

Kn −→ K ⇐⇒ lim
n→∞

‖Kng −Kg‖ = 0 ∀ g ∈ X .

Eine Folge (Kn) ∞n=1 von Operatoren Kn ∈ L(X) nennt man kollektiv kompakt, wenn die
Menge

{Kng : g ∈ X, ‖g‖ ≤ 1, n ∈ N}

relativ kompakt in X ist. Es folgt sofort Kn ∈ K(X) und ‖Kn‖ ≤ M < ∞ für alle n ∈ N und
eine gewisse Konstante M .

Satz 1.2 Es seien X ein Banachraum, K,Kn ∈ L(X) , f ∈ X , die Folge (Kn) ∞n=1 kollektiv
kompakt und Kn −→ K . Dann gilt:

(a) lim
n→∞

‖(Kn −K)Kn‖ = 0 .

(b) Ist dimN(I−K) = 0 , so existiert ein n0 ∈ N , so dass die Gleichung (1.9) für alle n ≥ n0

eine eindeutige Lösung u∗n ∈ X besitzt. Dabei gilt

‖u∗n − u∗‖ ≤ c ‖Knu
∗ −Ku∗‖ , n ≥ n0

mit einer von n und f unabhängigen Konstanten c ∈ (0,∞) , wobei u∗ ∈ X die eindeutige
Lösung der Gleichung (1.5) ist.

Beweis. Wir setzen An := {Knf : f ∈ X, ‖f‖ ≤ 1} . Es folgt

‖(Kn −K)Kn‖ = sup {‖Kn −K)g‖ : g ∈ An} .

Aus Kn −→ K und dem Theorem von Banach-Steinhaus (siehe Grundlagen, Satz 0.16) folgt
sup {‖Kn −K‖ : n ∈ N} =: M < ∞ . Wir nehmen nun an, dass es ein ε > 0 und eine Folge
n0 := 0 < n1 < n2 < . . . natürlicher Zahlen sowie gk ∈ Ank gibt, so dass ‖(Knk −K)gk‖ ≥ ε ,

k ∈ N gilt, wobei wir wegen der relativen Kompaktheit von

∞⋃
n=1

An annehmen können, dass

gk −→ g in X für ein g ∈ X erfüllt ist. Es folgt der Widerspruch

0 < ε ≤ ‖(Knk −K)(gk − g)‖+ ‖(Knk −K)g‖

≤M ‖gk − g‖+ ‖(Knk −K)g‖ −→ 0 (k −→∞) ,

so dass die Aussage (a) bewiesen ist.

Aus Kn −→ K folgt {Kg : g ∈ X, ‖g‖ ≤ 1} ⊂ {Kng : g ∈ X, ‖g‖ ≤ 1, n ∈ N} und somit
K ∈ K(X) . Die Voraussetzung N(I − K) = {Θ} liefert zusammen mit der Fredholm’schen
Alternative (siehe [13, Satz 1.1]) und dem Satz von Banach (siehe Grundlagen, Satz 0.21) die
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Existenz des inversen Operators (I −K)−1 ∈ L(X) . Wir setzen α :=
∥∥(I −K)−1

∥∥ . Nach dem
bereits Bewiesenen existiert ein n∗ ∈ N , so dass α ‖(Kn −K)Kn‖ ≤ γ < 1 ∀n ≥ n∗ . Ferner gilt[

I + (I −K)−1Kn

]
(I −Kn) = (I −K)−1(I −K +Kn)(I −Kn)

= (I −K)−1 [I −K +Kn −Kn + (K −Kn)Kn]

= I + (I −K)−1(K −Kn)Kn =: I − En

mit ‖En‖ ≤ γ < 1 ∀n ≥ n∗ . Es folgt für n ≥ n∗

(I − En)−1
[
I + (I −K)−1Kn

]
(I −Kn) = I

und somit N(I − Kn) = {Θ} . Nochmalige Anwendung der Fredholm’schen Alternative zeigt
damit die Existenz des inversen Operators (I −Kn)−1 ∈ L(X) für n ≥ n∗ , wobei

(I −Kn)−1 = (I − En)−1
[
I + (I −K)−1Kn

]
gilt. Aus u∗ −Ku∗ = f = u∗n −Knu

∗
n folgt nun u∗ − u∗n − (Ku∗ −Knu

∗
n) = Θ , also

u∗ − u∗n −Kn(u∗ − u∗n) = (K −Kn)u∗ .

Das ergibt u∗ − u∗n = (I −Kn)−1(K −Kn)u∗ und

‖u∗ − u∗n‖ ≤
∥∥I + (I −K)−1Kn

∥∥
1− γ

‖(K −Kn)u∗‖ ,

was wegen der gleichmäßigen Beschränktheit der Normen der Kn den Beweis der Aussage (b)
komplettiert. �

Wir zeigen nun, dass Satz 1.2 auf die Gleichung (1.4) im Raum X = C[−1, 1] zusammen mit
der Nyström-Methode (1.7) anwendbar ist:

1. Aus ‖Qn‖X∗ =
n∑
r=1

|λnr| und der Voraussetzung (1.6) sowie dem Theorem von Banach-

Steinhaus folgt die Existenz einer Konstanten γ ∈ (0,∞) , so dass

n∑
r=1

|λnr| ≤ γ , n ∈ N .

2. Aus |(Kng)(x)| ≤
n∑
r=1

|λnr||k(x, xnr)||g(xnr)| ≤ γ ‖k‖∞ ‖g‖∞ folgt

‖Kn‖ ≤ γ0 := γ ‖k‖∞ , ‖k‖∞ := sup
{
|k(x, y)| : (x, y) ∈ [−1, 1]2

}
.

3. Die Menge {Kng : g ∈ X, ‖g‖∞ ≤ 1, n ∈ N} ist somit gleichmäßig beschränkt und auch
gleichgradig stetig, denn für x1, x2 ∈ [−1, 1] gilt

|(Kng)(x1)− (Kng)(x2)| =

∣∣∣∣∣
n∑
r=1

λnr
[
k(x1, xnr)− k(x2, xnr)

]
g(xnr)

∣∣∣∣∣ < εγ ‖g‖∞ ,

falls |x1 − x2| < δ = δ(ε) . Somit ist die Folge (Kn) ∞n=1 kollektiv kompakt.
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4. Nach Voraussetzung gilt für g ∈ X

(Kng)(x) = Qn
(
k(x, .)g

)
−→ (Kg)(x) ∀x ∈ [−1, 1] .

Wir nehmen an, dass ein ε > 0 existiert, so dass für jedes k ∈ N ein nk > nk−1 (n0 :=
0) mit der Eigenschaft existiert, dass ‖Knkg −Kg‖∞ ≥ ε gilt. Wegen der kollektiven

Kompaktheit der Kn besitzt (Knkg)∞k=1 eine konvergente Teilfolge
(
Knkj

g
)∞
j=1

, für die

lim
j→∞

(
Knkj

g
)

(x) = (Kg)(x) ∀x ∈ [−1, 1]

gilt. Es folgt
∥∥∥Knkj

g −Kg
∥∥∥
∞
−→ 0 für j −→∞ im Widerspruch zur Definition der Folge

der Knk . Also gilt ‖Kng −Kg‖∞ −→ 0 ∀ g ∈ X .

5. Unter der Voraussetzung, dass die Gleichung (1.4) für f ≡ 0 nur die triviale Lösung besitzt,
liefert Satz 1.2

‖u∗n − u∗‖∞ ≤ c max
−1≤x≤1

∣∣∣∣∣
n∑
r=1

λnrk(x, xnr)u
∗(xnr)−

∫ 1

−1
k(x, y)u∗(y) dy

∣∣∣∣∣ , n ≥ n0 ,

wobei u∗ und u∗n , n ≥ n0 die eindeutigen Lösungen von (1.4) bzw. (1.7) sind.

1.4 Gewichtete Räume stetiger Funktionen

Mit vγ,δ(x) = (1− x)γ(1 + x)δ , −1 < x < 1 bezeichnen wir ein sogenanntes Jacobi-Gewicht.
Wir setzen voraus, dass 0 ≤ γ ≤ 1 , 0 ≤ δ ≤ 1 gilt, und definieren den Raum C̃γ,δ(−1, 1) als den
Raum der stetigen Funktionen f : (−1, 1) −→ C , für die (vγ,δf)(x) auf [−1, 1] stetig fortsetzbar
ist, d.h., es existieren die endlichen Grenzwerte lim

x→±1∓0
vγ,δ(x)f(x) , die wir mit (vγ,δf)(±1)

bezeichnen. Versehen mit der Norm

‖f‖∞,γ,δ := max
{∣∣∣(vγ,δf)(x)

∣∣∣ : −1 ≤ x ≤ 1
}

= sup
{∣∣∣(vγ,δf)(x)

∣∣∣ : −1 < x < 1
}
,

wird
(
C̃γ,δ(−1, 1), ‖.‖∞,γ,δ

)
zu einem Banachraum.

Wir betrachten im Raum X := C̃γ,δ(−1, 1) eine Integralgleichung der Gestalt

u(x)−
∫ 1

−1
k(x, y)u(y) dy = f(x) , −1 < x < 1 (1.10)

zusammen mit der Nyström-Methode

un(x)−
n∑
r=1

λnrk(x, xnr)un(xnr) = f(x) , −1 < x < 1 . (1.11)

Folgende Voraussetzungen seien erfüllt:

(A) Die Funktion k̃ : [−1, 1]2 −→ C ist stetig, wobei

k̃(x, y) = vγ,δ(x)k(x, y)vα,β(y)

und 0 ≤ α+ γ < 1 , 0 ≤ β + δ < 1 .
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(B) Die Quadraturformel

Qng =
n∑
r=1

λnrg(xnr)

konvergiere auf allen Funktionen g ∈ C̃α+γ,β+δ(−1, 1) gegen das Integral

∫ 1

−1
g(x) dx .

Aus (A) folgt K ∈ L(X) mit X = C̃γ,δ(−1, 1) , und aus (B) folgt die Existenz einer Konstanten
M ∈ R mit

n∑
r=1

|λnr|
vα+γ,β+δ(xnr)

≤M ∀n ∈ N .

Die Folge der Operatoren Kn : X −→ X mit

(Kng)(x) =
n∑
r=1

λnrk(x, xnr)g(xnr)

erweist sich als kollektiv kompakt und stark konvergent gegen K : X −→ X ,

(Kg)(x) =

∫ 1

−1
k(x, y)g(y) dy .

Begründung: Aus (A) folgt

‖Ku‖∞,γ,δ = sup
x∈(−1,1)

∣∣∣∣∫ 1

−1
k̃(x, y)v−α,−β(y)u(y) dy

∣∣∣∣ ≤ ∥∥k̃∥∥∞ ∫ 1

−1
v−α−γ,−β−δ(y) dy ‖u‖∞,γ,δ

und somit ‖K‖
C̃γ,δ→C̃γ,δ

≤
∥∥k̃∥∥∞ ∫ 1

−1
v−α−γ,−β−δ(y) dy . Aus (B) folgt

‖Qn‖C̃α+γ,β+δ−→C ≤M <∞ ∀n ∈ N ,

wobei

‖Qn‖C̃α+γ,β+δ−→C = sup

{∣∣∣∣∣∑
r=1

λnrg(xnr)

∣∣∣∣∣ : ‖g‖∞,α+γ,β+δ ≤ 1

}
=

n∑
r=1

|λnr|
vα+γ,β+δ(xnr)

.

Die Menge
{
vγ,δKng : ‖g‖∞,γ,δ ≤ 1

}
ist eine auf [−1, 1] gleichmäßig beschränkte und gleichgra-

dig stetige Funktionenfamilie. Für ‖g‖∞,γ,δ ≤ 1 und x1, x2 ∈ [−1, 1] gilt nämlich∣∣∣∣∣vγ,δ(x1)
n∑
r=1

λnrk(x1, xnr)g(xnr)− vγ,δ(x2)
n∑
r=1

λnrk(x2, xnr)g(xnr)

∣∣∣∣∣
≤

n∑
r=1

|λnr|
vα+γ,β+δ(xnr)

∣∣∣k̃(x1, xnr)− k̃(x2, xnr)
∣∣∣

≤M max
{∣∣∣k̃(x1, y)− k̃(x2, y)

∣∣∣ : y ∈ [−1, 1]
}
,

so dass für die gleichgradige Stetigkeit nur noch die gleichmäßige Stetigkeit von k̃ : [−1, 1]2 −→
C zu nutzen bleibt. Die gleichmäßige Beschränktheit folgt bereits aus der gleichmäßigen Be-
schränktheit der Kn : C̃γ,δ −→ C̃γ,δ . Somit bleibt noch die starke Konvergenz der Kn in C̃γ,δ

zu zeigen. Nach Voraussetzung gilt für g ∈ C̃γ,δ

vγ,δ(x) (Kng) (x) = Qn

(
k̃(x, .)v−α,−βg

)
−→ vγ,δ(x) (Kg) (x) ∀x ∈ [−1, 1] ,
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weil v−α,−βg ∈ C̃α+γ,β+δ und somit auch k̃(x, .)v−α,−βg ∈ C̃α+γ,β+δ gilt. Alles Weitere ergibt
sich wie in Abschnitt 1.3, Punkt 4.

Damit können wir Satz 1.2 auf (1.10) und (1.11) im Raum X := C̃γ,δ(−1, 1) anwenden,
falls die Voraussetzungen (A) und (B) erfüllt sind.

Abschließend bemerken wir noch, dass die Menge der algebraischen Polynome im Raum
C̃γ,δ(−1, 1) nicht dicht ist, aber im abgeschlossenen Teilraum

Cγ,δ(−1, 1) :={
g ∈ C̃γ,δ(−1, 1) :

(
vγ,δg

)
(1− 0) = 0, falls γ > 0;

(
vγ,δg

)
(−1 + 0) = 0, falls δ > 0

}
.

1.5 Schwach singuläre Kerne

Den Kern k : [−1, 1]2 −→ C des Integraloperators K mit

(Kg)(x) :=

∫ 1

−1
k(x, y)g(y) dy (1.12)

nennt man schwach singulär, falls er auf [−1, 1]2 \
{

(x, y) ∈ R2 : x = y
}

stetig ist und die
Bedingung

|k(x, y)| ≤ c |x− y|−α ∀ (x, y) ∈ [−1, 1]2 : x 6= y (1.13)

mit Konstanten c ∈ R und 0 ≤ α < 1 erfüllt.

Lemma 1.3 Sind X ein normierter Raum und Y ein Banachraum, so ist K(X,Y) ein abge-
schlossener linearer Teilraum von L(X,Y) .

Beweis. Es seien A := {Kx : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1} , Kn ∈ K(X,Y) und lim ‖Kn −K‖ = 0 sowie ε >
0 beliebig. Für δ := ε

2 existiert ein n0 ∈ N mit ‖Kn0 −K‖ < δ . Sei N := {Kn0xj : j = 1, . . . ,m0}
ein endliches δ-Netz für A0 := {Kn0x : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1} . Somit existiert für jedes x ∈ X mit
‖x‖ ≤ 1 ein jx ∈ {1, . . . ,m0} , so dass ‖Kn0x−Kn0xjx‖ < δ . Es folgt

‖Kx−Kn0xjx‖ ≤ ‖K −Kn0‖+ ‖Kn0x−Kn0xjx‖ < ε ,

so dass N ein endliches ε-Netz für A ist, woraus K ∈ K(X,Y) folgt. �

Satz 1.4 Sind X := C[−1, 1] und k : [−1, 1]2 −→ C schwach singulär, so ist K : X −→ X ,
definiert in (1.12), kompakt.

Beweis. Ist g ∈ C[−1, 1] , so existiert (Kg)(x) für alle x ∈ [−1, 1] als uneigentliches Integral.
Wir definieren

χ(t) :=


0 : 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

2t− 1 : 1
2 < t ≤ 1 ,

1 : 1 < t ,


und

kn(x, y) :=

{
χ(n|x− y|) k(x, y) : (x, y) ∈ [−1, 1]2, x 6= y ,

0 : x = y ∈ [−1, 1] .

}
Wegen χ(t) ≤ t ∀ t ≥ 0 folgt |kn(x, y)| ≤ c n|x − y|1−α , so dass kn : [−1, 1]2 −→ C für jedes
n ∈ N stetig ist. Außerdem gilt

|(Kg)(x)− (Kng)(x)| =
∣∣∣∣∫ 1

−1
[k(x, y)− kn(x, y)]g(y) dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ x+ 1

n

x− 1
n

[k(x, y)− kn(x, y)]g(y) dy

∣∣∣∣∣ ≤ 2c

∫ x+ 1
n

x− 1
n

|x− y|−α dy ‖g‖∞ ,
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wobei∫ x+ 1
n

x− 1
n

|x− y|−α dy =

∫ x

x− 1
n

(x− y)−α dy +

∫ x+ 1
n

x
(y − x)−α dy =

2

1− α

(
1

n

)1−α
−→ 0

für n −→∞ gilt. Es bleibt Lemma 1.3 anzuwenden. �

Wir versuchen nun den Operator K in (1.12) durch Operatoren der Gestalt

(Kng)(x) :=
n∑
r=1

ωnr(x)g(xnr) (1.14)

mit stetigen Funktionen ωnr : [−1, 1] −→ C und −1 ≤ xnn < . . . < xn1 ≤ 1 zu approximieren.
Dazu verwenden wir folgendes Lemma.

Lemma 1.5 ([30], Section 2) Sei X := C[−1, 1] . Die Operatorfolge (Kn) ∞n=1 aus (1.14) ist
genau dann in X kollektiv kompakt und stark konvergent gegen K aus (1.12), wenn

(K1) lim
n→∞

n∑
r=1

ωnr(x)g(xnr) =

∫ 1

−1
k(x, y)g(y) dy für alle x ∈ [−1, 1] und alle g ∈ X

und

(K2) lim
x→x0

sup

{
n∑
r=1

|ωnr(x)− ωnr(x0)| : n ∈ N

}
= 0 für alle x0 ∈ [−1, 1]

gilt.

Beweis. Wir setzen ωn(x) :=
n∑
r=1

|ωnr(x)| . Es folgt |(Kng)(x)| ≤ ωn(x) ‖g‖∞ und somit ‖Kn‖ ≤

‖ωn‖∞ . Für ε > 0 und x̃ ∈ [−1, 1] definieren wir die stetige Funktion gε,x̃ : [−1, 1] −→ C durch
die Bedingungen

gε,x̃(xnr) =
ωnr(x̃)

|ωnr(x̃)|+ ε
, r = 1, . . . , n ,

und die Forderung, dass gε,x̃ auf [xn,r+1, xnr] linear ist. Dann ist
∥∥gε,x̃∥∥∞ < 1 und

(
Kngε,x̃

)
(x̃) =

n∑
r=1

|ωnr(x̃)|2

|ωnr(x̃)|+ ε
=: ωn,ε(x̃) .

Es folgt
∥∥Kngε,x̃

∥∥
∞ ≥ ωn,ε(x̃) für alle x̃ ∈ [−1, 1] und somit ‖Kn‖ ≥ ‖ωn,ε‖∞ ∀ ε > 0 .

Wir nehmen nun an, dass (K1) und (K2) erfüllt sind. Für g ∈ C[−1, 1] und ‖g‖∞ ≤ 1 sowie
x, x0 ∈ [−1, 1] gilt nun wegen (K2)

|(Kng)(x)− (Kng)(x0)| ≤
n∑
r=1

|ωnr(x)− ωnr(x0)| < ε

für alle x ∈ [−1, 1] : |x − x0| < δ = δ(ε, x0) . Also ist {Kng : g ∈ C[−1, 1], ‖g‖∞ ≤ 1, n ∈ N}
gleichgradig stetig in jedem x0 ∈ [−1, 1] , woraus die gleichgradige Stetigkeit dieser Menge auf
[−1, 1] folgt (siehe Übungsaufgabe 1.6). Aus (K1) folgt (Kng)(x) −→ (Kg)(x) ∀x ∈ [−1, 1] . Wir
nehmen an, dass diese Konvergenz nicht gleichmäßig ist, d.h., dass ein ε > 0 existiert, so dass
es für jedes k ∈ N ein nk > nk−1 (n0 := 0) und ein xk ∈ [−1, 1] gibt mit

|(Knkg)(xk)− (Kg)(xk)| ≥ ε .
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Dabei können wir annehmen, dass xk −→ x∗ für ein x∗ ∈ [−1, 1] und k −→∞ gilt. Es existieren
ein δ > 0 und ein k0 ∈ N , so dass

|(Kng)(x1)− (Kng)(x2)| < ε

3
, (Kg)(x1)− (Kg)(x2)| < ε

3
∀x1, x2 ∈ [−1, 1] : |x1 − x2| < δ ,

|xk0 − x∗| < δ und |(Knk0
g)(x∗)− (Kg)(x∗)| < ε

3

gilt. Es folgt∣∣∣(Knk0
g)(xk0)− (Kg)(xk0)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣(Knk0
g)(xk0)− (Knk0

g)(x∗)
∣∣∣+
∣∣∣(Knk0

g)(x∗)− (Kg)(x∗)
∣∣∣

+ |(Kg)(x∗)− (Kg)(xk0)| < ε

im Widerspruch zur Konstruktion der Folgen (nk) und (xk) . Also gilt lim
n→∞

‖Kng −Kg‖∞ = 0

für alle g ∈ C[−1, 1] , woraus auch ‖Kn‖ ≤ M < ∞ ∀n ∈ N folgt. Damit ist die Men-
ge {Kng : g ∈ C[−1, 1], ‖g‖∞ ≤ 1, n ∈ N} auch gleichmäßig beschränkt und somit die Folge
(Kn) ∞n=1 kollektiv kompakt.

Es seien nun (Kn) ∞n=1 kollektiv kompakt und Kn −→ K in X = C[−1, 1] . Es folgt sofort
(K1) wegen ‖Kng −Kg‖∞ −→ 0 für alle g ∈ X . Aus der kollektiven Kompaktheit folgt die
gleichgradige Stetigkeit der Familie {Kng : g ∈ X, ‖g‖ ≤ 1, n ∈ N} , also

lim
x→x0

sup
n∈N

sup
g∈X,‖g‖≤1

|(Kng)(x)− (Kng)(x0)| = 0 .

Offenbar ist

sup
g∈X,‖g‖≤1

|(Kng)(x)− (Kng)(x0)| ≤
n∑
r=1

|ωnr(x)− ωnr(x0)| .

Wie oben können wir sogar die Gleichheit zeigen. Daraus folgt (K2). �

Übungsaufgabe 1.6 Zeigen Sie, dass sich aus der (lokalen) gleichgradigen Stetigkeit einer
Folge von Funktionen fn : [−1, 1] −→ C in jedem Punkt x0 ∈ [−1, 1] die (globale) gleichgradige
Stetigkeit dieser Folge ergibt.

Wir geben nun eine Möglichkeit an, wie man zu geeigneten Approximationen der Gestalt (1.14)
kommen kann. Gegeben seien uns ein stetig in L1 = L1(−1, 1) eingebetteter Banachraum Z ,
d.h., es existiert ein γ0 ∈ R mit ‖f‖L1 ≤ γ0 ‖f‖Z ∀ f ∈ Z , und eine Quadraturformel

Qfng =

n∑
r=1

λnr(f)g(xnr) , −1 ≤ xnn < . . . < xn1 ≤ 1 (1.15)

mit der Eigenschaft

lim
n→∞

Qfng =

∫ 1

−1
f(y)g(y) dy ∀ g ∈ X := C[−1, 1] , ∀ f ∈ Z , (1.16)

wobei λnr ∈ Z∗ , r = 1, . . . , n gelte. Unter diesen Voraussetzungen wollen wir dann in (1.14)

ωnr(x) = λnr(sx)k0(x, xnr) (1.17)

setzen, falls der Kern des Integraloperators K in der Form k(x, y) = s(|x−y|)k0(x, y) mit stetigen
Funktionen k0 : [−1, 1]2 −→ C und s : (0,∞) −→ R geschrieben werden kann, wobei

|s(t)| ≤ γ1|t|−α , 0 ≤ α < 1 und sx(y) = s(|x− y|) . (1.18)
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Lemma 1.7 ([30], Theorem 2) Gilt neben (1.16) auch sx ∈ Z ∀x ∈ [−1, 1] und

lim
x→x0

‖sx − sx0‖Z = 0 ∀x0 ∈ [−1, 1] ,

so sind mit der Definition (1.17) die Bedingungen (K1) und (K2) aus Lemma 1.5 erfüllt.

Beweis. Für g ∈ X := C[−1, 1] gilt auch k0(x, .)g ∈ C[−1, 1] , so dass

n∑
r=1

ωnr(x)g(xnr) =
n∑
r=1

λnr(sx)k0(x, xnr)g(xnr) −→
∫ 1

−1
sx(y)k0(x, y)g(y) dy = (Kg)(x)

für alle x ∈ [−1, 1] aus (1.16) und sx ∈ Z folgt. Also is (K1) erfüllt. Zum Beweis der Gültigkeit
von (K2) definieren wir λn : Z −→ X∗ durch

(λnf)(g) =

n∑
r=1

λnr(f)g(xnr) .

Es folgt λn ∈ L(Z,X∗) , da ‖λnf‖X∗ ≤
n∑
r=1

‖λnr‖Z∗ ‖f‖Z gilt. Aus (1.16) und dem Prinzip der

gleichmäßigen Beschränktheit folgt nacheinander

sup {|(λnf)(g)| : n ∈ N} <∞ ∀ g ∈ X , ∀ f ∈ Z ,

sup {‖λnf‖X∗ : n ∈ N} <∞ ∀ f ∈ Z ,

M := sup {‖λn‖Z→X∗ : n ∈ N} <∞ ,

n∑
r=1

|λnr(f)| = ‖λnf‖X∗ ≤M ‖f‖Z ∀ f ∈ Z , ∀n ∈ N ,

n∑
r=1

|λnr(f)− λnr(f0)| ≤M ‖f − f0‖Z ∀ f, f0 ∈ Z , ∀n ∈ N ,

n∑
r=1

|ωnr(x)− ωnr(x0)| =
n∑
r=1

|λnr(sx)k0(x, xnr)− λnr(sx0)k0(x0, xnr)|

≤
n∑
r=1

|λnr(sx)− λnr(sx0)| |k0(x, xnr)|+
n∑
r=1

|λnr(sx0)| |k0(x, xnr)− k0(x0, xnr)|

≤M ‖sx − sx0‖Z ‖k0‖∞ +M ‖sx0‖Z ‖k0(x, .− k0(x0, .)‖∞ −→ 0 (x −→ x0) ,

was zu zeigen war. �

Abschließend betrachten wir eine Methode zur Konstruktion von Quadraturformeln Qfn der Ge-
stalt (1.15) mit der Eigenschaft (1.16), die sog. Produktintegrationsmethode . Mit (Lng)(x)
bezeichnen wir das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom vom Grad < n , welches den
Bedingungen (Lng)(xnr) = g(xnr) , r = 1, . . . , n genügt, also

(Lng)(x) =

n∑
r=1

g(xnr)`nr(x)

mit den Lagrange’schen Grundpolynomen `nr(x) bzgl. der Knoten {xnr : r = 1, . . . , n} . Wir
definieren

Qfng =

∫ 1

−1
f(x)(Lng)(x) dx ,
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d.h. λnr(f) =

∫ 1

−1
f(x)`nr(x) dx . Als Voraussetzung genügt vorerst f ∈ L1(−1, 1) .

Beispiel 1.8 Wir wählen die Tschebyscheff-Knoten xnr = xσnr = cos
2r − 1

2n
π , r = 1, . . . , n ,

d.h. die Nullstellen des n-ten (normierten) Tschebyscheff-Polynoms erster Art

Tn(x) =


1√
π

: n = 0 ,√
2
π cos(ns) : n > 1 ,

wobei x = cos s zu setzen ist. Für Funktionen g ∈ C[−1, 1] und q > 1 gilt (vgl. [18, Cor. 4.2])

lim
n→∞

∫ 1

−1

∣∣(Lng)(x)− g(x)
∣∣q dx√

1− x2
= 0 . (1.19)

Somit kann man für Z den stetig in L1(−1, 1) eingebetteten Banachraum

Z :=

{
h ∈ L1 : ‖h‖Z :=

(∫ 1

−1
|h(x)|p

(
1− x2

) p−1
2 dx

) 1
p

<∞

}

für ein p > 1 verwenden. Dabei ergibt sich die stetige Einbettung von Z in L1(−1, 1) aus

∫ 1

−1
|f(x)| dx ≤

(∫ 1

−1
|f(x)|p(1− x2)

p−1
2 dx

) 1
p
(∫ 1

−1
(1− x2)−

1
2 dx

) 1
q

,
1

p
+

1

q
= 1 ,

wobei wir die Hölder’sche Ungleichung

∫ 1

−1
|f(x)g(x)| dx ≤

(∫ 1

−1
|f(x)|p dx

) 1
p
(∫ 1

−1
|g(x)|q dx

) 1
q

angewendet haben. Die Gültigkeit von (1.16) folgt analog aus∣∣∣∣Qfng − ∫ 1

−1
f(x)g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

−1
|f(x)||(Lng)(x)− g(x)| dx

≤
(∫ 1

−1
|f(x)|p(1− x2)

p−1
2 dx

) 1
p
(∫ 1

−1
|(Lng)(x)− g(x)|q dx√

1− x2

) 1
q

und (1.19).

Beispiel 1.9 Sei k(x, y) =
ln |x− y|√

1− y2
k0(x, y) mit einer stetigen Funktion k0 : [−1, 1]2 −→ C .

Wir verwenden die Produktintegrationsmethode mit den Knoten xσnr aus Beispiel 1.8 und berech-
nen

λnr(sx) mit sx(y) =
ln |x− y|√

1− y2
.

Wir schreiben dazu (Lng)(x) in der Form

(Lng)(x) =
n−1∑
m=0

βm(g)Tm(x) ,
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wobei wegen der Orthogonalitätsrelationen der Tm(x) und der algebraischen Genauigkeit der
entsprechenden Gauß’schen Quadraturformel

βm(g) =

∫ 1

−1
(Lng)(x)Tm(x)

dx√
1− x2

=
π

n

n∑
r=1

g(xnr)Tm(xnr)

gilt. Es folgt

(Lng)(x) =
π

n

n∑
r=1

n−1∑
m=0

Tm(xnr)Tm(x)g(xnr) ,

so dass

λnr(sx) =
π

n

n−1∑
m=0

∫ 1

−1
sx(y)Tm(y) dy Tm(xnr) , r = 1, . . . , n

gilt. Unter Verwendung der Formeln (vgl. [6, S. 296] oder [17, (5.2)])

∫ 1

−1
ln |x− y|Tm(y)

dy√
1− y2

=


−π ln 2T0(x) : m = 0 ,

− π
m
Tm(x) : m > 0 ,

erhalten wir

λnr(sx) = −π
2

n

[
ln 2T0(xnr)T0(x) +

1

m

n−1∑
m=1

Tm(xnr)Tm(x)

]

= −π
n

[
ln 2 +

√
2
n−1∑
m=1

1

m
cos

(
m(2r − 1)

2n
π

)
cos(ms)

]
, x = cos s .

1.6 Volterra’sche Integralgleichungen

Wir betrachten nun eine Volterra’sche Integralgleichung der Gestalt

u(x)−
∫ x

−1
k(x, y)u(y) dy = f(x) , −1 ≤ x ≤ 1 (1.20)

mit einer stetigen Funktion k :
{

(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ x ≤ 1
}
−→ C .

Satz 1.10 Die Gleichung (1.20) hat für jedes f ∈ X := C[−1, 1] eine eindeutige Lösung u ∈ X .

Beweis. Der Integraloperator in (1.20) ist ein schwach singulärer mit α = 0 in (1.13). Nach Satz
1.4 brauchen wir also nur noch zu zeigen, dass für f(x) ≡ 0 die Gleichung (1.20) nur die triviale
Lösung besitzt. Es seien also

u(x) =

∫ x

−1
k(x, y)u(y) dy , −1 ≤ x ≤ 1 (1.21)

und M := ‖k‖∞ . Wir zeigen die Gültigkeit von

|u(x)| ≤
Mn ‖u‖∞ (x+ 1)n

n!
, −1 ≤ x ≤ 1 , n ∈ N0 . (1.22)

Für n = 0 ist (1.22) offenbar richtig. Gilt (1.22) für n = m, so folgt aus (1.21)

|u(x)| ≤
Mn+1 ‖u‖∞

n!

∫ x

−1
(y + 1) dy =

Mn+1 ‖u‖∞ (x+ 1)n+1

(n+ 1)!
, −1 ≤ x ≤ 1 .

Mit n −→∞ erhalten wir u(x) ≡ 0 . �
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Folgerung 1.11 Der Spektralradius r(K) := sup {|λ| : λ ∈ σ(K)} des Volterra-Operators K :
X −→ X mit X = C[−1, 1] und

(Ku)(x) =

∫ x

−1
k(x, y)u(y) dy

mit stetigem Kern k(x, y) ist gleich Null.

Aus dieser Folgerung kann man schließen, dass die Methode der sukzessiven Approximation

un+1 = Kun + f , n ∈ N0 (1.23)

für jedes u0 ∈ X in der Norm des Raumes X = C[−1, 1] konvergiert. Allgemein gilt nämlich für
A ∈ L(X) , X ein Banachraum:

1. Konvergiert für ein λ ∈ C \ {0} die Reihe

∞∑
j=0

λ−j−1Aj (1.24)

in der Operatornorm, so ist ihre Summe gleich (λI −A)−1 .

2. Für λ0 ∈ ρ(A) (Resolventenmenge von A) und λ ∈ C mit |λ − λ0| ·
∥∥(λ0I −A)−1

∥∥ < 1
konvergiert

∞∑
j=0

(λ0 − λ)j
[
(λ0I −A)−1

]j+1

in der Operatornorm gegen (λI −A)−1 . Damit ist die Abbildung

ρ(A) −→ L(X) , λ 7→ (λI −A)−1

holomorph. Da die Reihe (1.24) für |λ| > ‖A‖ konvergiert, ist sie die eindeutig bestimmte
Laurentreihe für (λI − A)−1 im unendlich fernen Punkt und somit konvergent für alle
λ ∈ C mit |λ| > r(A) .

3. Aus (1.23) folgt

un = Knu0 +

n−1∑
j=0

Kjf −→
∞∑
j=0

Kjf = (I −K)−1f ,

da λ = 1 ∈ ρ(K) .

Eine spezielle (schwach singuläre) Volterra’sche Integralgleichung ist die Abel’sche Integral-
gleichung (erster Art) ∫ x

0

u(y) dy

(x− y)α
= f(x) , x > 0 (1.25)

mit 0 < α < 1 und f ∈ X = C[0,∞) . Nimmt man an, dass (1.25) eine stetige Lösung besitzt, so

erhält man durch Multiplikation mit (z−x)α−1 und Integration

∫ z

0
dx beider Seiten von (1.25)

∫ z

0

∫ x

0

u(y) dy

(x− y)α
dx

(z − x)1−α =

∫ z

0

f(x) dx

(z − x)1−α ,
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wobei man auf der linken Seite die Integrationsreihenfolge vertauschen kann, so dass diese gleich∫ z

0

∫ z

y

dx

(x− y)α(z − x)1−α u(y) dy

ist. Die Substitution w =
z − x
z − y

liefert

∫ z

y

dx

(x− y)α(z − x)1−α =

∫ 1

0

dw

(1− w)αw1−α = B(α, 1− α) = Γ(α)Γ(1− α) =
π

sin(πα)

mit der Betafunktion B(α, β) und der Gammafunktion Γ(α) =

∫ ∞
0

xα−1e−x dx . Es folgt

∫ z

0
u(y) dy =

sin(πα)

π

∫ z

0

f(x) dx

(z − x)1−α

und mittels Differentiation

u(x) =
sin(πα)

π

d

dx

∫ x

0

f(y) dy

(x− y)1−α (1.26)

bzw. unter der Voraussetzung f ′ ∈ C[0,∞)

u(x) =
sin(πα)

π

d

dx

{[
−f(y)(x− y)α

α

]x
0

+
1

α

∫ x

0
(x− y)αf ′(y) dy

}

=
sin(πα)

π

d

dx

{
f(0)xα

α
+

1

α

∫ x

0
(x− y)αf ′(y) dy

}

=
sin(πα)

π

[
f(0)

x1−α +

∫ x

0

f ′(y) dy

(x− y)1−α

]
.

Bemerkung: Formel (1.26) kann man auch durch Anwendung der Laplace-Transformation
auf die Gleichung (1.25) gewinnen. Unter der Laplace-Transformierten U(s) einer Funktion
u : [0,∞) −→ C verstehen wir die Funktion U : (σ,∞) −→ C , die durch

U(s) =

∫ ∞
0

e−syu(y) dy

definiert ist, wobei σ = si(u) im Allgemeinen von u abhängt. Auf (1.25) angewendet folgt
U(s)K(s) = F (s) , wobei

K(s) =

∫ ∞
0

e−sy
dy

yα
= sα−1

∫ ∞
0

e−xx−α dx = sα−1Γ(1− α) .

Wir erhalten

U(s) =
F (s)s1−α

Γ(1− α)
=
F (s)s1−αΓ(α)

Γ(α)Γ(1− α)
=

sin(πα)

π
s
[
Γ(α)s−αF (s)

]
.

Anwendung des Faltungs- und des Differentiationssatzes für die Laplace-Transformation liefern
wieder die Formel (1.26).
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Kapitel 2

Wiener-Hopf’sche
Integralgleichungen

In diesem Kapitel interessieren wir uns für Gleichungen der Gestalt

u(x)−
∫ x

0
k(x− y)u(y) dy , 0 < x <∞ , (2.1)

wobei k ∈ L1(R) gelten soll.

2.1 Faltungsoperatoren

Mit ‖.‖p bezeichnen wir die Norm in Lp(R) oder in Lp(0,∞) , d.h.

‖f‖p =

(∫ ∞
−∞
|f(x)|p dx

) 1
p

oder ‖f‖p =

(∫ ∞
0
|f(x)|p dx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞ .

Lemma 2.1 (Young’sche Ungleichung) Es seien f ∈ Lp(R) , g ∈ Lq(R) , p ≥ 1 , q ≥ 1 ,
1
p + 1

q > 1 , 1
r = 1

p + 1
q − 1 und

h(x) = (f ∗ g)(x) :=

∫ ∞
−∞

f(x− y)g(y) dy

die Faltung der Funktionen f und g . Dann gilt

‖h‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Beweis. Für reelle Zahlen λ, µ, ν ∈ (1,∞) mit
1

λ
+

1

µ
+

1

ν
= 1 folgt mittels zweifacher Anwendung

der Hölder’schen Ungleichung die Abschätzung∫ ∞
−∞
|f(x)g(x)h(x)| dx

≤
(∫ ∞
−∞
|f(x)g(x)|

λµ
λ+µ dx

)λ+µ
λµ
(∫ ∞
−∞
|h(x)|ν dx

) 1
ν

≤
(∫ ∞
−∞
|f(x)|λ dx

)λ+µ
λµ

µ
λ+µ

(∫ ∞
−∞
|g(x)|µ dx

)λ+µ
λµ

λ
λ+µ

(∫ ∞
−∞
|h(x)|ν dx

) 1
ν

=

(∫ ∞
−∞
|f(x)|λ dx

) 1
λ
(∫ ∞
−∞
|g(x)|µ dx

) 1
µ
(∫ ∞
−∞
|h(x)|ν dx

) 1
ν

.

25
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Schreiben wir

|f(x− y)| · |g(y)| = |f(x− y)|
p
λ |g(y)|

q
λ |f(x− y)|p

(
1
p
− 1
λ

)
|g(y)|q

(
1
q
− 1
λ

)
,

so folgt

|(f ∗ g)(x)| ≤
(∫ ∞
−∞
|f(x− y)|p|g(y)|q dy

) 1
λ

·

·
(∫ ∞
−∞
|f(x− y)|pµ

(
1
p
− 1
λ

)
dy

) 1
µ
(∫ ∞
−∞
|g(y)|qν

(
1
q
− 1
λ

)
dy

) 1
ν

.

Wählen wir λ = r ,
1

p
− 1

λ
=

1

µ
und

1

q
− 1

λ
=

1

ν
, so ist das Produkt der letzten beiden Faktoren

gleich

‖f‖
p
µ
p ‖g‖

q
ν
q ,

so dass

‖f ∗ g‖r =

(∫ ∞
−∞
|(f ∗ g)(x)|λ dx

) 1
λ

≤ ‖f‖
p
µ
p ‖g‖

q
ν
q

(∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|f(x− y)|p dx |g(y)|q dy

) 1
λ

= ‖f‖
p
µ
p ‖g‖

q
ν
q ‖f‖

p
λ
p ‖g‖

q
λ
q = ‖f‖p ‖q‖q ,

womit das Lemma bewiesen ist. �

Folgerung 2.2 Für 1 ≤ p <∞ gilt

(a) ‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1 ‖g‖p ∀ f ∈ L1(R) , ∀ g ∈ Lp(R) ,

(b) ‖h‖p ≤ ‖f‖1 ‖g‖p ∀ f ∈ L1(0,∞) , ∀ g ∈ Lp(0,∞) , wobei

h(x) =

∫ x

0
f(x− y)g(y) dy , 0 < x <∞ ,

die Faltung von f und g ist,

(c) Die Operatoren K : X −→ X und K̃ : X −→ X mit k ∈ L1(0,∞) und

(Ku)(x) =

∫ x

0
k(x− y)u(y) dy sowie (K̃u)(x) =

∫ ∞
x

k(y − x)u(y) dy , 0 < x <∞

gehören zu L(X) , wobei X = Lp(0,∞) , 1 ≤ p <∞ . Dabei gilt ‖K‖ , ‖K̃‖ ≤ ‖k‖1 .

Aus Folgerung 2.2,(c) erhalten wir für k(x) = 2e−x , dass die Operatoren V und W mit

(V u)(x) = u(x)− 2

∫ x

0
ey−xu(y) dy und (Wu)(x) = u(x)− 2

∫ ∞
x

ex−yu(y) dy , 0 < x <∞

zu L(X) mit X = Lp(0,∞) , 1 ≤ p <∞ gehören. Dabei gilt

WV = I und VW 6= I . (2.2)
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Das ergibt sich aus

(WV u)(x) = u(x)− 2

∫ x

0
ey−xu(y) dy − 2

∫ ∞
x

[
u(y)− 2

∫ y

0
ez−yu(z) dz

]
ex−y dy

= u(x)− 2

∫ x

0
ey−xu(y) dy − 2

∫ ∞
x

ex−yu(y) dy + 4

∫ ∞
x

∫ y

0
ez−yu(z) dz ex−y dy

= u(x)− 2

∫ x

0
ey−xu(y) dy − 2

∫ ∞
x

ex−yu(y) dy

+4

∫ x

0

∫ ∞
x

e−2y dy ez+xu(z) dz + 4

∫ ∞
x

∫ ∞
z

e−2y dy ez+xu(z) dz

= u(x)

und

(VWu)(x) = u(x)− 2

∫ ∞
x

ex−yu(y) dy − 2

∫ x

0
ey−x

[
u(y)− 2

∫ ∞
y

ey−zu(z) dz

]
dy

= u(x)− 2

∫ ∞
x

ex−yu(y) dy − 2

∫ x

0
ey−xu(y) dy + 4

∫ x

0

∫ ∞
y

e2y−x−zu(z) dz dy

= u(x)− 2

∫ ∞
x

ex−yu(y) dy − 2

∫ x

0
ey−xu(y) dy

+4

∫ x

0

∫ z

0
e2y dy e−x−zu(z) dz + 4

∫ ∞
x

∫ x

0
e2y dy e−x−zu(z) dz

= u(x)− 2

∫ ∞
x

ex−yu(y) dy − 2

∫ x

0
ey−xu(y) dy

+2

∫ x

0

(
e2z − 1

)
e−x−z u(z) dz + 2

∫ ∞
x

(
e2x − 1

)
e−x−z u(z) dz

= u(x)− 2

∫ x

0
e−x−zu(z) dz − 2

∫ ∞
x

e−x−zu(z) dz

= u(x)− 2e−x
∫ ∞

0
e−zu(z) dz .

Wir schreiben deshalb auch V (−1) statt W und halten fest, dass V also nur von links invertierbar
ist. Analog kann man zeigen, dass die Operatoren Ṽ und W̃ mit

(Ṽ u)(x) = u(x)− 2

∫ x

−∞
ey−xu(y) dy und (W̃u)(x) = u(x)− 2

∫ ∞
x

ex−yu(y) dy , −∞ < x <∞

zu L(Lp(R)) gehören, wobei jetzt W̃ Ṽ = Ṽ W̃ = I , also W̃ = Ṽ −1 gilt. Im Weiteren betrachten
wir Lp(0,∞) als Teilraum von Lp(R) . Dabei ist Lp(0,∞) das Bild R(P ) des stetigen Projektors
P : Lp(R) −→ Lp(R) ,

(Pu)(x) =

{
u(x) : x ≥ 0 ,

0 : x < 0 .

Offenbar gilt
PṼ −1P = PṼ −1 und PṼ P = Ṽ P , (2.3)

Ṽ u = V u und PṼ −1u = V (−1)u ∀u ∈ R(P ) = Lp(0,∞) . (2.4)



28 KAPITEL 2. WIENER-HOPF’SCHE INTEGRALGLEICHUNGEN

In Vorbereitung auf den Beweis von Lemma 2.4 beschäftigen wir uns kurz mit der Fourier-
transformation

(Fu)(x) =

∫ ∞
−∞

e−ixyu(y) dy .

(F1) F : L1(R) −→ C∞,0(R) ist linear und stetig, wobei C∞,0(R) = (C∞,0, ‖.‖∞) der Banach-
raum der stetigen Funktionen g : R −→ C mit g(±∞) = 0 ist.

Beweis. Für u ∈ L1(R) , x ∈ R , xn −→ x , gn(y) := e−ixnyu(y) und g(y) := e−ixyu(y) gilt
gn(y) −→ g(y) und |gn(y)| ≤ |u(y)| ∀ y ∈ R . Lebesgue’s Theorem über die majorisierte
Konvergenz liefert (Fu)(xn) −→ (Fu)(x) und somit die Stetigkeit von Fu . Außerdem gilt
|(Fu)(x)| ≤ ‖u‖1 ∀x ∈ R , ∀u ∈ L1(R) . Ist u ∈ C1

0(R) (Klasse der stetig fifferenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Träger), so gilt für gewisse −∞ < a < b <∞

x(Fu)(x) =

∫ b

a
x e−ixyu(y) dy = i

∫ b

a

(
d

dy
e−ixy

)
u(y) dy

= −i

∫ b

a
e−ixyu′(y) dy = −i(Fu′)(x)

mit |(Fu′)(x)| ≤ ‖u′‖1 . Also folgt (Fu)(±∞) = lim
x→±∞

1

x
(Fu′)(x) = 0 . Ist nun u ∈ L1(R)

beliebig, so existiert eine Folge un ∈ C1
0(R) mit ‖un − u‖1 −→ 0 , woraus nach dem bereits

Bewiesenen folgt ‖Fun −Fu‖∞ ≤ ‖un − u‖1 −→ 0 , also auch (Fu)(±∞) = 0 . �

(F2) Aus (F1) folgt F̃ ∈ L
(
L1(R),C∞,0(R)

)
, wobei

(F̃u)(x) = (Fu)(−x) =

∫ ∞
−∞

eixyu(y) dy .

Dabei gilt
∥∥∥F̃∥∥∥ = ‖F‖ = 1 , da (Fu)(0) =

∫ ∞
−∞

u(y) dy ist.

(F3) Der Schwartz’sche Raum

S(R) =
{
g ∈ C∞(R) : ∀m,n ∈ N0 ∃ cmn ∈ R mit |x|m

∣∣g(n)(x)
∣∣ ≤ cmn ∀x ∈ R

}
der schnell fallenden Funktionen ist dicht in Lp(R) , 1 ≤ p < ∞ , und es gilt F(S(R)) ⊂
S(R) .

Beweis. Für u ∈ S(R) und x, h ∈ R gilt

(Fu)(x+ h)− (Fu)(x) =

∫ ∞
−∞

e−ixy
(
e−ihy − 1

)
u(y) dy

= −i

∫ ∞
−∞

e−ixyy

∫ h

0
e−izy dz u(y) dy

= −i

∫ h

0

∫ ∞
−∞

y e−i(x+z)yu(y) dy dz

= −i

∫ h

0
(Fu1)(x+ z) dz mit u1(y) = y u(y) ,
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woraus

1

h
[(Fu)(x+ h)− (Fu)(x)] =

1

ih

∫ h

0
(Fu1)(x+ z) dz

h→0−→ 1

i
(Fu1)(x)

folgt und somit

(
D : −i

d

dx

)
DFu = −FMu mit (Mu)(x) = xu(x) .

Man erhält induktiv DnFu = (−1)nFMnu ∀u ∈ S(R) und n ∈ N . Aus dem Beweis von
(F1) folgt auch MnFu = FDnu , so dass

MmDnFu = (−1)nMmFMnu = (−1)nFDmMnu

gilt, woraus mit (F1) die Beschränktheit der Funktionen MmDnFu für alle u ∈ S(R) und
alle m,n ∈ N0 folgt, d.h., Fu ∈ S(R) . Die Dichtheit von S(R) in Lp(R) is wohlbekannt.

�

(F4) Für u0(x) = e−
x2

2 gilt Fu0 =
√

2π u0 .

Beweis. Es gilt u′0(x) + xu0(x) = 0 und u0(0) = 1 . Aus dem Beweis von (F3) folgt

(Fu0)′(x) + x(Fu0)(x) = iD(Fu0)(x) + (MFu0)(x)

= −i(FMu0)(x) + (FDu0)(x)

= −i
(
F(Mu0 +Du0)

)
= 0

und (Fu0)(0) =
√

2π . �

(F5) F : S(R) −→ S(R) ist bijektiv mit F−1 = 1
2π F̃ .

Beweis. Für f, g ∈ S(R) gilt∫ ∞
−∞

f(x)(Fg)(x) dx =

∫ ∞
−∞

f(x)

∫ ∞
−∞

e−ixyg(y) dy dx =

∫ ∞
−∞

(Ff)(x)g(x) dx

und

eixy(Fg)(y) = eixy
∫ ∞
−∞

e−iyzg(z) dz

=

∫ ∞
−∞

e−iy(z−x)g(z) dz =

∫ ∞
−∞

e−iywg(w + x) dw = (Fgx)(y) ,

wobei gx(y) = g(x+ y) zu setzen ist. Es seien nun ε > 0 und gε(x) := g(εx) . Es folgt

(Fgε)(x) =

∫ ∞
−∞

e−ixyg(εy) dy =
1

ε

∫ ∞
−∞

e−ix
z
ε g(z) dz =

1

ε
(Fg)

(x
ε

)
und ∫ ∞

−∞
eixygε(y)(Ff)(y) dy =

∫ ∞
−∞

gε(y)(Ffx)(y) dy

=

∫ ∞
−∞

(Fgε)(y)fx(y) dy =
1

ε

∫ ∞
−∞

(Fg)
(y
ε

)
fx(y) dy

=

∫ ∞
−∞

(Fg)(z)fx(εz) dz .
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Wir erhalten∫ ∞
−∞

eixy(Ff)(y) dy =

∫ ∞
−∞

eixyu0(0)(Ff)(y) dy = lim
ε→+0

∫ ∞
−∞

eixyuε0(y)(Ff)(y) dy

= lim
ε→+0

∫ ∞
−∞

(Fu0)(y)fx(εy) dy = lim
ε→+0

√
2π

∫ ∞
−∞

u0(y)fx(εy) dy

= 2πf(x) ,

wobei sich die letzte Gleichung durch Anwendung von Lebesgue’s Theorem über die ma-
jorisierte Konvergenz ergibt. Hieraus können wir nun weiter schlussfolgern, dass

(F2f)(x) =

∫ ∞
−∞

e−ixy(Ff)(y) dy = 2π(F−1Ff)(−x) = 2πf(−x)

und somit F4f = 4π2f für alle f ∈ S(R) gilt. Es folgt

S(R) = I(S(R)) = F4(S(R)) ⊂ F(S(R)) ⊂ S(R) ,

also F(S(R)) = S(R) . �

(F6) F : L1(R) −→ C∞,0(R) ist injektiv.

Beweis. Es seien g ∈ L1(R) und (Fg)(x) = 0 ∀x ∈ R . Es folgt für beliebiges f ∈ S(R)

0 =

∫ ∞
−∞

f(y)(Fg)(y) dy =

∫ ∞
−∞

f(y)

∫ ∞
−∞

e−ixyg(x) dx dy =

∫ ∞
−∞

g(x)(Ff)(x) dx ,

also auch ∫ ∞
−∞

g(x)h(x) dx = 0 ∀h ∈ S(R) . (2.5)

Für a > 0 betrachten wir die Funktion ϕ(x) := χ[−a,a](x) sgn g(x) , wobei χ[−a,a](x) die charak-
teristische Funktion des Intervalls [−a, a] bezeichnet. Ferner seien

ϕn(x) := (δn−1 ∗ ϕ) (x)

mit

δε(x) =
1

γε

 e
ε2

x2−ε2 : −ε < x < ε ,

0 : |x| ≥ ε ,

 und γε =

∫ ε

−ε
e

ε2

y2−ε2 dy .

Die Funktion δε(x) ist ein sog. Mittelungskern (siehe [23, Kapitel 1, §1]). Es folgt

ϕn(x) =

∫ ∞
−∞

δn−1(x− y)ϕ(y) dy =

∫ a

−a
δn−1(x− y)ϕ(y) dy = 0 für |x| > a+

1

n
,

so dass (vgl. [23, Kapitel 1, §2]) ϕn ∈ C∞0 (R) (Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktio-
nen mit kompaktem Träger in R). Ferner gilt (vgl. [23, Satz 1.3.3]) ‖ϕn − ϕ‖L2(−a−1,a+1) −→ 0 ,
was die Existenze einer Teilfolge ϕnk(x) impliziert, die f. ü. gegen ϕ(x) konvergiert. Da außerdem

|ϕn(x)| =
∣∣∣∣∫ ∞
−∞

ϕ(x− y)δn−1(y) dy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ 1

n

− 1
n

ϕ(x− y)δn−1(y) dy

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

n

− 1
n

δn−1(y) dy = 1

gilt, liefert Lebesgue’s Theorem über die majorisierte Konvergenz∫ a

−a
|g(x)| dx =

∫ a+1

−a−1
g(x)ϕ(x) dx = lim

n→∞

∫ a+1

−a−1
g(x)ϕn(x) dx = lim

n→∞

∫ ∞
−∞

g(x)ϕn(x) dx
(2.5)
= 0 ,

also g(x) = 0 f. ü. in (−a, a) und somit g(x) = 0 für fast alle x ∈ R . �
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Folgerung 2.3 Die lineare Hülle des Systems X0 =
{
xke−x : k ∈ N0

}
ist dicht in Lp(0,∞) ,

1 ≤ p <∞ .

Beweis. Für f ∈ Lq(0,∞) , 1 < q ≤ ∞ , 1
p + 1

q = 1 betrachten wir

F (z) =

∫ ∞
0

e−ixzf(x)e−x dx , z ∈ C .

Für h ∈ C \ {0} gilt
F (z + h)− F (z)

h
=

∫ ∞
0

e−ixzgh(x)f(x)e−x dx (2.6)

mit gh(x) = 1
h

(
e−ihx − 1

)
−→ −ix for h −→ 0 . Wegen

|gh(x)| ≤ 1

|h|

∞∑
n=1

|xh|n

n!
≤ |x|

∞∑
n=1

|xh|n−1

(n− 1)!
= |x|e|xh|

gilt

|gh(x)|e−x ≤ xe−
x
2 , |h| < 1

2
, x > 0 .

Da f(x)xke−
x
2 für k ∈ N0 und f ∈ Lq(0,∞) zu L1(0,∞) gehört, kann auf (2.6) Lebesgue’s

Theorem über die majorisierte Konvergenz angewandt werden, so dass

F ′(z) = −i

∫ ∞
0

e−ixzxf(x)e−x dx , z ∈ C

und (induktiv)

F (k)(z) = (−i)k
∫ ∞

0
e−ixzxkf(x)e−x dx , z ∈ C , k ∈ N0

gilt. Ist nun ∫ ∞
0

xke−xf(x) dx = 0 ∀ k ∈ N0 , (2.7)

so folgt

F (z) =

∞∑
k=0

F (k)(0)

k!
zk =

∞∑
k=0

(−i)k
∫ ∞

0
xkf(x)e−x dx zk ≡ 0 .

Da F (z) die Fouriertransformation der Funktion

{
f(x)e−x : x > 0

0 : x < 0

}
ist und die Fourier-

transformation auf L1(R) injektiv ist, folgt f(x) = 0 für fast alle x ∈ (0,∞) . Somit ist die lineare
Hülle von X0 dicht in Lp(0,∞) sein, denn wäre das nicht der Fall, so würde aus dem Theorem
von Han-Banach die Existenz eines f0 ∈ Lq(0,∞)\{Θ} folgen, für welches (2.7) mit f = f0 gilt.

�

(F7) Für f, g ∈ L1(R) gilt F(f ∗ g) = (Ff) · (Fg) . (Faltungssatz)

Beweis. Wegen Folgerung 2.2,(a) ist der satz von Fubini anwendbar, und wir erhalten für
f, g ∈ L1(R)(

F(f ∗ g)
)
(x) =

∫ ∞
−∞

e−ixy
∫ ∞
−∞

f(y − z)g(z) dz dy

=

∫ ∞
−∞

e−ixz
∫ ∞
−∞

e−ix(y−z)f(y − z) dy g(z) dz

=

∫ ∞
−∞

e−ixz
∫ ∞
−∞

e−ixwf(w) dw g(z) dz = (Ff)(x)(Fg)(x) , x ∈ R .

�



32 KAPITEL 2. WIENER-HOPF’SCHE INTEGRALGLEICHUNGEN

Lemma 2.4 Sei 1 ≤ p <∞ . Das Spektrum der Operatoren V, V (−1) ∈ L(Lp(0,∞)) liegt in der
abgeschlossenen Einheitskreisscheibe, der Spektralradius von Ṽ , Ṽ −1 ∈ L(Lp(R)) ist gleich 1 .

Beweis. Es seien 1 ≤ p <∞ und Lp = Lp(0,∞) . Wir führen den Beweis in mehreren Schritten:

• Der Operator V −λI : Lp(0,∞) −→ Lp(0,∞) ist für |λ| > 1 invertierbar: Auf die Gleichung

V u− λu = u− 2 e ∗ u− λu = f ∈ L1(0,∞)

mit e(x) = e1(x) , eα(x) =

{
e−αx : x ≥ 0 ,

0 : x < 0 ,

}
und Reα > 0 , wenden wir die Fourier-

transformation an. Unter Verwendung der Bezeichnungen

Eα(x) := (Feα)(x) =

∫ ∞
0

e−ixye−αy dy =
1

α+ ix
, U(x) := (Fu)(x) , F (x) := (Ff)(x)

und des Faltungssatzes (F7) erhalten wir(
1− λ− 2

1 + ix

)
U(x) = F (x) ,

also

U(x) =
1 + ix

(1− λ)(1 + ix)− 2
F (x) =

1

1− λ
1 + ix

1 + ix− 2
1−λ

F (x)

=
1

1− λ

(
1 +

2

1− λ
1

λ+1
λ−1 + ix

)
F (x) .

Wir vermuten, dass

(
(V − λI)−1f

)
(x) =

1

1− λ

[
f(x) +

2

1− λ

∫ x

0
e
λ+1
λ−1

(y−x)f(y) dy

]
=: (Bλf)(x)

gilt. Da
λ+ 1

λ− 1
=

(λ+ 1)(λ− 1)

|λ− 1|2
=
|λ|2 − 1− 2 Imλ

|λ− 1|2
positiven Realteil hat, gehört der

Operator Bλ zu L(Lp) (vgl. Folgerung 2.2,(b)). Wir überprüfen die Gültigkeit von (V −

λI)Bλ = Bλ(V −λI) = I und schreiben dazu Bλ =
1

1− λ

(
I +

2

1− λ
Aλ

)
sowie V −λI =

(1− λ)I − 2A mittels

(Aλu)(x) =

∫ x

0
e
λ+1
λ−1

(y−x)u(y) dy und (Au)(x) =

∫ x

0
ey−xu(y) dy .

Es folgt

(V − λI)Bλ = [(1− λ)I − 2A]
1

1− λ

(
I +

2

1− λ
Aλ

)
= I − 2

1− λ
A+

2

1− λ
Aλ −

4

(1− λ)2
AAλ ,
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wobei für u ∈ Lp

(AAλu) (x) =

∫ x

0
ey−x

∫ y

0
e
λ+1
λ−1

(z−y)u(z) dz dy

=

∫ x

0
e
λ+1
λ−1

z−x
∫ x

z
e−

2
λ−1

y dy u(z)dz

=

∫ x

0
e
λ+1
λ−1

z−xλ− 1

2

(
e−

2
λ−1

z − e−
2

λ−1
x
)
u(z) dz

=
λ− 1

2

(∫ x

0
ez−xu(z) dz −

∫ x

0
e
λ+1
λ−1

(z−x)u(z) dz

)
=

λ− 1

2
(Au)(x)− λ− 1

2
(Aλu) (x) .

Analog zeigt man AλA =
λ− 1

2
A− λ− 1

2
Aλ .

Die folgenden Schritte werden analog ausgeführt:

• Der Operator W − λI : Lp(0,∞) −→ Lp(0,∞) ist für |λ| > 1 invertierbar. Dabei gilt

(W − λI)−1 =
1

1− λ

(
I +

2

1− λ
Aλ

)
mit

(Aλu)(x) =

∫ ∞
x

e
λ+1
λ−1

(x−y)u(y) dy .

• Der Operator Ṽ − λI : Lp(R) −→ Lp(R) ist für |λ| 6= 1 invertierbar. Dabei gilt

(Ṽ − λI)−1 =
1

1− λ

(
I +

2

1− λ
Aλ

)
mit

(Aλu)(x) =


−
∫ ∞
x

e
λ+1
λ−1

(y−x)u(y) dy : |λ| < 1 ,

∫ x

−∞
e
λ+1
λ−1

(y−x)u(y) dy : |λ| > 1 .

• Der Operator W̃ − λI : Lp(R) −→ Lp(R) ist für |λ| 6= 1 invertierbar. Dabei gilt

(W̃ − λI)−1 =
1

1− λ

(
I +

2

1− λ
Aλ

)
mit

(Aλu)(x) =


∫ ∞
x

e
λ+1
λ−1

(y−x)u(y) dy : |λ| > 1 ,

−
∫ x

−∞
e
λ+1
λ−1

(y−x)u(y) dy : |λ| < 1 .

�
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Für n ∈ N gilt

(V nu) (x) = u(x)−
∫ x

0
ey−xpn−1(x− y)u(y) dy

mit einem Polynom pn−1(x) vom Grad n− 1 . Dies sieht man induktiv anhand der Formeln

Ṽ u = u− 2 e ∗ u und Ṽ 2u = Ṽ u− 2 e ∗ Ṽ u = u− 4 e ∗ u+ 4(e ∗ e) ∗ u

mit e(x) =

{
e−x : x ≥ 0 ,

0 : x < 0 ,

}
sowie (für x ≥ 0)

(e ∗ e)(x) =

∫ x

0
ey−xe−y dy = e−x x ,

(e ∗ e ∗ e)(x) =

∫ x

0
ey−x y e−y dy = e−x

∫ x

0
y dy = e−x

x2

2

...

(e ∗ e ∗ . . . ∗ e︸ ︷︷ ︸
n+1

)(x) =

∫ x

0
ey−x

yn−1

(n− 1)!
e−y dy = e−x

∫ x

0

yn−1

(n− 1)!
dy = e−x

xn

n!
.

Unter Verwendung von Folgerung 2.3 zeigt sich, dass man einen Operator A : Lp(R) −→ Lp(R) ,
1 ≤ p <∞ der Gestalt

(Au)(x) = u(x)−
∫ x

−∞
k(x− y)u(y) dy

mit k ∈ L1(0,∞) in der Operatornorm ‖.‖L(Lp(R)) durch ein Polynom in Ṽ approximieren kann.
Mit solchen Polynomen von Operatoren beschäftigen wir uns in den folgenden Abschnitten.

2.2 Polynome einseitig invertierbarer Operatoren

Im Weiteren sei X ein Banachraum. Sind Y und Z abgeschlossene lineare Teilräume von X ,
so nennt man Z direktes Komplement zu Y , wenn X die direkte Summe von Y und Z ist ,
d.h., es gilt Y ∩ Z = {Θ} und X = Y + Z . Wir schreiben dafür X = Y ⊕ Z . In diesem Fall ist
jedes x ∈ X eindeutig in der Form x = y + z mit y ∈ Y und z ∈ Z darstellbar.

Ist P ∈ L(X) ein Projektor, d.h., P 2 = P , so ist auch Q = I − P ein Projektor, der
sogenannte ergänzende Projektor zu P . Der Nullraum N(P ) und der Bildraum R(P ) sind
abgeschlossene lineare Teilräume von X , und es gilt X = R(P ) ⊕ N(P ) . Ist umgekehrt X =
Y⊕Z , so ist der durch Px := y ∈ Y mit x = y+ z definierte Projektor stetig, d.h., P ∈ L(X) .

Die Dimension des Faktorraumes X/Y nennt man Kodimension von Y , codim Y :=
dim X/Y . Jedes direkte Komplement zu Y (falls ein solches existiert), ist isomorph zu X/Y .

Lemma 2.5 Ist Y ⊂ X ein abgeschlossener linearer Teilraum mit dim Y <∞ oder codim Y <
∞ , so besitzt Y ein direktes Komplement in X .

Beweis. Es sei {y1, . . . , yn} eine Basis in Y . Dann existieren f1, . . . , fn ∈ X∗ mit fj(yk) = δjk .

Wir setzen Z :=
n⋂
j=1

N(fj) und y =
n∑
k=1

fk(x)yk für x ∈ X sowie z = x− y . Es folgt

fj(z) = fj(x)−
n∑
k=1

fk(x)fj(yk) = 0 , j = 1, . . . , n ,
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also z ∈ Z .

Es seien nun codim Y = n < ∞ und {[x1], . . . , [xn]} eine Basis in X/Y . Für x ∈ X

existieren αk ∈ K mit [x] =
n∑
k=1

[xk] . Wir setzen z :=
n∑
k=1

αkxk und y := x − z . Es folgt

[y] = [x− z] = [x]− [z] = [Θ] , also y ∈ Y , d.h., Z = span {x1, . . . , xn} ist direktes Komplement
zu Y . �

Einen Operator A ∈ L(X) nennen wir von links (rechts) invertierbar, wenn ein Operator
B ∈ L(X) existiert, so dass BA = I (AB = I) gilt.

Lemma 2.6 Sei A ∈ L(X) .

(a) Der Operator A ist genau dann von links invertierbar, wenn N(A) = {Θ} gilt und R(A) =
R(A) ein direktes Komplement in X hat. In diesem Fall ist jeder linksinverse Operator
B = A(−1) von der Gestalt A(−1) = A−1

0 P , wobei A0 : X −→ R(A) , x 7→ Ax und
P ∈ L(X) ein Projektor auf R(A) (d.h., R(P ) = R(A)) sind. Dabei gilt

dimN(A(−1)) = codimR(A) .

Die Gleichung Ax = y ist genau dann lösbar, wenn y ∈ N(I − AA(−1)) gilt, wobei dann
x = A(−1)y die einzige Lösung in X ist.

(b) Der Operator A ist genau dann von rechts invertierbar, wenn R(A) = X gilt und N(A)
ein direktes Komplement in X besitzt. Ist in diesem Fall X = N(A) ⊕ Z , so ist jeder
rechtsinverse Operator B = A(−1) von der Gestalt A(−1) = A−1

0 +D , wobei A0 : Z −→ X ,
z 7→ Az und D ∈ L(X) mit R(D) ⊂ N(A) , und es gilt

codimR(A(−1)) = dimN(A) .

Die Gleichung Ax = y ist für jedes y ∈ X lösbar, wobei x = A(−1)y eine Lösung ist und
N(A) = R(I −A(−1)A) gilt.

(c) Sind B,C ∈ L(X) invertierbar und A nur von einer Seite invertierbar, so ist D := BAC
nur von der selben Seite invertierbar. Dabei gilt

dimN(D) = dimN(A) und codimR(D) = codimR(A) .

Beweis. (a) Es sei BA = I . Der Operator P = AB ist dann ein Projektor mit R(P ) = R(A) ,
denn aus y = Ax ∈ R(A) folgt Py = ABAx = Ax = y ∈ R(P ) . Es folgt X = R(A) ⊕ Z mit
Z = N(P ) = R(I − P ) . Somit ist die Notwendigkeit der Bedingung der Abgeschlossenheit von
R(A) und der Existenz eines direkten Komplementes von R(A) in X gezeigt.

Zum Beweis der Hinlänglichkeit seien nun P ∈ L(X) ein Projektor auf R(A) und B :=
A−1

0 P . Es folgt BA = A−1
0 PA = A−1

0 A = I , d.h., B ist linksinvers zu A .

Ist nun A(−1) ein beliebiger linksinverser Operator zu A , so definieren wir P := AA(−1)

und erhalten P 2 = P sowie A−1
0 P = A−1

0 AA(−1) = A(−1) . Ferner sind R(P ) = R(A) und somit
N(A(−1)) = N(P ) = R(I − P ) ein direktes Komplement zu R(A) , so dass dimN(A(−1)) =
codimR(A) gilt.

Aus Ax = y folgt y−AA(−1)y = A(x−A(−1)Ax) = Θ , und umgekehrt aus y−AA(−1)y = Θ
und x = A(−1)y die Gleichung Ax = y .

(b) Gilt AB = I , so sind R(A) = X und P = BA ein Projektor mit N(P ) = N(A) . Es
folgt X = N(A)⊕R(P ) , und die Notwendigkeit der Bedingung ist gezeigt.

Sind umgekehrt X = N(A) ⊕ Z und B = A−1
0 + D mit R(D) ⊂ N(A) , so folgt AB =

A(A−1
0 +D) = AA−1

0 = I .
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Ist nun A(−1) ein beliebiger rechtsinverser Operator, so setzen wir D = A(−1)−A−1
0 , womit

für y ∈ R(D) , d.h., y = Dx = A(−1)x−A−1
0 x , folgt Ay = x− x = Θ , also R(D) ⊂ N(A) .

Schließlich folgt aus x = A(−1)y die Gleichung Ax = y , und aus x ∈ N(A) die Beziehung
x = x − A(−1)Ax ∈ R(I − A(−1)A) . Umgekehrt liefert x = y − A(−1)Ay ∈ R(I − A(−1)A) die
Gleichung Ax = Θ .

(c) Ist A(−1) eine einseitige Inverse von A , so ist C−1A(−1)B−1 eine einseitige Inverse von
D , und zwar von der selben Seite. Wäre D invertierbar, so wÃ1

4rde dies auch für A folgen. Wir
haben nun N(D) = C−1(N(A)) und somit dimN(D) = dimN(A) .

Außerdem gilt R(D) = B(R(A)) . Der Operator B̃ : X/R(D) −→ X/R(A) , [x]R(D) 7→
[B−1x]R(A) ist korrekt definiert, da aus [x1]R(D) = [x2]R(D) die Beziehungen x1−x2 ∈ R(D) und

somit B−1(x1−x2) ∈ R(A) folgen. Der Operator B̃ ist linear und bijektiv, denn aus B̃[x]R(D) =

[Θ]R(A) folgt B−1x ∈ R(A) , also x ∈ R(D) , und für beliebiges y ∈ X gilt B̃[By]R(D) = [y]R(A) .
Es folgt codimR(D) = codimR(A) . �

Folgerung 2.7 Sind B ∈ L(X) invertierbar, D ∈ L(X) von links invertierbar und A = BD ,
so ist die Gleichung Ax = y genau dann lösbar, wenn die Lösung z ∈ X der Gleichung Bz = y
zu N(I −DD(−1)) gehört, wobei D(−1) eine Linksinverse zu D ist. Dabei gilt x = D(−1)z .

Beweis. Die Gleichung Ax = y ist nach Lemma 2.6,(a) genau dann lösbar, wenn y im Nullraum
von I−AA(−1) liegt, wobei die Beziehung I−AA(−1) = I−BDD(−1)B−1 = B(I−DD(−1))B−1

zeigt, dass diese Bedingung äquivalent zu B−1y = z ∈ N(I −DD(−1)) ist. �

Folgerung 2.8 Sind B = DA ∈ L(X) invertierbar und D ∈ L(X) von rechts invertierbar, so
ist die Gleichung Ax = y genau dann lösbar, wenn die Lösung z ∈ X der Gleichung Bz = Dy
der Bedingung PAz = Py mit P = I − D(−1)D genügt, wobei D(−1) eine Rechtsinverse zu D
ist. Dabei gilt x = z .

Beweis. Mit der Linksinversen A(−1) = B−1D folgt aus Lemma 2.6,(a), dass Ax = y genau
dann lösbar ist, wenn y ∈ N(I −AB−1D) gilt, wobei

I −AB−1D = P (I −AB−1D) + (I − P )(I −AB−1D)

= P (I −AB−1D) +D(−1)D −D(−1)DAB−1D

= P (I −AB−1D)

erfüllt ist. Somit ist die Bedingung y ∈ N(I − AB−1D) äquivalent zu Py − PAz = Θ . Aus
y ∈ N(I − AB−1D) folgt außerdem Ax = y = AB−1Dy = Az und somit wegen der Trivialität
von N(A) auch x = z . �

Folgerung 2.9 Sind B ∈ L(X) invertierbar, D ∈ L(X) von rechts invertierbar und A = DB ,
so ist die Lösung z ∈ X der Gleichung Bz = D(−1)y auch Lösung der Gleichung Ax = y , und
es gilt

N(A) =
{
B−1(I −D(−1)D)w : w ∈ X

}
.

Beweis. Aus z = B−1D(−1)y folgt Az = DBB−1D(−1)y = y . Ferner folgt aus Lemma 2.6,(b),
dass N(A) gleich

R(I −A(−1)A) = R(I −DB−1A) = R(I −B−1D(−1)DB) = R(B−1(I −D(−1)D)B)

ist. �
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Folgerung 2.10 Sind B ∈ L(X) invertierbar, D ∈ L(X) von links invertierbar und B = AD ,
so ist x = DB−1y Lösung von Ax = y und

N(A) =
{

(I −DB−1A)(I −DD(−1))w : w ∈ X
}
.

Beweis. Es gilt ADB−1y = BB−1y = y . Nach Lemma 2.6,(b) ist N(A) = R(I − A(−1)A) =
R(I −DB−1A) , wobei

I −DB−1A = (I −DB−1A)(I −DD(−1)) + (I −DB−1A)DD(−1)

= (I −DB−1A)(I −DD(−1))

gilt. �

Folgerung 2.11 Seien A ∈ L(X) von einer Seite invertierbar und B ∈ L(X) mit

‖B −A‖L(X) <
∥∥∥A(−1)

∥∥∥−1
.

Dann ist B von der selben Seite invertierbar, und es gilt

dimN(B) = dimN(A) und codimR(B) = codimR(A) .

Beweis. Ist A von links invertierbar, so können wir B =
[
I − (A−B)A(−1)

]
A schreiben, ist A

von rechts invertierbar, so B =
[
A[I

(−1)
A (A−B)

]
. Es bleibt Lemma 2.6,(c) anzuwenden. �

Es seien nun im Weiteren X ein komplexer Banachraum und V ∈ L(X) ein nur von links
invertierbarer Operator mit einer Linksinversen V (−1) , wobei folgende Bedingung erfüllt sei:

(V1) Die Spektren von V und V (−1) sind in D = {λ ∈ C : |λ| ≤ 1} gelegen.

Lemma 2.12 Es gilt σ(V ) = σ(V (−1)) = D . Für |λ| < 1 sind V − λI nur von links und
V (−1) − λI nur von rechts invertierbar, und für |λ| = 1 sind beide Operatoren von keiner Seite
invertierbar.

Beweis. Für |λ| < 1 ist I − λV (−1) ∈ GL(X) und somit V − λI = (I − λV (−1))V nur von links
invertierbar. Wäre V − λ0I für ein λ0 ∈ C mit |λ0| = 1 invertierbar oder nur von einer Seite
invertierbar, so stünde dies im Widerspruch dazu, dass V − λI für |λ| < 1 nur von links, für
|λ| > 1 aber invertierbar ist (siehe Folg. 2.11). Analog behandelt man V (−1) . �

Mit R(V ) bezeichnen wir die lineare Hülle des Systems
{
V (k) : k ∈ Z

}
, wobei

V (k) :=

{
V k : k ≥ 0 ,(

V (−1)
)−k

: k < 0 .

Ferner seienR+(V ) bzw.R−(V ) die linearen Hüllen von
{
V (k) : k ≥ 0

}
bzw.

{
V (k) : k ≤ 0

}
.Die

Darstellung R =

m∑
k=n

αkV
(k) (m ≥ n) mit αk ∈ C ist eindeutig: Sei nämlich R =

m∑
k=n

αkV
(k) = Θ

mit m > n , αm 6= 0 , αn 6= 0 . Im Fall m ≥ 0 folgt Θ = αmI +

m−1∑
k=n

αkV
k−m , also

I = − 1

αm

m−1∑
k=n

αkV
(k−m) =

(
− 1

αm

m−1∑
k=n

αkV
(k−m+1)

)
V (−1) = V (−1)

(
− 1

αm

m−1∑
k=n

αkV
(k−m+1)

)
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im Widerspruch zur nur einseitigen Invertierbarkeit von V (−1) . Im Fall n ≤ 0 erhält man analog

Θ = αnI +
m∑

k=n+1

αkV
(k−m) und somit

I = − 1

αn

m∑
k=n+1

αkV
(k−n) =

(
− 1

αn

m∑
k=n+1

αkV
(k−n+1)

)
V = V

(
− 1

αn

m∑
k=n+1

αkV
(k−n+1)

)
.

Damit ist die Abbildung R(V ) −→ R(t) , R =
m∑
k=n

αkV
(k) 7→ R(t) =

m∑
k=n

αkt
k wohldefiniert

und bijektiv, wobei R(t) die Menge aller Funktionen der Gestalt
m∑
k=n

αkt
k mit αk ∈ C , m ≥ n ,

m, n ∈ Z bezeichnet. Man nennt R(t) das Symbol des Operators R .

Folgerung 2.13 Sind R± ∈ R±(V ) und R0 ∈ R(V ) sowie R±(t) und R0(t) die entsprechenden
Symbole, so ist R(t) = R−(t)R0(t)R+(t) das Symbol des Operators R = R−R0R+ .

Eine rationale Funtion R(t) =

m∑
k=n

αkt
k ∈ R(t) mit R(t) 6= 0 ∀ t ∈ T := {z ∈ C : |z| = 1} kann

man auf eindeutige Weise in der Form

R(t) = α
r∏
j=1

(
1−

t+j
t

)
tκ

s∏
`=1

(
t− t−`

)
(2.8)

mit α ∈ C \ {0} , 0 < |t+j | < 1 , |t−` | > 1 und κ ∈ Z schreiben. Die Zahl κ nennt man Index von

R(t) , κ = indR(t) . Sie gibt die Windungszahl des Weges γ : [0, 2π] −→ C , ϕ 7→ R(eiϕ) bzgl. 0
an.

Satz 2.14 Ein Operator R ∈ R(V ) ist genau dann von wenigstens einer Seite invertierbar,
wenn R(t) 6= 0 ∀ t ∈ T gilt. In diesem Fall ist R invertierbar, nur von links invertierbar bzw.
nur von rechts invertierbar, wenn κ = indR(t) gleich, größer bzw. kleiner Null ist.

Beweis. Sei R(t) 6= 0 für all t ∈ T . Aus (2.8) und Folgerung 2.13 ergibt sich

R = α

r∏
j=1

(
(I − t+j V

(−1)
)
V (κ)

s∏
`=1

(
V − t−` I

)
=: αR−V

(κ)R+ .

Wegen (V1) sind R− und R+ invertierbar und somit R von der selben Seite wie V (κ) (siehe
Lemma 2.6,(c)).

Sei nun R(t0) = 0 für ein t0 ∈ T . Es folgt R(t) = R0(t)(t − t0) und nach Folgerung 2.13
R = R0(V −t0I) . Aus Lemma 2.12 folgt, dass R nicht von links invertierbar ist, da sonst V −t0I
von links invertierbar wäre. Es gilt aber auch R(t) =

(
t−1 − t−1

0

)
R̃0(t) mit R̃0(t) = −R0(t)t0t .

Also ist R =
(
V (−1) − t−1

0 I
)
R̃0 nicht von rechts invertierbar. �

2.3 Stetige Funktionen einseitig invertierbarer Operatoren

Mit R(V ) und R±(V ) bezeichnen wir die Abschließungen von R(V ) und R±(V ) in (L(X), ‖.‖) .

Lemma 2.15 Für R ∈ R(V ) ist der Spektralradius gleich

r(R) = max {|R(t)| : t ∈ T} =: ‖R‖∞ .
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Beweis. Für t0 ∈ T ist nach Satz 2.14 der Operator R − R(t0)I nicht invertierbar, also gilt
R(t0) ∈ σ(R) und somit r(R) ≥ |R(t0)| ∀ t0 ∈ T , d.h., r(R) ≥ ‖R‖∞ . Andererseits ist nach
Satz 2.14 R− λI invertierbar, falls |λ| > ‖R‖∞ gilt, da dann ind [R(t)− λ] = 0 ist. �

Beachte: Hier und im Weiteren wird die Bezeichnung R sowohl für den Operator R ∈ R(V )
als auch für seine Symbolfunktion R(t) benutzt.

Ist nun A ∈ R(V ) , so existiert eine Folge (Rn) ∞n=1 ⊂ R(V ) mit ‖Rn −A‖L(X) −→ 0 . Wegen

‖Rn −Rm‖∞ = r(Rn −Rm) ≤ ‖Rn −Rm‖L(X)

ist (Rn(t)) ∞n=1 eine Cauchyfolge in (C(T), ‖.‖∞) , so dass eine stetige Funktion A : T −→ C mit
‖Rn −A‖∞ −→ 0 existiert. Dabei ist A(t) unabhängig von der Wahl der Folge (Rn) ∞n=1 , und
es gilt

‖A‖∞ ≤ ‖A‖L(X) ∀A ∈ R(V ) .

Die Funktion A(t) wird Symbol des Operators A ∈ R(V ) genannt. Mit R(t) bezeichnen wir
die Menge aller Symbole von Operatoren aus R(V ) .

Folgerung 2.16 R(t) enthält alle Funktionen A(t) , deren Fourierkoeffizienten

an =
1

2π

∫ 2π

0
A(eiϕ)e−inϕ dϕ

der Bedingung
∞∑

n=−∞
νn|an| <∞

genügen, wobei νn :=
∥∥V (n)

∥∥
L(X)

ist.

Beweis. Erfüllt A(t) die gestellten Bedingungen, so konvergiert die Reihe
∞∑

n=−∞
anV

(n) absolut

(bzgl. der Operatornorm) und somit gegen einen Operator A ∈ R(V ) . Dabei gilt

Rn(t) :=

n∑
k=−n

akt
k ‖.‖∞−→ A(t) =

∞∑
n=−∞

ant
n ,

so dass A(t) Symbol des Operators A ist. �

Wir nehmen nun an, dass Ṽ ∈ L(X̃) eine invertierbare Fortsetzung von V auf einen Banachraum
X̃ ⊃ X , P ∈ L(X̃) ein Projektor mit R(P ) = X und folgende Bedingungen erfüllt sind:

(V2) r(Ṽ ) = r(Ṽ −1) = 1 .

(V3) PṼ −1P = PṼ −1 und PṼ −1x = V (−1)x ∀x ∈ X .

Es folgt:

(a) PṼ P = PV P = V P = Ṽ P .

(b) Ṽ P 6= PṼ .

Beweis. Wäre Ṽ P = PṼ , so würde für beliebiges x ∈ X folgen V P Ṽ −1x = Ṽ P Ṽ −1x =
Px = x im Widerspruch zur Nichtinvertierbarkeit von V . �
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(c) Die Spektren der Operatoren Ṽ und Ṽ −1 sind gleich T .

Beweis. Aus (V2) und Ṽ − λI
X̃

= −λṼ
(
Ṽ −1 − λ−1I

X̃

)
für λ 6= 0 folgt σ(Ṽ ) ⊂ T und

σ(Ṽ −1) ⊂ T . Wäre nun für ein λ ∈ T der Operator Ṽ − λI
X̃

invertierbar, so würde für
jedes x ∈ X folgen

(Ṽ − λI
X̃

)−1(V − λIX)x = (Ṽ − λI
X̃

)−1(Ṽ − λI
X̃

)x = x ,

so dass V − λIX von links invertierbar wäre im Widerspruch zu Lemma 2.12. �

Wir definieren R(Ṽ ) und R±(Ṽ ) sowie R(Ṽ ) und R±(Ṽ ) analog zu R(V ) und R±(V ) sowie

R(V ) und R±(V ) . Jedem R =
m∑
k=n

αkṼ
k ∈ R(Ṽ ) ordnen wir sein Symbol R(t) =

m∑
k=n

αkt
k zu.

Wie oben folgt ‖R‖∞ ≤ ‖R‖L(X̃)
∀R ∈ R(Ṽ ) , so dass jedem A ∈ R(Ṽ ) eindeutig sein Symbol

A(t) zugeordnet werden kann, wobei A(t) eine stetige Funktion auf T ist. Dabei gilt

‖A‖∞ ≤ ‖A‖L(X̃)
∀A ∈ R(Ṽ ) . (2.9)

Lemma 2.17 Sind t0 ∈ T und

Mt0 :=
{
A ∈ R(Ṽ ) : A(t0) = 0

}
,

so ist Mt0 ein maximales Ideal in R(Ṽ ) . Ist M ein beliebiges maximales Ideal in R(Ṽ ) , so
existiert ein t0 ∈ T mit M =Mt0 .

Beweis. Für t0 ∈ T definieren wir das lineare multiplikative Funktional

mt0 : R(Ṽ ) −→ C , A 7→ A(t0) .

Die Linearität dieses Funktionals ist offensichtlich. Die Multiplikativität kann wie folgt gezeigt
werden: Sind R1, R2 ∈ R(Ṽ ) und R = R1R2 , so gilt R(t) = R1(t)R2(t) . Dies überträgt sich
wegen (2.9) auf A1, A2 ∈ R(Ṽ ) und A = A1A2 . Es folgt Mt0 = N(mt0) , so dass Mt0 ein
maximales Ideal in R(Ṽ ) ist (vgl. [13, Bsp. 2.9]).

Ist nun M ⊂ R(Ṽ ) ein beliebiges maximales Ideal, so existiert ein lineares multiplikatives
Funktional m mit M = N(m) (vgl. [13, Abschnitt 2.2]). Wegen m(Ṽ ) = σR(Ṽ )

(Ṽ ) = σ(Ṽ ) = T
folgt t0 := m(Ṽ ) ∈ T . Aus 1 = m(I

X̃
) = m(Ṽ −1Ṽ ) = m(Ṽ −1)t0 erhalten wir m(Ṽ −1) = t−1

0 ,

und aus der Linearität und der Multiplikativität von m folgt m(R) = R(t0) ∀R ∈ R(Ṽ ) .
Die Stetigkeit von m liefert zusammen mit (2.9) auch m(A) = A(t0) ∀A ∈ R(Ṽ ) . Es folgt
M =M(t0) . �

Folgerung 2.18 Ein Operator A ∈ R(Ṽ ) ist genau dann in L(X̃) invertierbar, wenn A(t) 6= 0
für alle t ∈ T gilt. In diesem Fall ist A−1 ∈ R(Ṽ ) .

Mit R0(Ṽ ) bezeichnen wir die Menge der Operatoren A ∈ L(X) , für die ein Ã ∈ R(Ṽ ) existiert,

so dass A = PÃ
∣∣∣
X

gilt.

(a) Es ist R0(Ṽ ) ⊂ R(V ) .

Beweis. Wir haben PṼ kx = V (k)x ∀x ∈ X . Es seien A = PÃ|X , Ã ∈ R(Ṽ ) und

ε > 0 . Dann existiert ein R̃ =

m∑
k=n

αkṼ
k ∈ R(Ṽ ) mit

∥∥R̃ − Ã∥∥L(X̃)
≤ ε

‖P‖L(X̃)

. Es folgt
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∥∥(PR̃−A)x
∥∥
X
≤ ε ‖x‖X ∀x ∈ X , d.h.,

∥∥PR̃−A∥∥L(X)
≤ ε , und PR̃ = R̃(V ) =

m∑
k=n

αkV
(k) ,

falls R̃ =
m∑
k=n

αkṼ
k . �

(b) Aus A = PÃ
∣∣∣
X

mit Ã ∈ R(Ṽ ) folgt A(t) = Ã(t) .

Beweis. Aus dem Beweis von (a) folgt R̃(t) = R(t) und somit Ã(t) = A(t) . �

Satz 2.19 Ein Operator A ∈ R0(Ṽ ) ist genau dann von wenigstens einer Seite in L(X) inver-
tierbar, wenn A(t) 6= 0 ∀ t ∈ T gilt. In diesem Fall ist A invertierbar, nur von links invertierbar

bzw. nur von rechts invertierbar, wenn κ = indA(t) := 1
2π

[
argA(eiϕ)

]ϕ=2π

ϕ=0
gleich, größer bzw.

kleiner Null ist.

Beweis. Es seien A = PÃ|X , Ã ∈ R(Ṽ ) und A(t) = Ã(t) 6= 0 ∀ t ∈ T . Dann existieren
Ã−1 ∈ R(Ṽ ) und ein R̃ ∈ R(Ṽ ) mit

∥∥R̃− Ã∥∥L(X̃)
<

1

2
∥∥Ã−1

∥∥
L(X̃)

‖P‖L(X̃)

≤ 1

2
∥∥Ã−1

∥∥
L(X̃)

.

Damit existiert R̃−1 =
(
I
X̃
− Ã−1B̃

)
Ã−1 mit B̃ = Ã− R̃ und

∥∥R̃−1
∥∥
L(X̃)

≤

∥∥Ã−1
∥∥
L(X̃)

1− 1
2

= 2
∥∥Ã−1

∥∥
L(X̃)

Es folgt

R̃−1Ã = I
X̃

+ R̃−1B̃ =: I
X̃
∗ D̃ mit

∥∥D∥∥ < 1

‖P‖L(X̃)

.

Wegen R̃(t) = R̃−(t)tκR̃+(t) und ind
(
R̃−1Ã

)
(t) = 0 folgt R̃ = R̃−Ṽ

κR̃+ mit κ = ind Ã(t) =

indA(t) . Damit ist Ã = R̃
(
I
X̃

+ D̃
)

= R̃−
(
I
X̃

+ D̃
)
Ṽ κR̃+ . Unter Verwendung von PṼ P = Ṽ P

und PṼ −1P = PṼ −1 folgt

PÃP = PR̃+P
[
P
(
I
X̃

+ D̃
)
Ṽ κP

]
PR̃+P .

Die Operatoren R± := PR̃±P |X sind nach Satz 2.14 invertierbar. Nun ist im Fall

κ = 0 der Operator P
(
I
X̃

+ D̃
)
P |X = IX + PD̃|X wegen

∥∥PD̃∥∥L(X)
< 1 invertierbar,

κ > 0 der Operator P
(
I
X̃

+ D̃
)
Ṽ κP |X =

(
IX + PD̃|X

)
PṼ κP |X =

(
IX + PD̃|X

)
V (κ)

nur von links invertierbar,

κ < 0 der Operator P
(
I
X̃

+ D̃
)
Ṽ κP |X = PṼ κP |X

(
IX + PD̃|X

)
= V (κ)

(
IX + PD̃|X

)
nur von rechts invertierbar. �

Folgerung 2.20 Sind A ∈ R0(Ṽ ) , A(t) 6= 0 ∀ t ∈ T und κ = indA(t) , so gilt

dimN(A) = dimN(V (κ)) und codimR(A) = codimR(V (κ)) .
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2.4 Anwendung auf Wiener-Hopf’sche Integralgleichungen

Entsprechend der Überlegungen am Ende von Abschnitt 2.1 können wir feststellen, dass Ope-
ratoren der Gestalt

(R̃u)(x) := u(x)−
∫ ∞
−∞

r(x− y)u(y) dy , x ∈ R

mit

r(x) =

{
p1(x)e−x : x > 0 ,

p2(x)ex : x < 0 ,

}
und Polynomen pj(x) zu R(Ṽ ) gehören, wobei X = Lp(0,∞) , X̃ = Lp(R) , 1 ≤ p <∞ ,

(Ṽ u)(x) = u(x)− 2

∫ x

−∞
ey−xu(y) dy , (Ṽ −1u)(x) = u(x)− 2

∫ ∞
x

ex−yu(y) dy

und

(Pu)(x) =

{
u(x) : x > 0 ,

0 : x < 0 ,

}
zu setzen sind. Unter Verwendung der Folgerungen 2.2 und 2.3 sieht man, dass Operatoren der
Gestalt

(Ãu)(x) := u(x)−
∫ ∞
−∞

k(x− y)u(y) dy , x ∈ R (2.10)

mit k ∈ L1(R) zu R(Ṽ ) gehören. Operatoren A : X −→ X mit

(Au)(x) := u(x)−
∫ ∞

0
k(x− y)u(y) dy , 0 < x <∞ (2.11)

kann man als PÃ
∣∣∣
X

schreiben, gehören also zu R0(Ṽ ) . Einem Operator der Gestalt (2.10)

ordnen wir die Funktion

Â(λ) := 1−
∫ ∞
−∞

k(x)eiλx dx , −∞ ≤ λ ≤ ∞

zu. Man beachte, dass wegen der Eigenschaft (F1) der Fouriertransformation Â(±∞) = 1 gilt.

Wegen Ṽ u = u − e ∗ u mit e(x) =

{
2 e−x : x > 0 ,

0 : x < 0 ,

}
und 2

∫ ∞
0

e−xeiλx dx =
2

1− iλ
gilt

V̂ (λ) = 1− 2

1− iλ
=
λ− i

λ+ i
. Aus Ṽ 2u = u− e ∗ u− e ∗ (u− e ∗ u) = u− 2e ∗ u+ (e ∗ e) ∗ u folgt

V̂ 2(λ) = 1−2
2

1− iλ
+

(
2

1− iλ

)2

=

(
λ− i

λ+ i

)2

. Allgemein gilt V̂ n(λ) =

(
λ− i

λ+ i

)n
, n ∈ Z (vgl.

Bemerkung 2.23). Für R̃ ∈ R(Ṽ ) folgt

R̂(λ) = R̃

(
λ− i

λ+ i

)
bzw. R̃(t) = R̂

(
i

1 + t

1− t

)
.

Ist nun der Operator Ã von der Form (2.10), so existieren Operatoren R̃n ∈ R(Ṽ ) mit
(
R̃u
)
(x) =

u(x)−
∫∞
−∞ rn(x−y)u(y) dy und ‖rn − k‖L1(R) −→ 0 . Es folgt

∥∥R̃n−Ã∥∥L(X̃)
≤ ‖rn − k‖L1(R) −→

0 und
∥∥R̃n − Ã∥∥∞,T =

∥∥R̂n − Â∥∥∞,R (F1)

≤ const ‖rn − k‖L1(R) −→ 0 , also auch

Â(λ) = A

(
λ− i

λ+ i

)
, λ ∈ R bzw. A(t) = Â

(
i
1 + t

1− t

)
, t ∈ T

Die Anwendung von Satz 2.19 liefert den folgenden Satz.
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Satz 2.21 Für k ∈ L1(R) ist der durch (2.11) definierte Operator A : Lp(0,∞) −→ Lp(0,∞) ,
1 ≤ p <∞ genau dann von wenigstens einer Seite invertierbar, wenn Â(λ) 6= 0 ∀λ ∈ R gilt. In
diesem Fall ist A invertierbar, nur von links invertierbar bzw. nur von rechts invertierbar, wenn

κ = ind Â(λ) :=
1

2π

[
arg Â(λ)

]λ=+∞

λ=−∞

gleich, größer bzw. kleiner Null ist.

Beispiel 2.22 Für µ ∈ R betrachten wir die Integralgleichung

u0(t)− µ
∫ 1

0

ln t− ln s

t− s
u0(s) ds = f0(t) , 0 < t < 1 . (2.12)

Wir wählen ein β ∈ (0, 1) und definieren

f(x) := e−βxf0(e−x) , u(x) := e−βxu0(e−x) , 0 < x <∞ .

Substituieren wir in (2.12) t = e−x und s = e−y , so erhalten wir die zu (2.12) äquivalente
Integralgleichung

(Aµu)(x) := u(x)− µ
∫ ∞

0
k(x− y)u(y) dy = f(x) , 0 < x <∞ (2.13)

mit

k(x) =
xe−βx

1− e−x
.

Da k ∈ L1(R) gilt, können wir Satz 2.21 auf den Operator Aµ : Lp(0,∞) −→ Lp(0,∞) (1 ≤
p <∞) anwenden. Dies ist dann äquivalent dazu, dass wir den durch die linke Seite von (2.12)
definierten Operator im Raum Lpβ(0, 1) betrachten, wobei die Norm in diesem Raum durch

‖u0‖Lpβ(0,1) :=

(∫ 1

0
tpβ−1|u0(t)|p dt

) 1
p

definiert ist. Es ist

k̂(λ) :=

∫ ∞
−∞

k(x)eiλx dx = F1(λ) + iF2(λ)

mit

F1(λ) =
π2
[
cos2(πβ) +

(
1− 2 cos2(πβ)

)
cosh2(πλ)

][
cosh2(πλ)− cos2(πβ)

]2 und F2(λ) =
π2 sin(2πβ) sinh(2πλ)

2
[
cosh2(πλ)− cos2(πβ)

]2 .
Insbesondere gilt also

F1(λ) =
π2

sin2(πβ)
, F2(0) = 0 , d.h. k̂(0) =

π2

sin2(πβ)

und für β = 1
2

F1(λ) =
π2

cosh2(πλ)
, F2(λ) = 0 , d.h. k̂(λ) =

π2

cosh(πλ)
.

Man erhält folgende Resultate:

1. β = 1
2 : Der Operator Aµ : Lp(0,∞) −→ Lp(0,∞) ist genau dann von wenigstens einer

Seite invertierbar, wenn µ <
1

π2
gilt. In diesem Fall ist Aµ invertierbar.

Beweis. Es gilt Âµ(λ) 6= 0 ∀λ ∈ R genau dann, wenn 1 − µπ2

a
6= 0 ∀ a ≥ 1 gilt, was

wiederum äquivalent zu µπ2 < a ∀ a ≥ 1 ist. Insbesondere ist dann Âµ(λ) > 0 ∀λ ∈ R ,
also κ = 0 . �
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2. β 6= 1
2 : Der Operator Aµ : Lp(0,∞) −→ Lp(0,∞) ist genau von wenigstens einer Seite

invertierbar, wenn µ 6= µ0 :=
sin2(πβ)

π2
gilt. In diesem Fall ist Aµ von links invertierbar,

wenn 0 < β < 1
2 und µ0 < µ < ∞ gilt, von rechts invertierbar, wenn 1

2 < β < 1 und
µ0 < µ <∞ gilt, und invertierbar, wenn −∞ < µ < µ0 gilt.

Beweis. Wir brauchen nur µ 6= 0 betrachten. Wir haben Im Âµ(λ) = −µF2(λ) und Âµ(0) =

1−µF1(0) = 1− µπ2

sin2(πβ)
. Es gilt Âµ(λ) = 0 genau dann, wenn F2(λ) = 0 und Re Âµ(λ) =

0 , also λ = 0 und µ = µ0 gilt.

−∞ < µ < µ0: In diesem Fall ist Âµ(0) = 1− µ

µ0
> 0 und

Im Âµ(λ) = −µF2(λ) 6= 0 für λ 6= 0 ,

also κ = 0 .

0 < β < 1
2 , µ0 < µ <∞: Jetzt ist Âµ(0) = 1− µ

µ0
< 0 und

Im Âµ(λ) = −µF2(λ)

{
< 0 : λ > 0 ,

> 0 : λ < 0 ,

also κ = 1 .

1
2 < β < 1 , µ0 < µ <∞: Wegen Âµ(0) < 0 und Im Âµ(λ)

{
> 0 : λ > 0 ,

< 0 : λ < 0 ,

}
haben wir

κ = −1 . �

Hinweis zur Berechnung von k̂(λ) im Beispiel 2.22: Es gilt

k̂(λ) = −i
d

dλ

∫ ∞
−∞

e−βx

1− e−x
eiλx dx =

d

dλ

∫ ∞
−∞

e−βx

1− e−x
sin(λx) dx− i

d

dλ

∫ ∞
−∞

e−βx

1− e−x
cos(λx) dx

und ∫ ∞
−∞

e−βx

1− e−x
sin(λx) dx =

∫ ∞
0

cosh(β − 1
2)x

sinh x
2

sin(λx) dx =
π sinh(2πλ)

cosh(2πλ)− cos(2πβ)

sowie ∫ ∞
−∞

e−βx

1− e−x
cos(λx) dx =

∫ ∞
0

sinh(β − 1
2)x

sinh x
2

cos(λx) =
π sin(2πβ)

cosh(2πλ)− cos(2πβ)

(siehe [26, 2.5.46, 9. und 8.]).

Bemerkung 2.23 Induktiv kann man zeigen, dass ∀n ∈ N

(V nu)(x) = u(x)−
∫ x

0
k0
n(y − x)u(y) dy , 0 < x <∞

und

(V (−n)u)(x) = u(x)−
∫ ∞
x

k0
n(x− y)u(y) dy , 0 < x <∞

gilt, wobei

k0
n(x) =

n∑
j=1

(
n

j

)
2j

(j − 1)!
xj−1ex .
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Somit ist also V̂ (n)(λ) = 1− k̂n(λ) mit

k̂n(λ) =


∫ ∞

0
k0
n(−x)eiλx dx : n > 0 ,∫ 0

−∞
k0
n(x)eiλx dx : n < 0 ,


also k̂−n(λ) = k̂n(−λ) . Aus ∫ ∞

0
e−xeiλx dx =

1

1− iλ

und

(−i)j
∫ ∞

0
(−x)je−xeiλx dx =

dj

dλj
1

1− iλ
=

ijj!

(1− iλ)j+1

folgt für n ∈ N

1− k̂n(λ) = 1 +

n∑
j=1

(
n

j

)(
2

iλ− 1

)j
=

(
λ− i

λ+ i

)n
und

1− k̂−n(λ) =

(
λ+ i

λ− i

)n
.

2.5 Projektionsverfahren

Wir wollen z.B. folgende Frage beantworten: Kann man für die Gleichung

u(x)−
∫ ∞

0
k(x− y)u(y) dy = f(x) , 0 < x <∞ (2.14)

durch Lösen der Gleichung

un(x)−
∫ n

0
k(x− y)un(y) dy = f(x) , 0 < x < n (2.15)

eine Näherungslösung gewinnen?
Es seien X und Y Banachräume, Pn ∈ L(X) und Qn ∈ L(Y) Projektoren, Xn := R(Pn) ,

Yn := R(Qn) , und A ∈ L(X,Y) . Neben der Gleichung

Au = f ∈ Y , u ∈ X (2.16)

betrachten wir die Gleichung
QnAun = Qnf , un ∈ Xn . (2.17)

Im Weiteren identifizieren wir die Operatoren QnAPn mit QnA|Xn
∈ L(Xn,Yn) . Wir bemerken,

dass Xn und Yn als Bildräume stetiger Projektoren selbst Banachräume sind.

Definition 2.24 Man sagt, dass das Projektionsverfahren (Pn, Qn) auf die Gleichung (2.16)
bzw. den Operator A ∈ L(X,Y) anwendbar ist, in Zeichen A ∈ Π(Pn, Qn) , wenn ein n0 ∈ N
existiert, so dass ∀ f ∈ Y und ∀n ≥ n0 die Gleichung (2.17) eindeutig lösbar ist und die
Lösungen un (in der Norm von X) gegen eine Lösung der Gleichung (2.16) konvergieren.

Es ist A ∈ Π(Pn, Qn) äquivalent dazu, dass

QnAPn ∈ GL(Xn,Yn) ∀n ≥ n0 und (QnAPn)−1Qn −→ B ∈ L(Y,X) mit ABf = f ∀ f ∈ Y

gilt.
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Satz 2.25 Es seien Pn −→ I , Qn −→ I und A ∈ L(X,Y) . Es gilt A ∈ Π(Pn, Qn) genau dann,
wenn A ∈ GL(X,Y) gilt und wenn ein n0 ∈ N und ein γ0 > 0 existieren, so dass ∀n ≥ n0

R(QnAPn) = Yn und ‖QnAPnu‖ ≥ γ0 ‖Pnu‖ ∀u ∈ X . (2.18)

Beweis. Es sei A ∈ Π(Pn, Qn) . Aus der Invertierbarkeit der Operatoren QnAPn folgt sofort
R(QnAPn) = Yn . Die starke Konvergenz (QnAPn)−1Qn −→ B liefert die gleichmäßige Be-
schränkheit der Operatoren (QnAPn)−1Qn , so dass für u ∈ X gilt

‖Pnu‖ =
∥∥(QnAPn)−1Qn(QnAPn)Pnu

∥∥ ≤ 1

γ0
‖QnAPnu‖

mit einem gewissen γ0 > 0 . Für n −→ ∞ folgt ‖Au‖ ≥ γ0 ‖u‖ , also dimN(A) = 0 . Außerdem
impliziert A ∈ Π(Pn, Qn) auch R(A) = Y .

Seien nun A ∈ GL(X,Y) und (2.18) erfüllt. Es folgt sofort dimN(QnAPn) = 0 und so-
mit die Invertierbarkeit von QnAPn : Xn −→ Yn für alle hinreichend großen n . Für u∗n =
(QnAPn)−1Qnf und u∗ = A−1f folgt

‖u∗n − Pnu∗‖ ≤
1

γ0
‖QnAPnu∗n −QnAPnu∗‖ = ‖QnAu∗ −QnAPnu∗‖ −→ 0 ,

woraus sich auch ‖u∗n − u∗‖ ≤ ‖u∗n − Pnu∗‖+ ‖Pnu∗ − u∗‖ −→ 0 ergibt. �

Für das Weitere setzen wir Pn −→ I und Qn −→ I voraus.

Lemma 2.26 Es seien A ∈ GL(Y) , B ∈ L(X,Y) , C ∈ GL(X) und folgende Voraussetzungen
erfüllt:

(a) QnAQn = QnA und N
(
QnA|Yn

)
= {Θ} ,

(b) B ∈ Π(Pn, Qn) ,

(c) PnCPn = CPn und R(CPn) = Xn .

Dann gilt ABC ∈ Π(Pn, Qn) .

Beweis. Es ist u∗n = QnA
−1f die eindeutige Lösung in Yn der Gleichung QnAQnun = Qnf ,

denn es gilt QnAQnA
−1f

(a)
= QnAA

−1f = Qnf , wobei QnA
−1f −→ A−1f ∀ f ∈ Y gilt. Somit

ist A ∈ Π(Qn, Qn) . Wegen (c) ist v∗n = C−1Pnf die eindeutige Lösung in Xn der Gleichung
PnCPnvn = Pnf , wobei v∗n −→ C−1f ∀ f ∈ X gilt. Somit haben wir C ∈ Π(Pn, Pn) . Satz 2.25
liefert wegen QnABCPn = (QnAQn)(QnBPn)(PnCPn) und (b)

‖QnABCPnu‖ ≥ γAγBγC ‖Pnu‖ ∀u ∈ X .

Da unter den gemachten Voraussetzungen offenbar R(QnABCPn) = Yn gilt, folgt aus Satz 2.25
die Behauptung. �

Lemma 2.27 Ist A ∈ Π(Pn, Qn) , so existiert eine Konstante δ > 0 mit

A+B ∈ Π(Pn, Qn) ∀B ∈ L(X,Y) : ‖B‖ < δ .

Beweis. Wir setzen M := sup {‖Pn‖ ‖Qn‖ : n ∈ N} und δ :=
γ0

2M
mit γ0 aus (2.18). Für ‖B‖ < δ

gilt dann (für alle hinreichend großen n)

‖Qn(A+B)Pnu‖ ≥ ‖QnAPnu‖ − ‖QnBPnu‖ ≥ γ0 ‖Pnu‖ −
γ0

2
‖Pnu‖ =

γ0

2
‖Pnu‖ ∀u ∈ X .

Wegen Qn(A+B)Pn = QnAPn
[
IXn + (QnAPn)−1QnBPn

]
und

∥∥(QnAPn)−1QnBPn
∥∥ ≤ 1

γ0
γ0
2 =

1
2 ist Qn(A+B)Pn : Xn −→ Yn invertierbar. Satz 2.25 liefert die Behauptung. �
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Lemma 2.28 Sind A ∈ Π(Pn, Qn) , T ∈ K(X,Y) (d.h., kompakt) und A + T ∈ GL(X,Y) , so
gilt

A+ T ∈ Π(Pn, Qn) .

Beweis. Unter Verwendung von (2.18) folgt

‖Qn(A+ T )Pnu‖ =
∥∥QnAPn [Pnu+ (QnAPn)−1QnTPnu

]∥∥
≥ γ0

∥∥Pnu+A−1TPnu
∥∥− γ0

∥∥[(QnAPn)−1QnT −A−1T
]
Pnu

∥∥
≥ γ0 ‖Pnu‖
‖(I +A−1T )−1‖

− γ0

∥∥[(QnAPn)−1QnT −A−1T
]
Pnu

∥∥
≥ γ1 ‖Pnu‖ ∀n ≥ n1 , ∀u ∈ X ,

weil wegen (QnAPn)−1Qn −→ A−1 und T ∈ K(X,Y) gilt
∥∥(QnAPn)−1QnT −A−1T

∥∥ −→ 0 .
Insbesondere ist Qn(A + T )Pn = QAPn + QnTPn : Xn −→ Yn injektive und somit wegen der
Invertierbarkeit von QnAPn und der Kompaktheit von QnTPn auch surjektiv. Es bleibt Satz
2.25 anzuwenden. �

Es seien nun neben Pn −→ I die Voraussetzungen (V1), (V2) und (V3) erfüllt.

Satz 2.29 Es gelte codimR(V ) <∞ und für n ∈ N

PnV Pn = PnV und PnV
(−1)Pn = V (−1)Pn . (2.19)

Ein Operator A ∈ R0(Ṽ ) gehört genau dann zu Π(Pn, Pn) , wenn A : X −→ X invertierbar ist.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 2.19 können wir entnehmen, dass unter der Voraussetzung
A ∈ GL(X) der Operator A ∈ R0(Ṽ ) in der Form A = R−(I + D)R+ mit invertierbaren
Operatoren R± ∈ R±(V ) und einem Operator D mit so kleiner Norm, dass I +D ∈ Π(Pn, Pn)
gilt (siehe Lemma2.27), geschrieben werden kann. Wir setzen B := R+(I + D)R− und zeigen,
dass B zu Π(Pn, Pn) gehört. Aus den gemachten Voraussetzungen folgt PnR+Pn = PnR+ und
PnR−Pn = R−Pn und wegen R−1

± ∈ R±(V ) auch PnR
−1
+ Pn = PnR

−1
+ bzw. PnR

−1
− Pn = R−1

− Pn .
Es folgt (PnR±Pn)−1 = PmR±Pn und mit Lemma 2.26 B ∈ Π(Pn, Pn) . Es bleibt zu zeigen, dass
A−B ∈ K(X) gilt (vgl. Lemma 2.28):

- Für j, k ∈ Z und j < 0 < k ist S = V (j)V (k) − V (k)V (j) = V j+k) − V (j+k)V −jV (j) =
V (j+k)

[
I − V −jV (j)

]
ein Operator mit endlichdimensionalem Bild, also S ∈ K(X) . Man

beachte dabei, dass Q = V −jV (j) ein Projektor mit R(Q) = R(V −j) ist (wegen R(V (j)) =
X) und somit

dimR(Q) = codimR(V −j) = dimN(V (j)) ≤ j dimN(V (−1)) = j codimR(V )

gilt.

- Wegen V (j)V (k) − V (k)V (j) = −
[
V (k)V (j) − V (j)V (k)

]
gilt dies auch für k < 0 < j .

- Für j, k ≤ 0 oder j, k ≥ 0 ist S = θ .

- Es folgt A1A2 −A2A1 ∈ K(X) ∀Aj ∈ R(V ) .

- Schließlich folgt

A−B = [R−(I +D)− (I +D)R−]R+

+(I +D) [R−R+ −R+R−] + [(I +D)R+ −R+(I +D)]R− ∈ K(X) .

Der Satz ist bewiesen. �
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Für die Anwendung von Satz 2.29 auf (2.14) und (2.15) setzen wir X = Lp(0,∞) , 1 ≤ p < ∞
und

(Pnu)(x) :=

{
u(x) : 0 < x < n ,

0 : n < x .

Dann gilt Pn −→ I , und mit

(V u)(x) = u(x)−2

∫ x

0
ey−xu(y) dy und (V (−1)u)(x) = u(x)−2

∫ ∞
x

ex−yu(y) dy , 0 < x <∞

sind auch die Bedingungen in (2.19) erfüllt, weil

(PnV Pnu)(x) =

 u(x)− 2

∫ x

0
ey−xu(y) dy : 0 < x < n ,

0 : n < x ,

 = (PnV u)(x)

und

(PnV
(−1)Pnu)(x) =

 u(x)− 2

∫ n

x
ex−yu(y) dy : 0 < x < n ,

0 : n < x ,

 = (V (−1)Pnu)(x) .

Um satz 2.29 auf Wiener-Hopf’sche Integralgleichungen anwenden zu können, ist die Bedin-
gung codimR(V ) < ∞ zu prüfen. Aus lemma 2.26,(a) folgt codimR(V ) = dimN(V (−1) . Wir
bestimmen also N(V (−1)):

Aus u(x)− 2

∫ ∞
x

ex−yu(y) dy = 0 , 0 < x <∞ folgt u′(x) = 2ex
∫ ∞
x

e−yu(y) dy− 2u(x) =

−u(x) , also u(x) = γe−x , γ ∈ C . Damit ist dimN(V (−1)) ≤ 1 . Die Probe

e−x − 2

∫ ∞
x

ex−ye−y dy = e−x + 2ex
[

1

2
e−2y

]∞
x

= 0

zeigt, dass

N(V (−1)) =
{
γψ̃0 : γ ∈ C

}
mit ψ̃0(x) = e−x ,

also codimR(V ) = dimN(V (−1)) = 1 gilt.

Folgerung 2.30 Es seien 1 ≤ p < ∞ , k ∈ L1(R) , f ∈ Lp(0,∞) , 1 − k̂(λ) 6= 0 ∀λ ∈ R und[
arg
(

1− k̂(λ)
)]λ=+∞

λ=−∞
= 0 , wobei k̂(λ) =

∫ ∞
−∞

k(x)eiλx dx . Dann existiert ein n0 ∈ N , so dass

∀n ≥ n0 die Gleichung (2.15) eine eindeutige Lösung u∗n ∈ Lp(0, n) ⊂ Lp(0,∞) hat, wobei

lim
n→∞

‖u∗n − u∗‖Lp(0,∞) = 0

gilt und u∗ ∈ Lp(0,∞) die eindeutige Lösung der Gleichung (2.14) ist.

Die Abbildung J : L2
0(0,∞) −→ L2(0,∞) , u0 7→ u0ψ̃0 ist ein isometrischer Isomorphismus,

wobei das innere Produkt in L2
0(0,∞) definiert ist als

〈u0, v0〉0 :=

∫ ∞
0

u0(x)v0(x)e−2x dx = 〈u0ψ̃0, v0ψ̃0〉 .

Das System {en : n ∈ N0} mit en(x) = xn ist linear unabhängig. Das Schmidt’sche Orthogona-
lisierungsverfahren liefert das Orthonormalsystem {pnψ0 : n ∈ N} in L2(0,∞) mit Polynomen
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pn(x) vom Grade n , welches wegen Folgerung 2.3 auch vollständig ist. Wir bemerken, dass
pn(x) =

√
2Ln(x) mit dem n-ten normierten Laguerre-Polynom Ln(x) (mit positivem Leitkoef-

fizienten) gilt.
Der Operator V ∈ L(L2(0,∞)) hat die Eigenschaft V ∗ = V (−1) . Für f, g ∈ L2(0,∞) ist

nämlich

〈V fg〉 =

∫ ∞
0

[
f(x)− 2

∫ x

0
ey−xf(y) dy

]
g(x) dx

=

∫ ∞
0

f(x)g(x) dx− 2

∫ ∞
0

∫ ∞
y

ex−yg(x) dx dy

=

∫ ∞
0

f(x)
[
g(x)− 2

∫ ∞
x

ey−xg(y) dy
]
dx = 〈f, V (−1)g〉

Ist u(x) = xje−x , j ∈ N0 , so ist

(V u)(x) = xje−x − 2

∫ x

0
yj dy e−x =

(
xj − 2xj+1

)
e−x .

Aus u(x) = p(x)e−x mit deg p(x) = j ∈ N−0 folgt also (V u)(x) = q(x)e−x mit deg q(x) = j+1 .
Definiert man also induktiv ψ0 := p0ψ̃0 (mit p0(x) wie oben definiert) und ψn+1 = V ψn , n ∈ N0 ,
so ist ψn(x) = qn(x)e−x mit deg qn(x) = n . Für j, k ∈ N0 und j > k folgt

〈ψj , ψk〉 = 〈V jψ0, V
kψ0〉 = 〈V j−kψ0, ψ0〉 = 〈V j−k−1ψ0, V

(−1)ψ0〉 = 0

und 〈ψk, ψk〉 = 〈ψ0, ψ0〉 = 1 . Somit ist

ψn(x) = (−1)npn(x)e−x .

Wir setzen H = L2(0,∞) und Hn = span {ψ0, . . . , ψn−1} . Der Orthoprojektor Qn : H −→ H
auf Hn ist gleich Qn = I − V nV (−n) , denn es gilt

〈V nV (−n)f, g〉 = 〈V n(V ∗)vf, g〉 = 〈f, V n(V ∗)ng〉

und für j = 0, . . . , n− 1

V nV (−n)ψj = V nV (−n)V jψ0 = V nV (j+1−n)V (−1)ψ0 = Θ .

Das Projektionsverfahren
QnAQnun = Qnf , un ∈ Hn

für einen Operator A ∈ L(H) ist äquivalent zu un =
n−1∑
`=0

γ`ψ` und

n−1∑
`=0

〈Aψ`, ψj〉γ` = 〈f, ψj〉 , j = 0, . . . , n− 1 . (2.20)

Es gilt Qn −→ I in H und QnV Qn = QnV sowie QnV
(−1)Qn = V (−1)Qn .

Folgerung 2.31 Unter den Voraussetzungen von Folgerung 2.30 für p = 2 und für den durch
die linke Seite von (2.14) definierten Operator A : H −→ H existiert ein n0 ∈ N , so dass

∀n ≥ n0 das lineare Gleichungssystem (2.20) eine eindeutige Lösung
[
γ`
]n−1

`=0
∈ Cn besitzt, und

un =

n−1∑
`=0

γ`ψ` konvergiert in der Norm von L2(0,∞) gegen die eindeutige Lösung u ∈ L2(0,∞)

der Gleichung (2.14).
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Für A ∈ R(V ) gilt wegen V (−m)AV m = A , m ∈ N0 die Beziehung

〈Aψ`, ψj〉 = 〈AV `ψ0, V
jψ0〉 =

 〈V
(−j)AV jV `−jψ0, ψ0〉 = 〈AV `−jψ0, ψ0〉 =: aj−` : j < ` ,

〈V (−`)AV `ψ0, V
j−`ψ0〉 = 〈Aψ0, V

j−`ψ0〉 =: aj−` : j ≥ ` .

Die Systemmatrix des linearen Gleichungssystems (2.20) ist in diesem Fall also eine Toeplitz-
matrix. Die Gleichung Au = f ∈ H , u ∈ H ist äquivalent zu dem unendlichen linearen Glei-
chungssystem

∞∑
`=0

aj−`ξ` = ηj , j = 0, 1, . . .

mit ηj = 〈f, ψj〉 und ξ` = 〈u, ψ`〉 , welches im Raum `2 der quadratisch summierbaren Zahlen-
folgen zu betrachten ist.



Kapitel 3

Singuläre Integralgleichungen

3.1 Cauchy’sche singuläre Integralgleichungen

Mittels des Residuensatzes der Funktionentheorie kann man zeigen, dass für 0 < γ < 1 und
u ∈ R gilt (vgl. auch [10, 3.238.1])∫ ∞

−∞

|x|γ−1 dx

x− u
= −π|u|γ−1sgn(u) cot

πγ

2

und ∫ ∞
−∞

|x|γ−1sgn(x) dx

x− u
= π|u|γ−1sgn(u) tan

πγ

2
.

Dabei sind die Integrale im Sinne des Cauchy’schen Hauptwertes zu verstehen, wobei man im
Fall u = 0 das erste Integral gleich 0 und das zweite gleich +∞ zu setzen hat. Addition beider
Formeln ergibt∫ ∞

0

xγ−1 dx

x− u
= −π uγ−1sgn(u) cot(πγ) , 0 < u <∞ , 0 < γ < 1 . (3.1)

Mit vα,β(x) := (1− x)α(1 + x)β bezeichnen wir wieder ein Jacobi-Gewicht und betrachten für
−1 < α , −1 < β , α+ β = −1 und −1 < x < 1 das (Cauchy’sche Hauptwert-) Integral∫ 1

−1

vα,β(y) dy

y − x
=

1

2

∫ 1

−1

(
1 + y

1− y

)β 1− y
y − x

2 dy

(1− y)2

=

∫ ∞
0

tβ dt(
t−1
t+1 − x

)
(t+ 1)

=
1

1− x

∫ ∞
0

tβ dt

t− 1+x
1−x

(3.1)
= − π

1− x

(
1 + x

1− x

)β
cot(πβ + π) = π cot(πβ) vα,β(x) .

Es folgt also für α > −1 , β > −1 , α+ β = −1

cos(πβ) vα,β(x)− sin(πβ)

π

∫ 1

−1

vα,β(y) dy

y − x
= 0 , −1 < x < 1 . (3.2)

Mit pα,βn (x) bezeichnen wir das n-te normierte Jacobi-Polynom (mit positivem Leitkoeffi-
zienten),

deg pα,βn (x) = n ,

∫ 1

−1
pα,βn (x)pα,βm (x)vα,β(x) dx = δnm.

51
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Bekanntlich existieren αn ∈ R und βn > 0 , so dass (vgl. [14, Formeln (2.4),(2.6) und Abschnitt
2.5] oder [16, Formeln (2.6),(2.7) und Abschnitt 2.4])

βn+1p
α,β
n+1(x) = (x− αn)pα,βn (x)− βnpα,βn−1(x) , n ∈ N

gilt, wobei man explizite Formeln für die αn und βn angeben kann. Unter Verwendung dieser
Formeln und (3.2) kann man folgenden Satz beweisen (vgl. [16, Abschnitt 3.2]).

Satz 3.1 Es seien a, b ∈ R , 0 < β0 < 1 und λ1, λ2 ∈ Z , so dass

a− ib = eiπβ0 , α := λ1 + β0 ∈ (−1, 1) , β := λ2 − β0 ∈ (−1, 1) .

Dann gilt

avα,β(x)pα,βn (x) +
b

π

∫ 1

−1

vα,β(y)pα,βn (y)

y − x
dy = (−1)λ1p−α,−βn−κ (x) , −1 < x < 1 , n ∈ N0 , (3.3)

wobei κ = −(λ1 + λ2) = −(α+ β) und p−α,−β−1 (x) ≡ 0 zu setzen sind.

Folgerung 3.2 Für β0 = 1
2 , d.h. a = 0 und b = −1 , und für λ1 = −1 , λ2 = 0 , d.h. α = β = −1

2
erhalten wir

1

π

∫ 1

−1

Tn(y)

y − x
dy√

1− y2
= Un−1(x) , −1 < x < 1 , n ∈ N0 ,

wobei

Tn(x) = p
1
2
, 1
2

n (x) und Un(x) = p
− 1

2
,− 1

2
n (x) ,

T0(x) =
1√
π
, Tn(cos θ) =

√
2

π
cos(nθ) , n ∈ N

und

Un(cos θ) =

√
2

π

sin[(n+ 1)θ]

sin θ
, n ∈ N0 .

Analog gilt (λ1 = 0 , λ2 = 1 , d.h. α = β = 1
2)

1

π

∫ 1

−1

Un(y)

y − x
√

1− y2 dy = −Tn+1(x) , −1 < x < 1 , n ∈ N0 .

Mit L2
α,β bezeichnen wir den Hilbertraum der (Klassen von) bzgl. vα,β(x) über (−1, 1) quadra-

tisch integrierbaren (komplexwertigen) Funktionen mit dem inneren Produkt

〈u, v〉α,β =

∫ 1

−1
u(x)v(x)vα,β(x) dx .

Sowohl
{
p−α,−βn : n ∈ N0

}
als auch

{
vα,βpα,βn : n ∈ N0

}
sind vollständige Orthonormalsysteme

in L2
−α,−β . Wegen (3.3) ist der Operator aI + bS mit

(Su)(x) =
1

π

∫ 1

−1

u(y) dy

y − x
, −1 < x < 1

auf der linearen Hülle des zweiten Systems wohldefiniert. Dabei gilt

‖(aI + bS)u‖−α,−β ≤ ‖u‖−α,−β .
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Somit kann dieser Operator auf eindeutige Weise zu einem linearen beschränkten Operator
aI + bS : L2

−α,−β −→ L2
−α,−β fortgesetzt werden. Dabei gilt

N(aI + bS) =

{
span

{
vα,β

}
: κ = 1 ,

{Θ} : κ = 0, κ = −1 ,

und

codimR(aI + bS) =

{
0 : κ = 1, κ = 0 ,

1 : κ = −1 .

Im Fall κ = −1 ist die Gleichung (aI + bS)u = f ∈ L2
−α,−β genau dann in L2

−α,−β lösbar, wenn
〈f, 1〉−α,−β = 0 gilt.

Wir verweisen noch auf den Spezialfall (vgl. Folgerung 3.2) a = 0 , b = −1 , β0 = 1
2 ,

λ1 = −1 , λ2 = 1 . Wir haben also κ = 0 , vα,β(x) =
√

1+x
1−x =: ν(x) und v−α,−β(x) =

√
1−x
1+x . Mit

den Bezeichnungen p
− 1

2
, 1
2

n (x) =: Rn(x) und p
1
2
,− 1

2
n (x) =: Pn(x) folgt

Rn(cos θ) =
1√
π

cos
(
n+ 1

2

)
θ

cos s2
und Pn(cos θ) =

1√
π

sin
(
n+ 1

2

)
θ

sin s
2

,

und (3.3) liefert

SνRn = Pn , n ∈ N0 .

Für s ≥ 0 definieren wir

L2,s
α,β =

{
u ∈ L2

α,β :
∞∑
n=0

(1 + n)2s
∣∣∣〈u, pα,βn 〉α,β∣∣∣2 <∞

}

und

〈u, v〉α,β,s =

∞∑
n=0

(1 + n)2s〈u, pα,βn 〉α,β〈v, p
α,β
n 〉α,β .

Dann ist
(
L2,s
α,β, 〈., .〉α,β,s

)
ein Hilbertraum, wobei J : L2,s

α,β −→ `2 , u 7→
(

(1 + n)s〈u, pα,βn 〉α,β
) ∞
n=0

ein isometrischer Isomorphismus ist. Offenbar gilt

L2
α,β = L2,0

α,β ⊃ L2,s
α,β ⊃ L2,r

α,β , 0 ≤ s ≤ r .

Analog kann man L̃2,s
−α,−β definieren,

L̃2,s
−α,−β =

{
u ∈ L2

−α,−β :
∞∑
n=0

(1 + n)2s
∣∣∣〈u, vα,βpα,βn 〉−α,−β∣∣∣2 <∞

}
.

Folgerung 3.3 Für s ≥ 0 ist der (oben definierte) Operator aI + bS : L̃2,s
−α,−β −→ L2,s

−α,−β
linear, beschränkt und einseitig invertierbar. Dabei gilt

dimN(aI + bS) = max {0, κ} , codimR(aI + bS) = max {0,−κ} ,

und

(aI + bS)−1 = vα,β(aI − bS)v−α,−βI

ist im Fall κ = 0 der inverse Operator bzw. im Fall κ 6= 0 ein entsprechender einseitig inverser
Operator.
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Mit Pα,βn : L2
α,β −→ L2

α,β bezeichnen wir den Orthoprojektor auf span
{
pα,β0 , . . . , pα,βn−1

}
=: Xn ,

d.h.

Pα,βn f =
n−1∑
j=0

〈f, pα,βj 〉α,βp
α,β
j , f ∈ L2

α,β .

Folgerung 3.4 Es seien s ≥ 0 und f ∈ L2,s
α,β . Dann gilt

(a) lim
n→∞

∥∥∥f − Pα,βn f
∥∥∥
α,β,s

= 0 ,

(b)
∥∥∥f − Pα,βn f

∥∥∥
α,β,t

≤ (1 + n)t−s ‖f‖α,β,s , 0 ≤ t ≤ s ,

(c)
∥∥∥Pα,βn f

∥∥∥
α,β,t

≤

{
‖f‖α,β,s : 0 ≤ t ≤ s ,

nt−s ‖f‖α,β,s : s ≤ t .

}

(d) Die Einbettung L2,s
α,β ⊂ L2,t

α,β , 0 ≤ t < s , ist kompakt.

Beweis. (a)
∥∥∥f − Pα,βn f

∥∥∥2

α,β,s
=
∞∑
j=n

(1 + j)2s
∣∣∣〈f, pα,βj 〉α,β∣∣∣2 −→ 0 .

(b)
∥∥∥f − Pα,βn f

∥∥∥2

α,β,t
≤ (1 + n)2(t−s)

∞∑
j=n

(1 + j)2s
∣∣∣〈f, pα,βj 〉α,β∣∣∣2 ≤ (1 + n)2(t−s) ‖f‖2α,β,s .

(c)
∥∥∥Pα,βn f

∥∥∥2

α,β,t
=

n−1∑
j=0

(1 + j)2t
∣∣∣〈f, pα,βj 〉α,β∣∣∣2

≤



n−1∑
j=0

(1 + j)2s
∣∣∣〈f, pα,βj 〉α,β∣∣∣2 ≤ ‖f‖2α,β,s : 0 ≤ t ≤ s ,

n2(t−s)
n−1∑
j=

(1 + j)2s
∣∣∣〈f, pα,βj 〉α,β∣∣∣2 ≤ n2(t−s) ‖f‖2α,β,s : s ≤ t .

(d) Aus (b) folgt
∥∥∥I − Pα,βn

∥∥∥
L2,s
α,β→L2,t

α,β

−→ 0 . �

Mit den Bezeichnungen aus Folgerung 3.2 und σ(x) := (1− x2)−
1
2 sowie ϕ(x) := (1− x2)

1
2 gilt

d

dx
[ϕ(x)Un−1(x)] = −nσ(x)Tn(x) , n ∈ N und T ′n(x) = nUn−1(x) , n ∈ N0 . (3.4)

Diese Formeln lassen sich verallgemeinern zu (vgl. [16, (3.4),(3.5)])

vα,β(x)pα,βn (x) = − 1√
n(n+ α+ β + 1)

d

dx

[
vα+1,β+1(x)pα+1,β+1

n−1 (x)
]
, n ∈ N (3.5)

und
d

dx
pα,βn (x) =

√
n(n+ α+ β + 1) pα+1,β+1

n−1 (x) , n ∈ N0 . (3.6)

Folgerung 3.5 Seien s ≥ 0 , und D bezeichne den Operator der verallgemeinerten Differentia-
tion. Dann ist D : L2,s+1

α,β −→ L2,s
α+1,β+1 stetig.
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Beweis. Aus u ∈ L2,s+1
α,β folgt

‖Du‖2α+1,β+1,s =

∞∑
n=1

n2s
∣∣∣〈Du, pα+1,β+1

n−1 vα+1,β+1〉
∣∣∣2

(3.5)
=

∞∑
n=1

n2sn(n+ α+ β + 1)
∣∣∣〈u, pα,βn 〉α,β∣∣∣2 ≤ ‖u‖2α,β,s+1 ,

was die Gültigkeit der Behauptung zeigt. �

Folgerung 3.6 ([2], Seiten 195-197) Sei r ∈ N0 . Dann ist u ∈ L2,r
α,β genau dann, wenn

Dku ∈ L2
α+k,β+k , k = 0, 1, . . . , r gilt. Dabei sind die Normen ‖u‖α,β,r und

‖u‖α,β,(r) :=

r∑
k=0

∥∥∥Dku
∥∥∥
α+k,β+k

äquivalent.

Mit Lα,βn bezeichnen wir den Operator, der einer Funktion f : (−1, 1) −→ C das Interpolations-

polynom höchstens (n − 1)-ten Grades bezüglich der Nullstellen xα,βnk , k = 1, . . . , n des n-ten

orthogonalen Polynoms pα,βn (x) zuordnet. Bekanntlich gilt −1 < xα,βnn < . . . < xα,βn1 < 1 und(
Lα,βn f

)
(x) =

n∑
k=1

f(xα,βnk )`α,βnk (x)

mit

`α,βnk (x) =
n∏

j=1,j 6=k

x− xα,βnj
xα,βnk − x

α,β
nj

=
pα,βn (x)

(x− xα,βnk )(pα,βn )′(xα,βnk )
.

Wir bemerken, dass aus f ∈ L2,s
α,β mit s > 1

2 folgt, dass f : (−1, 1) −→ C stetig ist ([2, Theorem

2.5]). Der folgende Satz wurde im Fall |α| = |β| = 1
2 in [2, Theorem 3.4] und im Fall α, β > −1 ,

s ≥ 1 in [3, Theorem 2.3] bewiesen. Der allgemeine Fall wurde in [22] betrachtet.

Satz 3.7 Es seien s > 1
2 und f ∈ L2,s

α,β . Dann gilt

(a) lim
n→∞

∥∥∥f − Lα,βn f
∥∥∥
α,β,s

= 0 ,

(b)
∥∥∥f − Lα,βn f

∥∥∥
α,β,t

≤ c nt−s ‖f‖α,β,s , 0 ≤ t ≤ s mit c 6= c(n, f, t, s) .

3.2 Integraloperatoren mit logarithmischen Kernen

Für den Integraloperator

(Ku)(x) = − 1

π

∫ 1

−1
ln |y − x|u(y)

dy√
1− y2

, −1 < x < 1

gilt

Kpσn = KTn =

{
(ln 2)pσ0 : n = 0 ,

1
n p

σ
n : n ∈ N ,

(3.7)

wobei σ(x) = (1− x2)−
1
2 und pσn(x) := p

− 1
2
,− 1

2
n (x) = Tn(x) .
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Begündung:

(a) Für fixiertes x ∈ (−1, 1) gehört die Funktion Lx : (−1, 1) −→ R , y 7→ ln |y − x| zu L2
σ .

Wir berechnen die Fourierkoeffizienten von Lx bzgl. des vollständigen Orthonormalsystems
(Tn) ∞n=0 . Für n ∈ N gilt

〈Lx, Tn〉σ =

∫ 1

−1
ln |y − x|Tn(y)

dy√
1− y2

(3.4)
= − 1

n

∫ 1

−1
ln |y − x| d

dy

[√
1− y2 Un−1(y)

]
dy

= − 1

n
lim
ε→+0

(∫ x−ε

−1
+

∫ 1

x+ε

)
ln |y − x| d

dy

[√
1− y2 Un(y)

]
dy

=
1

n
lim
ε→+0

[
− (ln ε)

√
1− (x− ε)2 Un−1(x− ε)

+(ln ε)
√

1− (x+ ε)2 Un−1(x+ ε)

+

(∫ x−ε

−1
+

∫ 1

x+ε

)
Un−1(y)

y − x
√

1− y2 dy
]

=
1

n

∫ 1

−1

Un−1(y)

y − x
√

1− y2 dy
Folg.3.2

= −π
n
Tn(x) .

(b) Für n = 0 erhalten wir

〈Lx, T0〉σ =
1√
π

∫ 1

−1
ln |y − x| dy√

1− y2
=:

1√
π
ψ(x) = lim

ε→+0
ψε(x)

mit

ψε(x) =

(∫ x−ε

−1
+

∫ 1

x+ε

)
ln |y − x| dy√

1− y2

=

∫ x−ε

−1
ln(x− y)

dy√
1− y2

+

∫ 1

x+ε
ln(y − x)

dy√
1− y2

.

Es folgt

ψ′ε(x) =

∫ x−ε

−1

1

yx− y
dy√

1− y2
−
∫ 1

x+ε

1

y − x

+(ln ε)

[
1√

1− (x− ε)2
− 1√

1− (x+ ε)2

]

ε→+0−→ −
∫ 1

−1

1

y − x
dy√

1− y2

(3.4)
= 0 .

Diese Konvergenz ist gleichmäßig bzgl. x ∈ [−1 + δ, 1− δ] ∀ δ ∈ (0, 1) , weil für 0 < ε1 < ε2
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und χε(x) :=

(∫ x−ε

−1
+

∫
x+ε

)
1

y − x
dy√

1− y2
gilt

χε1(x)− χε2(x) =

(∫ x−ε1

−1
−
∫ x−ε2

−1

)
. . . dy +

(∫
x+ε1

−
∫ 1

x+ε2

)
. . . dy

=

∫ x−ε1

x−ε2

σ(y)− σ(x)

y − x
dy +

∫ x+ε2

x+ε1

σ(y)− σ(x)

y − x
dy ,

so dass für x ∈ [−1 + δ, 1− δ] und ε2 hinreichend klein

|χε1(x)− χε2(x)| ≤ const(ε2 − ε1)

gilt. Es folgt ψ′(x) = 0 ∀x ∈ (−1, 1) . Damit ist

γ =

∫ 1

−1
ln |y − x| dy√

1− y2
, −1 < x < 1 , (3.8)

eine Konstante. Außerdem ist ψ : [−1, 1] −→ R stetig (vgl. [15, Satz 3.5]). Wir haben
damit (für x = 0 in (3.8))

γ =

∫ π

0
ln(1− cos s) ds =

∫ π

0
ln
(

2 sin2 s

2

)
ds

= π ln 2 + 2

∫ π

0
ln
(

sin
s

2

)
ds = π ln 2 + 4

∫ π
2

0
ln(sin t) dt

t=π
2
−z

= π ln 2 + 4

∫ π
2

0
ln(cos z) dz

y=cos z
= π ln 2 + 4

∫ 1

0
ln y

dy√
1− y2

= π ln 2 + 2γ ,

also γ = −π ln 2 und somit 〈Lx, T0〉σ = −
√
π ln 2 = −π(ln 2)T0 .

Die Räume L2,s
σ , s ≥ 0 sind isometrisch isomorph zu `2s , wobei

`2s =
{
ξ = (ξn) ∞n=0 ∈ `

2 : ((1 + n)sξn) ∞n=0 ∈ `
2
}

und 〈ξ, η〉`2s =

∞∑
n=0

(1 + n)2sξnηn .

Der isometrische Isomorphismus ist gegeben durch F : L2,s
σ −→ `2s , u 7→ (〈u, pσn〉σ) ∞n=0 . Es

folgt dann aus (3.7) K := FKF−1 = diag
[
αn

] ∞
n=0

mit α0 = ln 2 und αn = 1
n , n ∈ N . Der

duale Raum
(
L2,s
σ

)∗
ist isometrisch isomorph zu `2−s über die Abbildung F̂ :

(
L2,s
σ

)∗
−→ `2−s ,

ϕ 7→ (ϕn) ∞n=0 mit ϕn = ϕ(pσn) . Definieren wir L2,−s
σ :=

(
L2,s
σ

)∗
, so können wir K : L2,s

σ −→ L2,s
σ

für alle s ∈ R betrachten, wobei wir K = F−1KF verwenden. Aus (3.7) ergibt sich nun sofort
die folgende Aussage.

Satz 3.8 Der Operator K : L2,s
σ −→ L2,s+1

σ ist ein linearer, beschränkter und invertierbarer
Operator. Dabei gilt K−1 = F−1K−1F .

Wir definieren den Operator K1 : L2
σ −→ L2

σ über

(K1u)(x) = − 1

π

∫ 1

−1
(y − x) ln |y − x|u(y)

dy√
1− y2

, −1 < x < 1 .
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Unter Verwendung des Multiplikationsoperators (Mu)(x) := xu(x) folgt K1 = KM −MK , so
dass die Rekursionformel

xpσn(x) =
1

2

[
pσn+1(x) + pσn−1(x)

]
, n = 2, 3, . . .

die Formeln
K1p

σ
n = βn−1p

σ
n−1 − βnpσn+1 , n ∈ N0

mit β−1 = 0 , β0 =
ln 2− 1√

2
und βn =

1

2n(n+ 1)
, n ∈ N liefert. Es folgt

K1 = FK1F
−1 : `2s −→ `2s+2 , (ξn) ∞n=0 7→ (βnξn+1 − βn−1ξn−1) ∞n=0

(ξ−1 := 0).

Folgerung 3.9 Der Operator K1 : L2,s
σ −→ L2,s+2

σ ist für alle s ∈ R beschränkt. Die homogene

Gleichung K1u = 0 besitzt in L
2,− 3

2
σ nur die triviale Lösung. Für s < −3

2 gilt dimN(K1) = 1 .

Die Gleichung K1u = 1 ist in L
2,− 3

2
σ nicht lösbar.

Beweis. Aus der Gleichung K1ξ = Θ folgt ξ1 = 0 , ξn+1 =
βn−1ξn−1

βn
, n ∈ N , insbesondere

ξ3 = ξ5 = . . . = 0 . Falls ξ0 = 0 , so sind auch ξn = 0 ∀n ∈ N . Sei deshalb ξ1 = 1 . Es folgt

ξ2 =
β0

β1
= 4β0 und ξ2m =

β2m−2ξ2m−2

β2m−1
=

m

m− 1
ξ2(m−1) = 4mβ0 , m = 1, 2, . . . Nun gilt aber

∞∑
n=0

(1 + n)2s|ξn|2 = 1 + (2β0)2
∞∑
m=0

(1 + 2m)2s(2m)2 <∞ ⇐⇒ s < −3

2
.

Die Gleichung K1ξ = (1, 0, 0, . . .) führt zu ξ1 = β−1
0 und somit zu ξ2m+1 =

β2m−1ξ2m−1

β2m
=

2m+ 1

2m− 1
ξ2m−1 = (2m+ 1)β−1

0 , so dass diese Gleichung keine Lösung in `2− 3
2

hat. �

Satz 3.10 Das Bild des Operators K1 : L2,s
σ −→ L2,s+2

σ ist für alle s ∈ R nicht abgeschlossen.

Beweis. Wir betrachten die Shiftoperatoren

V : `2s −→ `2s , (ξn) ∞n=0 7→ (0, ξ0, ξ1, . . .) und V(−1) : `2s −→ `2s , (ξn) ∞n=0 7→ (ξ1, ξ2, . . .)

sowie den isometrischen Isomorphismus

R2 : `2s −→ `2s+2 , (ξn) ∞n=0 7→
(
(1 + n)−2ξn

) ∞
n=0

und definieren U := K1 − 1
2R2

(
V(−1) − V

)
. dann haben wir

Uξ =

(
βnξn+1 − βn−1ξn−1 −

1

2(n+ 1)2
(ξn+1 − ξn−1)

) ∞
n=0

=

((
1

2n(n+ 1)
− 1

2(n+ 1)2

)
ξn+1 +

(
1

2(n+ 1)2
− 1

2(n+ 1)n

)
ξn−1

) ∞
n=0

=

(
1

2n(n+ 1)2
ξn+1 −

3n+ 1

2(n+ 1)2(n− 1)n
ξn−1

) ∞
n=0

,

was zeigt, dass U ∈ L
(
`2s, `

2
s+3

)
⊂ K

(
`2s, `

2
s+2

)
gilt. Der Operator V(−1) − V hat in `2s , s ≥ −1

2
einen trivialen Nullraum, sein Symbol 1

2(t−1−t) aber Nullstellen auf dem Einheitskreis T . Somit
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ist sein Bild nicht abgeschlossen (Lemma 2.6,(a) und Satz 2.14). Für ξ ∈ `2s und η ∈ `2−s gilt

〈Vξ, η〉 =
∞∑
n=1

ξn−1ηn =
∞∑
n=0

ξnηn+1 = 〈ξ,V(−1)η〉 , d.h., V∗ = V(−1) .

Wäre das Bild von A = 1
2

(
V(−1) − V

)
in `2s , s < −1

2 abgeschlossen, so wäre wegen
dimN(A∗) = 0 dieses Bild gleich `2 − s und somit wäre A in `2s , s < −1

2 einseitig invertierbar.
Wäre nun das Bild von K1 : `2s −→ `2s+2 abgeschlossen, so wäre dieser Operator Fredholmsch,

da dimN(K1) und dimN(K∗1) endlich sind. Damit wäre aber auch 1
2R2

(
V(−1) − V

)
= K1 − U

ein Fredholmoperator und hätte damit abgeschlossenes Bild. �

Wir bestimmen eine (rein algebraische) Lösungsformel für die Gleichung

K1ξ = η = (η0, η1, . . .) . (3.9)

Aus
K1ξ = (β0ξ1, β1ξ2 − β0ξ0, β2ξ3 − β1ξ1, . . .)

folgt

ξ1 = β−1
0 η0 ,

ξ3 = β−1
2

(
η2 + β1β

−1
0 η0

)
,

...

ξ2k+1 = β−1
2k

k∑
m=0

k−1∏
r=m

β−1
2r β2r+1η2m = 4(2k + 1)

[
η0

4β0
+

k∑
m=1

mη2m

]
und

ξ2 = β−1
1 (η1 + β0ξ0) ,

ξ4 = β−1
3 (η3 + β2ξ2) = β−1

3 η3 + β−1
3 β−1

1 β2η1 + β−1
3 β−1

1 β2β0ξ0 ,

...

ξ2(k+1) = β−1
2k+1

k∑
m=0

k∏
r=m+1

β−1
2r−1β2rη2m+1 +

k∏
r=0

β−1
2r+1β2rξ0

= 4(k + 1)

[
k∑

m=0

(2m+ 1)η2m+1 + β0ξ0

]
.

Folgerung 3.11 Sind f ∈ L2,s
σ für ein s > τ + 3 und τ ≥ −1 , so besitzt die Gleichung

K1u = f + α (3.10)

genau eine Lösung (u, α) ∈ L2,τ
σ × C .

Beweis. Wir betrachten die Gleichung

K1ξ = η + (α, 0, 0, . . .) ∈ `2 (3.11)

für ξ ∈ `2−1 und α ∈ C . Aus den Lösungsformeln zu (3.9) erhalten wir

ξ2k+1 = 4(2k + 1)

[
η0 + α

4β0
+

k∑
m=1

mη2m

]
, k = 0, 1, . . . ,

ξ2(k+1) = 4(k + 1)

[
k∑

m=0

(2m+ 1)η2m+1 + β0ξ0

]
, k = 0, 1, . . .
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Ntwendig dafür, dass (ξn) ∞n=0 zu `2−1 gehört, ist, dass
(
(n+ 1)−1

n

) ∞
n=0

eine Nullfolge ist. Das fḧrt
zu den Bedingungen

η0 + α

4β0
+
∞∑
m=1

mη2m = 0 und
∞∑
m=0

(2m+ 1)η2m+1 + β0ξ0 = 0 ,

d.h.,

α = −η0 − 4β0

∞∑
m=1

mη2m und ξ0 = − 1

β0

∞∑
m=0

(2m+ 1)η2m+1 ,

sowie

ξ2k+1 = −4(2k + 1)
∞∑

m=k+1

mη2m und ξ2(k+1) = −4(k + 1)
∞∑

m=k+1

(2m+ 1)η2m+1 .

Es folgt

|ξk|2 ≤ const(k + 1)2

[ ∞∑
m=k+1

(m+ 1)1−s(m+ 1)−s|η2m+1|

]2

≤ const(k + 1)2
∞∑

m=k+1

(m+ 1)2(1−s) ‖η‖2`2s

≤ const(k + 1)2(k + 1)1+2(1−s) ‖η‖2`2s = const(k + 1)5−2s ‖η‖2`2s ,

so dass unter den gemachten Voraussetzungen

‖ξ‖ `2τ
2 ≤ const

∞∑
k=0

(k + 1)2τ+5−2s ‖η‖2`2s <∞

gilt, weil 2τ + 5− 2s < −1 ⇐⇒ τ − s < −3 ⇐⇒ s > τ + 3 . �

Folgerung 3.12 Sind τ ≥ −1 und s < τ+3 , so existiert ein f ∈ L2,s
σ , für welches die Gleichung

(3.10) keine Lösung (u, α) ∈ L2,τ
σ × C besitzt.

Beweis. Betrachten wir für r > 1 und η = (1, 1, r−r−1, 3−r−1, . . . die Gleichung (3.11), so folgt

ξ2k+1 = −2(2k + 1)
∞∑

m=k+1

(2m)−r ∼k (2k + 1)2−r , k ∈ N0 ,

und

ξ2(k+1) = −4(k + 1)
∞∑

m=k+1

(2m+ 1)−r ∼k
[
2(k + 1)

]2−r
, k ∈ N0 ,

wobei η zu `2s für s < r + 1
2 gehört. Somit ist

ξ ∈ `2τ ⇐⇒ 2τ + 4− 2r < −1 ⇐⇒ τ − r < −5

2
⇐⇒ r > τ +

5

2
.

Sind also r = τ + 5
2 und τ ≥ −1 , so folgt η ∈ `2s für s < 1

2 + r = τ + 3 , aber die Gleichung (3.11)
hat keine Lösung in `2τ . �
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3.3 Kollokations-Quadratur-Verfahren für
Cauchy’sche singuläre Integralgleichungen

Wir konzentrieren uns hier auf die Situation 0 < β0 = α = −β < 1 , d.h. λ1 = λ2 = κ = 0 , aus
Satz 3.1 und verwenden die Abkürzungen

ν(x) = vα,−α(x) , µ(x) = v−α,α(x) , pνn(x) = pα,−αn (x) , pµn(x) = p−α,αn (x) ,

xνnk = xα,−αnk , xµnj = x−α,αnj , Lνn = Lα,−αn , Lµn = L−α,αn .

Nach Folgerung 3.3 ist der durch

(Au)(x) := a(x)ν(x)u(x) +
b

π

∫ 1

−1

u(y)

y − x
ν(y) dy , −1 < x < 1

definierte Operator A = aνI + bSνI : L2,s
ν −→ L2,s

µ linear, beschränkt und invertierbar mit
A−1 = aµI − bSµI . Die Gleichung

(A+K)u = f (3.12)

mit (Ku)(x) =

∫ 1

−1
k(x, y)u(y)ν(y) dy und k : [−1, 1]2 −→ C wollen wir approximativ wie folgt

lösen. Eine Näherungslösung un(x) suchen wir als Polynom höchstens (n− 1)-ten Grades,

un(x) =
n−1∑
j=0

αnjp
ν
j (x) =

n∑
k=1

ξnk`
ν
nk(x) . (3.13)

Wir verwenden die Gauß’sche Quadraturformel∫ 1

−1
g(x)ν(x) dx ≈

n∑
k=1

λνnkg(xνnk) =
1

π

∫ 1

−1
(Lνng) (x)ν(x) dx

und definieren

(K0
nun)(x) :=

n∑
k=1

λνnkk(x, xνnk)ξnk

sowie Kn := LµnK0
n . Die gesuchte Näherungslösung un soll der Gleichung

(A+Kn)un = Lµnf (3.14)

genügen, die wir auch in der Form (vgl. (3.3))

n−1∑
m=0

αnmp
µ
m(xµnj) +

n∑
k=1

λµnkk(xµnj , x
ν
nk)ξnk = f(xµnj) , j = 1, . . . , n

schreiben können. Für die Vektoren αn :=
[
αnj

]n−1

j=0
und ξn :=

[
ξnk

] n
k=1

(vgl. (3.13)) gilt

αn = PνnDνnξn , Pνn :=
[
P νj (xνnk)

]n−1, n

j=0,k=1
, Dνn = diag

[
λνnk

] n
k=1

. (3.15)

Außerdem gilt
PνnDνn (Pνn)T = I = (Pνn)T PνnDνn , (3.16)

was aus

δjm = 〈pνm, pνj 〉ν =
n∑
k=1

pνm(xνnk)λ
ν
nkp

ν
j (xνnk)
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folgt. Somit ist (3.14) äquivalent zu[
(Pµn)T Pνn + Kn

]
Dνnξn = ϕn (3.17)

mit Kn =
[
k(xµnj , x

ν
nk)

] n

j,k=1
und ϕn =

[
f(xµnj)

] n
j=1

. Bezüglich des Operators K machen wir

folgende Annahmen: Für gewisse s, r ≥ 0 gelte

(K1) k(., y) ∈ L2,s
µ glm. bzgl. y ∈ [−1, 1] ,

(K2) k(x, .) ∈ L2,r
ν glm. bzgl. x ∈ [−1, 1] ,

d.h.,
‖k(., y)‖µ,s ≤ c1 und ‖k(x, .)‖ν,r ≤ c2 ∀x, y ∈ [−1, 1]

mit c1 6= c1(y) und c2 6= c2(x) . Hieraus ergeben sich einige Folgerungen:

(A) K ∈ L
(
L2
ν ,L

2,s
µ

)
.

Beweis. Aus

|〈Ku, pµn〉µ|
2 =

∣∣∣∣∫ 1

−1
k(x, y)u(y)ν(y) dy pµn(x)µ(x) dx

∣∣∣∣2

=

∣∣∣∣∫ 1

−1
〈k(., y), pµn〉µu(y)ν(y) dy

∣∣∣∣2 ≤ ∫ 1

−1
|〈k(., y), pµn〉µ|

2 ν(y) dy ‖u‖2ν

folgt

‖Ku‖2µ,s =
∞∑
n=0

(1 + n)2s |〈Ku, pµn〉|
2

≤ ‖u‖2σ
∫ 1

−1

∞∑
n=0

(1 + n)2s |〈k(., y), pµn〉µ|
2 ν(y) dy ≤ c1

∫ 1

−1
ν(y) dy ‖u‖2σ .

�

(B) K ∈ K(L2
ν ,L

2,t
µ ) , 0 ≤ t < s .

(C) Aus dimNL2
ν
(A+K) = 0 folgt A+K ∈ GL

(
L2,t
ν ,L

2,t
µ

)
, 0 ≤ t < s .

Beweis. Nach Folgerung 3.3 gilt A ∈ GL(L2,t
ν ,L

2,t
µ ) . Aus (B) folgt K ∈ K(L2,t

ν ,L
2,t
µ ) . Die

Fredholm’sche Alternative liefert A+K = A(I +A−1K) ∈ GL(L2,t
ν ,L

2,t
µ ) . �

Für ein Polynom un mit deg un < n gilt

(K0
nun)(x) =

∫ 1

−1
[Lνnk(x, .)] (y)un(y)ν(y) dy .

Somit können wir über diese Formel den Operator K0
n auf ganz L2

ν fortsetzen.

Folgerung 3.13 Sei (K1) mit einem r > 1
2 erfüllt. Dann gilt∥∥Lµm(K0

n −K)u
∥∥
µ,t
≤ cmtn−r ‖u‖ν ∀u ∈ L2

ν , t ≥ 0

mit c 6= c(m,n, t, r, u) .
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Beweis. Unter Verwendung von olgerung 3.4,(c) und Satz 3.7,(b) folgt∥∥Lµm(K0
n −K)u

∥∥2

µ,t
≤ m2t

∥∥Lµm(K0
n −K)u

∥∥2

µ

= m2t
m∑
j=1

λµmj

∣∣∣∣∫ 1

−1
u(y)

[
Lνnyk(xµmj , y)

]
ν(y) dy

∣∣∣∣2

≤ m2t ‖u‖2ν
m∑
j=1

λµmj

∥∥∥Lνnk(xµmj , .)− k(xµmj , .)
∥∥∥2

ν

≤ c1m
2tn−2r ‖u‖2ν

m∑
j=1

λµmj

∥∥∥k(xµmj , .)
∥∥∥2

ν,s

≤ c2m
2tn−2r ‖u‖2ν .

�

Satz 3.14 Es seien (K1) und (K2) für ein s = r > 1
2 erfüllt, f ∈ L2,s

µ und dimNL2
ν
(A+K) = 0 .

Dann existiert ein n0 ∈ N , so dass für alle n ≥ n0 die Gleichung (3.14) eine eindeutige Lösung
un besitzt. Dabei gilt

‖un − u‖ν,t ≤ c n
t−s ‖u‖ν,s , 0 ≤ t < s ,

wobei u ∈ L2,s
ν die eindeutige Lösung der Gleichung (3.12) ist und c 6= c(n, t, u) gilt.

Beweis. Aus (C) folgt die Existenz der eindeutigen Lösung u ∈ L2
ν der Gleichung (3.12), Wir

haben also Au = f−Ku ∈ L2,s
µ und somit u = A−1(f−Ku) ∈ L2,s

ν . Ferner gilt wegen Folgerung
3.13 uns Satz 3.7,(b)

‖Kn −K‖L(L2
ν ,L

2,t
µ )

≤
∥∥Lµn(K0

n −K)
∥∥
L(L2

ν ,L
2,t
µ )

+ ‖LµnK −K‖L(L2
ν ,L

2,t
µ )

≤ c
(
nt−s + nt−s ‖K‖L(L2

ν ,L
2,t
µ )

)
−→ 0 if n −→∞ and 0 ≤ t < s .

Im Fall t = 0 erhalten wir die Invertierbarkeit von A + Kn : L2
ν −→ L2

µ für alle hinreichend
großen n zusammen mit

∥∥(A+Kn)−1
∥∥
L(L2

ν ,L
2,t
µ )
≤ c1 <∞ . Hieraus folgt nun

‖un − P νnu‖ν,t ≤ nt ‖un − P νnu‖ν

≤ c1n
t ‖Lµnf − (A+Kn)P νnu‖µ

≤ c1n
t
(
‖Lµnf − f‖µ + ‖(A+K)(u− P νnu)‖µ + ‖(K −Kn)P νnu‖µ

)
≤ c1n

t
(
c2n
−s ‖f‖µ,s + ‖A+K‖L(L2

ν ,L
2,t
µ )

n−s ‖u‖ν,s + c3n
−s ‖u‖µ

)
≤ c4n

t−s ‖u‖ν,s .

�

Wir modifizieren jetzt die durch (3.14) gegebene Methode:

Schritt 1: Wir setzen in (3.13) αnj = 〈Lµnf, pµj 〉µ für j = m, . . . , n− 1 , wobei 0 < m < n gelte,
d.h., wir lösen die Gleichung

Avn = Lµnf
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und setzen Qνmun := Qνmvn mit Qνm = I − P νm . Wegen

〈Lµnf, p
µ
j 〉µ =

n∑
`=1

λµn`p
µ
j (xµn`)f(xµn`)

haben wir
[
αnj

]n−1

j=m
=
[
pµj (xµn`)

]n−1, n

j=m,`=1
Dµnϕn .

Schritt 2: Wir setzen in (3.13) αnj = 〈wm, pνj 〉ν , j = 0, . . . ,m− 1 , wobei wm ∈ R(P νm) Lösung
der Gleichung

(A+Km)wm = Lµmf − LµmAQνmvn

ist.

Im Weiteren gehen wir davon aus, dass m ≥ n0 (vgl. Satz 3.14) gewählt ist und dass
u ∈ L2

ν die (eindeutige) Lösung von (3.12) sowie un das nach Schritt 1 und Schritt 2 konstruierte
Polynom sind.

Lemma 3.15 Für ein s > 1
2 und ein δ > 0 seien (K1) für s + δ statt s und (K2) für r = s

erfüllt sowie f ∈ L2,s
µ . Dann gilt

‖Qνm(u− un)‖ν,t ≤ c
(
mt−s−δ + nt−s

)
‖u‖ν,s , 0 ≤ t < s ,

wobei c 6= c(m,n, t, u) .

Beweis. Aus

u− un = u−A−1f +A−1(f − Lµnf) +A−1(Lµnf −Aun)

folgt mit Qνm := I − P νm

‖Qνm(u− un)‖ν,t ≤
∥∥Qνm(u−A−1f)

∥∥
ν,t

+
∥∥QνmA−1(f − Lµnf)

∥∥
ν,t

+
∥∥QνmA−1(Lµnf −Aun)

∥∥
ν,t
.

Unter Verwendung von (A) und Folgerung 3.4,(b) erhalten wir

u−A−1f = u−A−1(A+K)u = −A−1Ku ∈ L2,s+δ
ν

und
∥∥Qνm(u−A−1f)

∥∥
ν,t
≤ c1m

t−s−δ ‖u‖ν . Wegen ‖Qνm‖L(L2,t
ν )

= 1 und
∥∥A−1

∥∥
L(L2,t

µ ,L2,t
ν )

= 1

gilt ∥∥QνmA−1(f − Lµnf)
∥∥
ν,t
≤ ‖f − Lµnf‖µ,t

Satz 3.7,(b)

≤ c2n
t−s ‖f‖µ,s .

Außerdem haben wir QνmA
−1(Lµnf −Aun) = QνmA

−1Lµnf −Qνmun = Qνmvn −Qνmun = Θ . �

Lemma 3.16 Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.15 und für ein s0 mit 1
2 < s0 < s gilt

‖P νm(u− un)‖nu,t ≤ c
(
mt−s−δ + nt−s

)
‖u‖ν,s , s0 ≤ t < s ,

wobei c 6= c(m,n, t, u) .

Beweis. Aus P νmun = wm folgt

(a+Km)(wm − P νmu) = Lµmf − LµmAQνmun − (A+Km)P νmu

= Lµm(A+K)(P νmu+Qνmu)− LµmAQνmun − (A+K)P νmu

= (Lµm − I)AP νmu+ Lµm(K −K0
m)u+ LµmK

0
mQ

ν
mu+ LµmAQ

ν
m(u− un)
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und somit

‖wm − P νmu‖ν,t ≤ mt−s0 ‖wm − P νmu‖ν,s0

≤ c3

(
‖(Lµm − I)AP νmu‖µ,s0 +

∥∥Lµm(K −K0
m)u

∥∥
µ,s0

+
∥∥LµmK0

mQ
ν
mu
∥∥
µ,s0

+ ‖LµmAQνm(u− un)‖µ,s0
)
.

Die Behauptung folgt nun aus

‖LµmAQνm(u− un)‖µ,s0
Satz 3.7,(b)

≤ ‖Lµm‖L(L
2,s0
µ )
‖Qνm(u− un)‖ν,s0

Lemma 3.15
≤ c4

(
ms0−s−δ + ns0−s

)
‖u‖ν,s ,

(Lµm − I)AP νmu = Θ ,
∥∥Lµm(K −K0

m)u
∥∥
µ,s0

Folg. 3.13
≤ c3m

s0−s−δ ‖u‖ν ,

(K0
mQ

ν
mu)(x) =

∫ 1

−1
[Lνmk(x, .)] (y)(Qνmu)(y)ν(y) dy ≡ 0

und mt−s0
(
ms0−s−δ + ns0−s

)
= mt−s−δ +mtn−s ≤ mt−s−δ + nt−s . �

Aus den lemmata 3.15 und 3.16 erhält man nun den folgenden Satz.

Satz 3.17 Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.15 und für ein s0 mit 1
2 < s0 < s gilt

‖un − u‖ν,t ≤ c
(
mt−s−δ + nt−s

)
‖u‖ν,s , s0 ≤ t < s ,

wobei c 6= c(m,n, t, u) . Wählt man m (in Abhängigkeit von n) so, dass 0 < ρ ≤ m3

n mit einer
Konstanten ρ ≤ 1 gilt, so folgt

‖un − u‖ν,t ≤ c1n
t−s ‖u‖ν,s , max

{
s0, s−

δ

2

}
≤ t < s.

Beweis. Es ist zu beachten, dass unter den gemachten Voraussetzungen mt−s−δ ≤ c1n
t−s−δ

3 mit

ρ1 := ρ
s0−s−δ

3 ≥ ρ
t−s−δ

3 gilt, wobei auch t−s−δ
3 ≤ t− s ist wegen s− δ

2 ≤ t . �

Zur Komplexität der modifizierten Methode:

• Schritt 1: Die diskrete Polynomtransformation Pµn =
[
pµj (xµnk)

]n−1, n

j=0,k=1
kann mit

O(n log2 n) Komplexität auf einen Vektor der Länge n angewandt werden ([25]). Im Fall
α = 1

2 ist dies sogar mit O(n log n) Komplexität möglich, da in diesem Fall pµn(cos θ) =

1√
π

cos
(
n+ 1

2

)
θ

cos θ2
und xµnk = cos

(2k − 1)π

2n+ 1
und somit

Pµn =
1√
π

[
cos

(
j + 1

2

) (
k − 1

2

)
π

n+ 1
2

]n−1, n

j=0,k=1

(Dµn)−1

gilt, wir also eine diskrete Kosinus-Transformation vorliegen haben.
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• Schritt 2: Wählt man im Fall α = 1
2 die Zahl m so, dass 2n+1

2m+1 eine ungerade Zahl ist, so
gilt {

xµmj : j = 1, . . . ,m
}
⊂
{
xµnj : j = 1, . . . , n

}
,

so dass
{
f(xµmj) : j = 1, . . . ,m

}
⊂
{
f(xµnj) : j = 1, . . . , n

}
. Ferner haben wir

(AQνmvn)(xµmj) =

n−1∑
`=m

αn`p
µ
` (xµmj) =

n−1∑
`=m+1

pµ` (xµmj)〈L
µ
nf, p

µ
` 〉µ .

Die Systemmatrix in (3.17) kann auch in der Form (hier ohne Beweis)([
b

π

1

xνnk − x
µ
nj

] n

j,k=1

+ Kn

)
Dνn

geschrieben werden.

• Wählt man m (in Abhängigkeit von n) so, dass m3

n ≤ ρ2 < ∞ mit einer Konstanten ρ2

gilt, so hat man eine Gesamtkomplexität von O(n log2 n) bzw. O(n log n) .



Kapitel 4

Anhang: Banachalgebratechniken

4.1 Stabilität als Invertierbarkeit in einer Banachalgebra

Es seien X ein Banachraum und Ln : X −→ X eine Folge von Projektoren mit Ln −→ I . Sei
Xn := R(Ln) . Mit F bezeichnen wir die Menge aller Folgen (An) = (An) ∞n=1 von Operatoren
An ∈ L(Xn) mit

‖(An)‖ = ‖(An)‖F := sup
{
‖AnLn‖L(X) : n = 1, 2, . . .

}
<∞ . (4.1)

Wir versehen diese Menge mit den algebraischen Operationen

(An) + (Bn) = (An +Bn) , λ (An) = (λAn) , (An) (Bn) = (AnBn) .

Mit G ⊂ F bezeichnen wir die Teilmenge von F , die alle Folgen (Gn) mit lim
n→∞

‖GnLn‖L(X) = 0

enthält.

Lemma 4.1 F ist mit der in (4.1) definierten Norm eine Banachalgebra und G ist ein (zwei-
seitiges) abgeschlossenes Ideal in F .

In Satz 2.25 hatten wir gesehen, dass die Stabilität eines Projektionsverfahrens entscheidend ist
für die Anwendbarkeit eines solchen. Dazu folgende Definition.

Definition 4.2 Eine Folge (An) ∈ F nennen wir stabil, wenn ein Index n0 ∈ N existiert, so
dass An : Xn −→ Xn für alle n ≥ n0 invertierbar ist und

sup
{∥∥A−1

n Ln
∥∥
L(X)

: n ≥ n0

}
<∞

gilt.

Satz 4.3 Die Folge (An) ∈ F ist genau dann stabil, wenn die Restklasse (An) + G in der
Faktoralgebra F/G invertierbar ist.

Wir setzen ab jetzt voraus, dass neben Ln −→ I auch L∗n −→ I gilt. Ferner sei uns eine
Operatorfolge Wn ∈ L(X) gegeben, die gemeinsam mit W ∗n schwach gegen Null konvergiert
und für die LnWn = Wn und W 2

n = Ln gilt. Mit F0 bezeichnen wir die Teilmenge von F der
Operatorfolgen (An) , für die Operatoren A = W1 (An) ∈ L(X) und Ã = W2 (An) ∈ L(X)
existieren, so dass

AnLn −→ A , A∗nL
∗
n −→ A∗ , ÃnLn := WnAnWn −→ Ã , Ã∗nL

∗
n −→ Ã∗

gilt. Mit J ⊂ F bezeichnen wir die Menge der Operatorfolgen der Gestalt

(LnT1Ln +WnT2Wn + Cn) mit T1, T2 ∈ K(X) , (Cn) ∞n=1 ∈ G .

67
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Satz 4.4 Es gilt

(a) F0 ist eine abgeschlossene Teilalgebra von F .

(b) Es gilt J ⊂ F0 , wobei W1 (Jn) = T1 und W2 (Jn) = T2 für jede Folge

(Jn) = (LnT1Ln +WnT2Wn + Cn) ∈ J .

(c) J ist ein zweiseitiges abgeschlossenes Ideal in F0 .

(d) Eine Folge (An) ∈ F0 ist genau dann stabil, wenn die Operatoren Wj (An) , j = 1, 2 in
L(X) und die Restklasse (An) + J in der Faktoralgebra F0/J invertierbar sind.

Dieses Theorem lässt sich auf folgende Situation verallgemeinern:

• Es seien L
(ω)
n ∈ L(Xω) , ω ∈ Ω := {1, . . . ,M} Projektoren auf den Banachräumen Xω

mit den Bildräume Xω
n und E

(ω)
n : Xn −→ Xω

n , ω ∈ Ω invertierbare Operatoren, die zu
L(X,Xω) gehören.

• Die Operatorfolgen

(
E

(ω1)
n

(
E

(ω2)
n

)−1
L

(ω2)
n

) ∞
n=1

konvergieren schwach gegen Null für alle

Indizes ω1, ω2 ∈ Ω mit ω1 6= ω2 .

• F0 ist die Algebra aller Folgen (A) von Operatoren An ∈ L(Xn) , für die Operatoren
Wω (An) ∈ L(Xω) existieren, so dass für alle ω ∈ Ω

E(ω)
n An

(
E(ω)
n

)−1
L(ω)
n −→Wω (An) ,

(
E(ω)
n An

(
E(ω)
n

)−1
)∗ (

L(ω)
n

)∗
−→Wω (An)∗

gilt.

• J ist die Menge aller Folgen der Gestalt

(Jn) =
∑
ω∈Ω

((
E(ω)
n

)−1
L(ω)
n TωE

(ω)
n

)
+ (Cn) , Tω ∈ K(Xω) , (Cn) ∈ G .

4.2 Die Operatorfolge eines Kollokationsverfahrens

Wir stellen uns die Aufgabe, eine Integralgleichung der Gestalt

a(x)u(x) +
b(x)

πi

∫ 1

−1

u(y) dy

y − x
= f(x) , −1 < x < 1 , (4.2)

numerisch zu lösen. Dabei seien a, b, f : [−1, 1] −→ C gegebene Funktionen. Die Funktion
u : [−1, 1] −→ C ist gesucht. Wir machen folgende Annahmen:

(A) Die Funktionen a und b sind stückweise stetig. Man nennt eine Funktion a : [−1, 1] −→ C
stückweise stetig, wenn sie in x = ±1 stetig ist, in allen Punkten x ∈ (−1, 1) die
einseitigen Grenzwerte

a(x± 0) = lim
y→x±0

a(y)

existieren und einer dieser Grenzwerte gleich dem Funktionswert a(x) ist. Die Menge aller
stückweise stetigen Funktionen über [−1, 1] bezeichnen wir mit PC[−1, 1] = PC .
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(B) Die Funktion f gehöre zu L2
σ mit σ(x) = (1 − x2)−

1
2 . Die Lösung u der Gleichung (4.2)

suchen wir ebenfalls im Raum L2
σ .

Mit S bezeichnen wir den singulären Integraloperator

S : L2
σ −→ L2

σ , u 7→ 1

πi

∫ 1

−1

u(y) dy

y − .
,

wobei das Integral im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes zu verstehen ist. Nach Folgerung 3.2
gilt somit

SσTn = −iUn−1 und SϕUn = iTn+1 , n ∈ N0 ,

wobei ϕ(x) = (1− x2)
1
2 . Insbesondere ist also ‖S‖L(L2

σ) = 1 .
Für die Näherungslösung auf dem Niveau n machen wir den Ansatz

un(x) = ϕ(x)

n−1∑
k=0

αnkUk(x) =

n−1∑
k=0

αnkũk(x) (4.3)

mit ũk(x) = ϕ(x)Uk(x) und bestimmen diese durch Kollokation der Gleichung (4.2) in den
Punkten x = xτnj ,

a(xτnj)un(xτnj) +
b(xτnj)

πi

∫ 1

−1

un(y) dy

y − xτnj
= fn(xτnj) , (4.4)

j = 1, . . . , n , wobei die Funktion fn eine gewisse Approximation für die Funktion f sei. Wir
werden uns hier auf die Fälle τ = σ und τ = ϕ beschränken. Die Gleichungen (4.4) stellen ein
Gleichungssystem zur Berechnung der unbekannten Koeffizienten αnk in (4.3) bzw. der unbe-
kannten Funktionswerte un(xϕnk) , k = 1, . . . , n , dar. Die Gleichungen (4.2) und (4.4) schreiben
wir als Operatorgleichungen in der Form

Au = f , A = aI + bS , (4.5)

bzw.
Anun = fn , An = M τ

nALn , un ∈ Xn = span {ũk : k = 0, . . . , n− 1} , (4.6)

wobei M τ
n den gewichteten Interpolationsoperator M τ

n = ϕLτnϕ
−1I bezeichnet,

(M τ
nf) (x) = ϕ(x)

n∑
k=1

f(xτnk)

ϕ(xτnk)
`ωnk(x) =:

n∑
k=1

f(xτnk)
˜̀ω
nk(x) .

Wir konstruieren nun die Algebra F0 auf folgende Weise:

• X = L2
σ , Ω = {1, 2, 3, 4} , X1 = X2 = X , X3 = X4 = `2

• Lnu =
n−1∑
k=0

〈u, ũk〉σũk

• L(1)
n = L

(2)
n = Ln , L

(3)
n = L

(4)
n = Pn , Pn (ξj)

∞
j=0 = (ξ0, . . . , ξn−1, 0, 0, . . .)

• E(1)
n = Ln , E

(2)
n = Wn , E

(3)
n = V τ

n , E
(4)
n = Ṽ τ

n , τ = σ, ϕ ,

Wnu =

n−1∑
k=0

〈u, ũn−k−1〉σũk ,

V τ
n u = (ωτnu(xτn1), . . . , ωτnu(xτnn), 0, 0, . . .) , Ṽ τ

n u = (ωτnu(xτnn), . . . , ωτnu(xτn1), 0, 0, . . .) ,

ωσn =

√
π

n
, ωϕn =

√
π

n+ 1
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Für das Weitere benötigen wir die Operatoren J : L2
σ −→ L2

σ , u 7→
∞∑
n=0

γn〈u, ũn〉σTn mit

γ0 =
√

2 , γn = 1 , n = 1, 2, . . . und V : L2
σ −→ L2

σ , u 7→
∞∑
n=0

〈u, ũn〉σũn+1 .

Satz 4.5 Es seien a, b ∈ PC und A = aI + bS . Dann gehört die Folge An = M τ
nALn des

Kollokationsverfahrens (4.6) zur Algebra F0 . Dabei gilt

W1 (An) = A , W3 (An) = a(1)I + b(1)S , W4 (An) = a(−1)I− b(−1)S

und

W2 (An) =

{
J−1(aJ + biV ∗) : τ = σ ,

aI − bS : τ = ϕ ,

wobei

S =



[
1− (−1)j−k

πi(j − k)
− 1− (−1)j+k+1

πi(j + k + 1)

] ∞
j,k=0

: τ = σ ,

[
2(k + 1)[1− (−1)j−k]

πi[(j + 1)2 − (k + 1)2]

] ∞
j,k=0

: τ = ϕ .

Mit A0 bezeichnen wir die kleinste abgeschlossene Teilalgebra der Banachlgebra F0 , die alle Fol-
gen der Gestalt (M τ

n(aI + bS)Ln) mit a, b ∈ PC und die entsprechenden Folgen der adjungierten
Operatoren enthält.

Satz 4.6 Eine Folge (An) ∈ A0 ist genau dann stabil, wenn alle Operatoren Wω (An) : Hω −→
Hω , ω = 1, 2, 3, 4 , invertierbar sind.

4.3 Fredholmeigenschaften singulärer Integraloperatoren

Wir verwenden im Weiteren die Bezeichnung L2
α,β := L2

vα,β
, vα,β(x) = (1− x)α(1 + x)β .

Satz 4.7 Der Operator S : L2
α,β −→ L2

α,β ist beschränkt, falls −1 < α, β < 1 gilt.

Für zwei Funktionen a, b ∈ PC mit a(x)− b(x) 6= 0 definieren wir

c(x) =
a(x) + b(x)

a(x)− b(x)
, −1 < x < 1 ,

und

c(x, λ) =


(1− λ)c(x− 0) + λ c(x+ 0) : x ∈ (−1, 1) ,

c(1) + [1− c(1)]fα(λ) : x = 1 ,

1 + [c(−1)− 1]fβ(λ) : x = −1 ,

wobei

fα(λ) =


sin(παλ)

sin(πα)
e−iπα(λ−1) : α ∈ (−1, 1) \ {0} ,

λ : α = 0 .

Satz 4.8 Es seien a, b ∈ PC und α, β ∈ (−1, 1) . Der Operator aI + bS : L2
α,β −→ L2

α,β ist
genau dann Fredholmsch, wenn a(x)− b(x) 6= 0 und c(x, λ) 6= 0 für alle (x, λ) ∈ [−1, 1]× [0, 1]
gilt. Dabei ist der Index gleich

ind (aI + bS) = −wind c(x, λ) ,

und der Operator aI + bS : L2
α,β −→ L2

α,β ist wenigstens einseitig invertierbar.
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Diskussion der Stabilitätsbedingungen für Folgen der Gestalt (M τ
n(aI + bS)Ln):

1. Es gibt Operatoren aI + bS : L2
σ −→ L2

σ , die invertierbar sind, für die aber aI − bS :
L2
σ −→ L2

σ nicht invertierbar ist, z.B. a(x) ≡ 1
2 , b(x) = −ix (vgl. Satz 4.8).

2. Für a, b ∈ PC ist der Operator J−1(aJ+ ibV ∗) : L2
σ −→ L2

σ genau dann invertierbar, wenn
der Operator aI + bS : L2

σ −→ L2
σ invertierbar ist.

3. Es seien χ ∈ L∞(T) , T = {t ∈ C : |t| = 1} und χ(t) =

∞∑
k=−∞

χ̂kt
k . Mit T (χ) : `2 −→ `2

bzw. H(χ) : `2 −→ `2 bezeichnen wir den Toeplitz-Operator T (χ) =
[
χ̂j−k

] ∞
j,k=0

bzw.

den Hankel-Operator H(χ) =
[
χ̂j+k+1

] ∞
j,k=0

. Ferner sei PC0 die Menge der stückweise

stetigen Funktionen χ : T −→ C , die in t 6= ±1 stetig sind. Wir definieren für χ ∈ PC0

cT (χ)(t, λ) =

{
χ(t) : t ∈ T \ {±1} , λ ∈ [0, 1] ,

λχ(t+ 0) + (1− λ)χ(t− 0) : t = ±1 , λ ∈ [0, 1] ,

und

cH(χ)(t, λ) =

{
0 : t ∈ T \ {±1} , λ ∈ [0, 1]

−ti[χ(t+ 0)− χ(t− 0)]
√
λ(1− λ) : t = ±1 , λ ∈ [0, 1] .

Lemma 4.9 Es seien χ1, χ2 ∈ PC0 . Dann ist der Operator T (χ1) + H(χ2) : `2 −→
`2 genau dann Fredholmsch, wenn cT+H(t, λ) := cT (χ1)(t, λ) + cH(χ2)(t, λ) 6= 0 auf T ×
[0, 1] gilt. Der Fredholmindex ist dabei gleich der negativen Windungszahl des Bildes dieser
Funktion bzgl. des Nullpunktes.

Im Fall τ = σ ist nun

S = Sσ = T (φ)−H(φ) mit φ(t) = sgn(Im t) ,

so dass

cSσ(t, λ) =


1 : Im t > 0 ,

−1 : Im t < 0 ,

±(2λ− 1) + 2i
√
λ(1− λ) : t = ±1 .

Lemma 4.10 Sei χ ∈ L∞ . Der Operator T (χ) + H(χ) : `2 −→ `2 ist genau dann inver-
tierbar, wenn er Fredholmsch mit dem Index 0 ist.

Da {cSσ(t, λ) : (t, λ) ∈ T× [0, 1]} =
{
eis : s ∈ [0, π]

}
gilt, ist nach Lemma 4.10 (beachte

S∗σ = T (φ) +H(φ)) der Operator aI + bSσ : `2 −→ `2 , a, b ∈ C , genau dann invertierbar,
wenn a+ beis 6= 0 ∀ s ∈ [0, π] gilt.

Im Fall τ = ϕ haben wir

S = Sϕ = T (φ)−H(φ1) mit φ1(t) = t−1φ(t) ,

so dass

cSϕ(t, λ) =


1 : Im t > 0 ,

−1 : Im t < 0 ,

±(2λ− 1)± 2i
√
λ(1− λ) : t = ±1 .

Unter Verwendung von Lemma 4.9 erhält man hieraus, dass für Konstanten a, b ∈ C der
Operator aI + bSϕ : `2 −→ `2 genau dann Fredholmsch mit dem Index Null ist, wenn
|a| > |b| gilt.
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Satz 4.11 Es seien a, b ∈ PC und A = aI + bS . Die Folge (Mσ
nALn) ist genau dann stabil,

wenn der Operator A : L2
σ −→ L2

σ invertierbar ist. Die Folge (Mϕ
nALn) ist genau dann stabil,

wenn die Operatoren A, aI − bS : L2
σ −→ L2

σ invertierbar sind.
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