Priifungskomplexe zur Vorlesung Hilbertraummethoden

. Beschreiben Sie geometrische Eigenschaften des Hilbertraumes. (Satz 1.1) Wann nennt
man einen Operator A € L(H) selbstadjungiert, wann positiv? Zeigen Sie, dass untere und
obere Schranke des Spektrums eines selbstadjungierten Operators zu seinem Spektrum
gehoren und dass jede beschrinkte und monotone Folge selbstadjungierter Operatoren
stark konvergiert. (Sétze 2.7 und 2.8)

. Was versteht man unter einem Orthoprojektor? Beweisen Sie Eigenschaften von Folgen
und Reihen von Orthoprojektoren. (Folgerung 2.12 und Satz 2.13) Was sind isometrische
bzw. unitire Operatoren? Zeigen Sie, dass jeder isometrische Operator invertierbar und
linear ist. Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, dass ein Operator
V € L(H) eine partielle Isometrie ist, und begriinden Sie Ihre Aussage. (Folgerung 2.19
und Satz 2.22)

. Wie kann man fiir eine stetige Funktion f und einen selbstadjungierten Operator A € L(H)
den Operator f(A) definieren? (Satz 3.1 und Satz 3.2) Beweisen Sie eine der Eigenschaften
(a), (b) oder (c) von f(A) aus Satz 3.2.

. Wie kann man /A und |A| definieren? (Folgerungen 3.5 und 3.7) Unter welcher Voraus-
setzung ist das Produkt zweier positiver Operatoren positiv? Begriinden Sie Ihre Aussage.
(Folgerung 3.6) Zeigen Sie, dass fiir jeden Operator A € L(H) genau eine Polarzerlegung
A = V+/A*A mit einer partiellen Isometrie V € £L(H) und N(A) C N(V) existiert. (Satz
3.8)

. Beschreiben Sie die Konstruktion der Spektralschar E), A € R, zu einem gegebenen
selbstadjungierten Operator A € £(H) und beweisen Sie deren grundlegende Eigenschaften
aus den Sétzen 3.10 und 3.15.

. Definieren Sie das Riemann-Stieltjes-Integral beziiglich einer Spektralschar und begriinden
Sie, weshalb jede stetige Funktion gleichméfiig Riemann-Stieltjes-integrierbar ist. (Satz
3.18) Erlautern Sie die grundlegenden Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals und

beweisen Sie die Formel o

f(A) = FA)dEy.
(1.-5. in Abschnitt 3.2 und Satz 3.19)

. Zeigen Sie die grundlegenden Eigenschaften des Spektrums eines kompakten Operators.
(Satz 3.23 und Folgerung 3.24) Wie kann man daraus die Spektraldarstellung eines kom-
pakten Operators ableiten? (Satz 3.25)

. Wie definiert man den Begriff eines im Allgemeinen unbeschrinkten linearen Operators?
Was versteht man unter einer Einschrankung bzw. einer Erweiterung eines solchen Ope-
rators? Definieren Sie den adjungierten Operator zu einem Operator A € L(H) sowie
Resolventenmenge und Spektrum von A € L(H). Zeigen Sie, dass die Resolventenmenge
stets offen ist. (Satz 4.4) Geben Sie dquivalente Bedingungen fiir die Symmetrie und die
Selbstadjungiertheit eines Operators A € L(H) an und begriinden Sie Thre Aussagen. (Satz
4.6)

. Erkldren Sie die Begriffe abgeschlossener Operator und AbschlieBung eines Operators.
Wann existiert eine solche AbschlieSung? Begriinden Sie Thre Ausage. (Satz 4.9) Zeigen Sie,
dass es in jedem unendlichdimensionalen Hilbertraum einen nicht abschlieSbaren Operator
gibt. (Beispiel 4.10)



10.

11.

12.

Wie definiert man fiir eine stetige Funktion f : R — R und eine linksseitig stetige
Spektralschar E) das Integral J(f) = / f(XN)dE) . Zeigen Sie, dass J(f) stets selbstad-
jungiert ist, und dass J(f) € L(H) gilt,_falls f beschrénkt ist. (Satz 4.12)

Zeigen Sie, das das Spektrum eines selbstadjungierten Operators A € L(H) auf der reellen
Achse liegt. (Satz 4.13,(a)) Definieren Sie die Differentialoperatoren A? und A, . Zeigen
Sie, dass (A%)* = A, und A* = A0 gilt. Was ist das Definitionsgebiet von A9 ? Begriinden
Sie Thre Aussage. (Satz 5.6,(c),(d))

Erkldren Sie den Begriff des energetischen Raumes und beweisen Sie die Existenz der
Friedrichs’schen Erweiterung eines positiv definiten Operators. (Satz 5.12) Beschreiben
Sie die Friedrichs’sche Erweiterung Ag;nF von A3, . (Beispiel 5.13)



