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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Der Hilbertraum

Es sei H ein linearer Raum (i.a. iiber dem Koérper der komplexen Zahlen). Eine Abbildung
HxH — C, (z,y) — (z,y) heit Skalarprodukt oder inneres Produkt auf H, wenn
folgende Axiome erfiillt sind:

(S1) (z,z) >0 VzeHund (z,2) =0 < =0,
(S2) (z,y) = (y,z) Va,ycH,
(S3) (ax+ By, z) =alx,z) + {y,z) Vaz,y,ze H, Va,B €C.

Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

[z, )] < V{z,2)v/(y,y) Va,y e H. (1.1)

Unter Verwendung dieser Ungleichung kann man zeigen, dass
2]l = V/(z, 2) (1.2)

eine Norm auf H ist. Ein linearer Raum (H, (., .)) mit Skalarprodukt heifit Hilbertraum, wenn
(H,||.]]) ein Banachraum ist, d.h., wenn der metrische Raum (H,d) mit d(z,y) = |z — y|
vollstandig ist. Wir werden uns im Weiteren vorwiegend mit unendlichdimensionalen Hilber-
traumen befassen, fiir die also zu jedem n € N ein linear unabhéngiges System mit n Elementen
existiert.

Satz 1.1 Es sei (H,(.,.)) ein Hilbertraum.
(a) Die Abbildung (.,.) : HxH — C, (x,y) — (x,y) ist stetig.
(b) Ist L C H ein linearer Teilraum von H, so ist
Lt:={zcH:(z,y)=0VyeL}
ein abgeschlossener linearer Teilraum von H. Dabei gilt LN LY = {0} .

(¢) Es sei L C H ein abgeschlossener linearer Teilraum von H. Dann lisst sich jedes x € H
auf eindeutige Weise in der Form x =y + z mity € L und z € L+ darstellen. Dabei gilt

|z — y|| = inf {||lz — w]|| : w € L} .

Der Vektor y heifit orthogonale Projektion von = auf L. Man schreibt H = L @ L+
und nennt L+ das orthogonale Komplement zu L in H.
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8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

(d) Es sei L C H ein linearer Teilraum. Dann gilt L = H genau dann, wenn aus x* € H und
(*,2) =0Vz €L folgt z* =0O.

Ein System B = {b, : n € No} = {bo, b1,...,bp,...} = {bn}, =, C H heiBt linear unabhingig,
wenn jedes endliche Teilsystem linear unabhéngig ist. Das System B nennt man ein Orthonor-
malsystem (ONS), wenn (bj, by) = 0, fiir alle j,k = 0,1,2,... gilt. Man beachte, dass ein ONS
automatisch linear unabhéngig ist.

Folgerung 1.2 (Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren) Es sei {b,},=, ein linear

unabhdngiges System. Wir setzen
1
apg = —1byg.
<b0a b0>

Dann gilt (ag,ag) = 1. Wir bestimmen (19 € C so, dass
a; = b1 + Broao
orthogonal zu ag ist, d.h. 19 = — (b1, ap) . Da a1 # O gilt, kénnen wir

1 -
] = —F——=0a1
(ar,ar)

setzen. Sind ag, . ..,am—1 € span{bg,...,bm—1} so bestimmt, dass
<ajaa/€>: ik jvk:()?la-”am*la

gilt, so setzen wir

m—1
Gm =bm + > Bkar mit Bk = — (b, a)
k=0
und
1 -
Ay = —— Amy -
<CLm, am>

Auf diese Weise erhalten wir ein ONS {ay}, >, mit der Eigenschaft
span{ag,...,a,} =span{bg,..., by}, n=0,1,2, ...
Folgerung 1.3 (Fouriertransformation) Sind {e,}, >, ein ONS in H,
L,, =span{eg,...,en}, m=0,1,2,...,

und

m
L:{Zakek:akeC,m:0,1,2,...},

k=0

dann ist
m
Z <[L‘, €k> (&3]
k=0

die beste Approximation an z € H durch Elemente aus Ly, . Die Zahlen v = (x, e) werden
die Fourierkoeffizienten von x bzgl. des ONS {e,}, =, genannt. Dabei gilt die Bessel’sche
Ungleichung

o0
S le,en)? < Jl|* VaeH.
k=0



1.2. LINEARE UND BESCHRANKTE OPERATOREN 9

Ist L=H, so gilt

m o
Tr}i_r}noo x—Z(x,ek)ek :0,d.h.x:2<x,ek>ek,Vx€H.
k=0 k=0
In diesem Fall gilt die Parseval’sche Gleichung
oo
> laie) =lz|> VreH,
k=0

und man nennt {e,}, =, ein vollstindiges Orthonormalsystem (VONS) in H und die Ab-
bildung F - H — 0%, z— ((z,e,)),>, Fouriertransformation.

e Nach Satz 1.1,(d) ist ein ONS {e,},=, genau dann vollstéindig, wenn aus € H und
(xz,en) =0VneNfolgt  =0.

o Ist {e,}, = ein ONS und gilt fiir alle z € H die Parseval’sche Gleichung, so ist {e,}, >,
ein VONS.

Beispiel 1.4 Der Raum der quadratisch summierbaren Zahlenfolgen

¢ = { = (&)X : éneCan2<oo}

versehen mit dem inneren Produkt

oo
<$7y>£2 = anm7 T = (fn)nozom Yy = (Un)noﬁo )
ist ein Hilbertraum (vgl. [3, Folg. 0.8]). Das System {xy, : k € No} mit xj, = (0ng),0 ist VONS
in (2,(.,.)p) . Ist (H,(,.)) ein Hilbertraum mit dem VONS {e,:n € No} , so ist die oben
beschriebene Fouriertransformation F : H — (2 wegen der Parseval’schen Gleichung ein iso-
metrischer Isomorphismus.

Beispiel 1.5 Wir betrachten den Hilbertraum L?(—1,1) der Klassen quadratisch summierbarer
Funktionen f: (—1,1) — C mit dem inneren Produkt

1 R
r9) = (F 9parn) = / gt di

Das Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren, angewendet auf das linear unabhdingige System
{bn, : m € No} mit b,(t) = t", fihrt auf das VONS {L,, : n € No} der normierten Legendre-
Polynome L, (t).

1.2 Lineare und beschrinkte Operatoren

Es seien X und Y lineare Rédume iiber dem Koérper K der reellen oder der komplexen Zahlen.
Bekanntlich nennen wir eine Abbildung f : X — Y, z — f(z) linear, wenn fiir beliebige
r1,T9 € X und a1, as € K die Beziehung

flarzy + apra) = a1 f(z1) + az f(x2)
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gilt. Oft nennen wir eine solche lineare Abbildung auch linearen Operator und schreiben f(x)
in der Form Az . Die Menge aller linearen Operatoren zwischen X und Y bezeichnen wir mit
L(X,Y). Sie ist mit der Definition

(0¢A+ pB)x = a(Ax) + B(Bz), «a,p€K, A,Be L(X,Y),
selbst wieder ein linearer Raum iiber K.

Satz 1.6 Es seien (X, |.||x) und (Y, ||.|ly) zwei normierte Rdume tber K sowie A € L(X,Y).
Die Abbildung A : X — Y , x — Ax ist genau dann stetig, wenn eine der folgenden Bedingun-
gen erfillt ist:

(a) A:X — Y ist gleichmdfig stetig.
(b) A: X — Y ist im Punkt © € X stetig.

(¢c) Es existiert eine Konstante M € R mit der Figenschaft

|Azlly < Mllelx Vo eX. (1.3)

Wenn es nicht zu Missverstdndnissen kommen kann, verzichten wir im Weiteren auf die Indi-
zierung der Normen. Die Menge der Operatoren A € L(X,Y), fiir die eine (und somit jede)
der Aussagen (a)-(d) des Satzes 1.6 erfiillt ist, bezeichnen wir mit £(X,Y). Definieren wir fiir
Ae L(X)Y)

|l oy = sup {lAz] s € X, o] < 1} (1.4

so wird (£(X,Y),]. E(va)) zu einem normierten Raum, dem Raum der beschrinkten li-
nearen Operatoren. Im Fall X =Y schreiben wir £(X) statt £(X,X).

Satz 1.7 ([3], Satz 1.5, Satz 1.30) Der Raum (L(X,Y),|.|lx_y) ist genau dann ein Ba-
nachraum, wenn Y ein Banachraum ist.

Fir A € £(X,Y) ist der Nullraum N(A) :={z € X : Az = ©} von A stets ein abgeschlossener
linearer Teilraum von X. Das Bild {Az : 2 € X} ist ein linearer Teilraum von Y und wird
mit R(A) bezeichnet. Die Elemente von L(X,K) nennt man lineare Funktionale. Der Raum
(L(X,K), | L(XK) ) der linearen stetigen Funktionale heift dualer Raum zu X und wird mit
X* bezeichnet.

Theorem 1.8 (Riesz’sches Darstellungstheorem) Es seien H ein Hilbertraum und f €
H*. Dann existiert genau ein xy € H, so dass

f(x) = (z,zy) VzeH.
Dabei gitt || sz = 1o sy -

Man kann also H* mit H iiber die Abbildung f — =z identifizieren. Dabei gilt fiir f,g € H*
und «, 8 € K die Zuordnung o f + 8g — azy + Bxg.



Kapitel 2

Spezielle Klassen von Operatoren

2.1 Selbstadjungierte Operatoren
Fir A € L(H) ist A* € L(H) definiert durch
(Az,y) = (z,A"y) Va,yeH.

Dabei gilt (A*)* = Aund ||A|| = ||A*|| . Wir nennen A € L(H) selbstadjungiert, wenn A* = A
gilt. Im Weiteren sei, falls nichts Anderes gesagt wird, H ein Hilbertraum iiber dem Korper der
komplexen Zahlen.

Satz 2.1 Der Operator A € L(H) ist genau dann selbstadjungiert, wenn (Ax,z) € RVx € H
gilt.

Satz 2.2 Ist A € L(H) selbstadjungiert, so gilt
[All = sup{|{Az,z) | : z € H, [lz]| =1} .

Da fiir selbstadjungierte Operatoren A, B € L(H) gilt (A B)* = B*A* = B A, ist das Produkt
zweier selbstadjungierter Operatoren genau dann selbstadjungiert, wenn sie vertauschbar sind,
d.h., wenn B A = AB ist. Wir nennen A € £(H) invertierbar, wenn A~! € £(H) existiert. In
diesem Fall gilt (A~1)* = (A*)7!.

Sei A € L(H). Das Spektrum o(A) des Operators A ist die Menge der A € C, fiir die der
Operator A — AI nicht invertierbar ist. Ein A € C heifit Eigenwert von A, wenn N(A — \I) #
{©}, und ein z € N(A — AI) \ {©} Eigenvektor zum Eigenwert A. Mit p(A4) = C \ o(A)
bezeichnen wir die sogenannte Resolventenmenge des Operators A € L(H).

e Esgilt 0(A) C {A € C:|A| <|A|} . Die Resolventenmenge ist offen und somit das Spek-
trum kompakt. Das ergibt sich aus der Tatsache, dass die Menge GL(H) der inver-
tierbaren Operatoren offen ist in £(H). Ist namlich £ € L(H) mit ||E|| < 1, so gilt

(I - BE)™' =Y E". Fiir beliebige A, ' € L(H) mit ||E[| < |A~!||™" folgt die Invertier-
n=0

barkeit von A + E dann aus A+ E = A(I + A7'E) und ||A'E|| < 1. Insbesondere

sieht man damit, dass A — A\l = —\(I — A~1A) fiir |A\| > || A|| invertierbar ist, d.h.,

o(A) c{AeC: Al < [A]l} .

Sind nun A € p(A) und 0 < e] < (||[4 - /\I)*lH)*1 , so folgt die Invertierbarkeit von
A—A+e)l=(A= M) [I—e(A=X)"] ,also A+ € p(A).

11



12 KAPITEL 2. SPEZIELLE KLASSEN VON OPERATOREN

Wir bemerken, dass fiir einen linearen Teilraum Hg C H stets (HOL)L = Hj gilt.
Satz 2.3 Sei Ae L(H).
(a) Es gilt N(A*) = R(A)* und R(A) = N(A*)*.
(b) A € L(H) ist genau dann invertierbar, wenn ein € > 0 existiert, so dass
[Azl| > ezl und [[A%z]| > ezl VeecH
gilt.

(c) FEin selbstadjungierter Operator A € L(H) ist also genau dann invertierbar, wenn eine > 0
existiert, so dass

|Az|| >e|lz| VxeH
gilt.

(d) Fiir einen selbstadjungierten Operator A € L(H) gilt 0(A) C R, und Figenvektoren zu
verschiedenen Figenwerten sind zueinander orthogonal. Ferner gilt o(A) C [ma, M 4] mit

ma =inf {(Az,z) :x € H, ||z|| =1} wund My =sup{(Az,z):zcH, |z =1}.
Definition 2.4 Fin Operator A € L(H) heifst positiv, wenn (Az,x) > 0 fir alle z € H gilt.

Wegen Satz 2.1 ist also jeder positive Operator selbstadjungiert. Fiir zwei selbstadjungierte
Operatoren A, B € L(H) schreiben wir A < B bzw. B > A, wenn B — A positiv ist, also
(Az,z) < (Buz,x) fir alle z € H erfiillt ist.

Satz 2.5 Flir einen positiven Operator A € L(H) gilt
[(Az,y) > < (Az,z)(Ay,y), z,yeH
(verallgemeinerte Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung).

Satz 2.6 Sind A, B,C € L(H) selbstadjungierte Operatoren und T € L(H), so gilt:

Aus mal < A< Myl folgt 0 < A—mal < (My—my)l, also
(A—mAI)2§(MA—mA)(A—mAI):(MAI—A)(A—mAI)+(A—mAI)2
und somit (Mal — A)(A —mal) > ©.

Satz 2.7 Ist A € L(H) selbstadjungiert, so gilt ma, M4 € o(A) (vgl. Satz 2.3).
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Eine Folge von Operatoren A4, € L(H) nennt man stark konvergent, wenn ein Operator
A € L(H) existiert, so dass ILm |Apz — Az|| = 0 Vo € H gilt. Man schreibt dann auch
n o

A, — A.

Eine Folge von Operatoren A,, € £L(H) heifit beschrénkt, wenn die Zahlenfolge (|| Axl)), =,
beschriinkt ist. Eine Folge selbstadjungierter Operatoren A, € L(H), n € N, nennen wir mo-
noton, wenn entweder A, < A,411 Vn € Noder A, > A,1+1 Vn € N gilt.

Satz 2.8 Jede beschrinkte und monotone Folge selbstadjungierter Operatoren ist stark konver-
gent.

Man beachte: Der starke Grenzwert einer Folge selbstadjungierter Operatoren ist selbstadjun-
giert, was durch Grenziibergang in der Gleichung (A,z,y) = (x, A,y) zu sehen ist.

e Fiir eine stetige Funktion & : [0,1]> — C betrachten wir den Operator K : L2(0,1) —
L2(0,1) mit

1
(Ka)(t) = / k(t, $)a(s) ds .
0
Im Fall k(t,s) = k(s,t), (t,s) € [0,1]? ist dieser Operator selbstadjungiert. Dabei gilt
K| < sup {|k(t,s)| : (t,s) € [0,1]*} . Ist k(t,s) von der Form

N

k(t.s) =Y gr(8)gr(s)

r=1

mit stetigen Funktionen g, : [0,1] — C, so ist K positiv.

e Das Spektrum des Verschiebungsoperators

V:€2—>€27 (§07€17£27"'))_>(07§07§17'-')

ist gleich der Einheitskreisscheibe D ={A € C: [A\| <1} .

2.2 Orthoprojektoren

Nach Satz 1.1 existiert zu jedem abgeschlossenen linearen Teilraum M C H eines Hilbertraumes
H das orthogonale Komplement M, so dass H = M @ M*' . Jedes = € H lisst sich dann auf
eindeutige Weise in der Form = = xpp + oppr mit 2y € M und zpp1 € M+ darstellen. Der
durch Pynjz = xvm definierte Operator Py : H — H heifit Orthoprojektor von H auf M.

Folgerung 2.9 Fir P = Py gilt P* = P und ||P||pgg) =1, falls P # © (d.h. P € L(H)).

Folgerung 2.10 FEin linearer Operator P : H — H ist genau dann ein Orthoprojektor, wenn
fir alle x,y € H gilt
(P*,y) = (Pz,y) = (x, Py) ,

also genau dann, wenn P? = P und P* = P.

Ist P Orthoprojektor, so gilt
O<P<LI.

Auflerdem haben wir
x = Pr < |z| = ||Pz| .

Satz 2.11 FEs seien Pr,, Py : H — H zwei Orthoprojektoren.



14 KAPITEL 2. SPEZIELLE KLASSEN VON OPERATOREN
(a) Das Produkt Py, Py ist genau dann ein Projektor, wenn PPy = PymPr gilt. In diesem

Fuall ist PLPM = PLOM .

FEs gilt LLM genau dann, wenn PPy = ©.

)

c) Die Summe P, + Py ist genau dann ein Orthoprojektor, wenn L 1M ist.
) Die Differenz Py, — Py ist genau dann ein Orthoprojektor, wenn M C L erfillt ist.
)

Die Inklusion M C L ist sowohl dquivalent zu || Ppz|| < ||Prz|| Vo € H als auch dquivalent
2u Py < Py, .

In Anlehnung an Satz 2.11,(b) nennen wir zwei Orthoprojektoren P und ) orthogonal, falls

PQ = 0 gilt.

Folgerung 2.12 Sind Py, Py, ..., P, Orthoprojektoren, so ist ihre Summe Py + Py + ...+ P,
oo

genau dann ein Orthoprojektor, wenn sie paarweise orthogonal sind. Fine Reihe Z P, paarweise
n=0

orthogonaler Orthoprojektoren konvergiert stark gegen einen Orthoprojektor.

Wir sagen, dass A,, € L(H) schwach gegen A € L(H) konvergiert, falls

lim (A,z,y) = (Az,y) furalle z,yeH

n—o0
gilt.
Satz 2.13 Es sei (P,),=, eine Folge von Orthoprojektoren P, : H — H.

(a) Ist diese Folge (P,), =, monoton, so konvergiert sie stark gegen einen Orthoprojektor P :
H—H.

(b) Konvergiert die Folge (Py),~, schwach gegen einen Orthoprojektor, so konvergiert sie auch
stark.

Unter der Offnung zweier linearer Teilriume My, My C H versteht man die Zahl
OMy, Mz) := |22 — Prl gy
wobei P; = PM]- ,i=1,2.
Folgerung 2.14 Fiir zwei lineare Teilrdume My, Mo C H gilt
(a) O(M;,My) = O(M;,My) = O(Mj,M3y),

(b) O(M1, M) :max{ csup ||((I = Py)zl|, sup H(I—Pz)y\l} :
zEMa,||z||=1 yeMy,|lyll=1

Satz 2.15 Ist die Offnung zweier linearer Teilrdume kleiner als 1, so haben beide Riume gleiche
Dimension.

Definition 2.16 FEinen linearen Teilraum M C H nennen wir invarianten Teilraum des
Operators A € L(H), falls Az € M V2 € M. FEin linearer Teilraum M C H heifit reduzie-
render Teilraum des Operators A € L(H), wenn M und M* invariante Teilriume von A
sind.

Sei P = Py;und A € L(H).
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e M invariant bzgl. A = M invariant bzgl. A <= PAP = AP

e M* invariant bzgl. A <= PAP = PA <= M invariant bzgl. A*

e M reduzierend bzgl. A <= M invariant bzgl. A und A*

e A= A*: M reduzierend bzgl. A <= M invariant bzgl. A <= PA= AP

e M reduzierend bzgl. A = Az = PAPx+ (I — P)A(I - P)zVz € H

Beispiel 2.17 Es sei H = (*(Z). Fir z = (&,),>_., € (*(Z) definieren wir f(t) = Z it

k=—o00
—~ 1 2 . .
teT:={z€C:|z| =1}, so dass f € L*(T) und & = fj = o f(e*)e *s ds gilt, wenn
T Jo
L (% e
man das innere Produkt in L2(T) als (f,g) = Dy f(e*¥)g(e'®) ds definiert. Fir a € C(T) sei
T Jo

T°(a) : H — H der durch (T%a)x)j = (ﬁ)j , J € Z, definierte Operator. Dieser ist linear und
oo
beschrinkt. Auflerdem gilt T°(a)x = ( Z aj_k§k> , und T°(a) ist genau dann selbstadjun-
h=—00 JEL
giert, wenn a(t) reellwertig ist. Der Teilraum (3.(Z) = {z = (&,),2_. € *(Z) : & =0, k < 0}
ist genau dann ein invarianter Teilraum des Operators T°(a) , wenn ay, = 0V k < 0 gilt. Der Ope-
rator T(a) : 2(Z) — (2(Z), x — Py T°(a)x, wobei Py (£,),2 . = (...,0,...,0,&,&,...),

n=—oo

heifit Toeplitz-Operator mit dem Symbol a(t). ((3.(Z) kann natiirlich mit (* identifiziert wer-
den, vgl. Bsp. 1.4)

2.3 Isometrische und unitire Operatoren

Es seien (H, (.,.)) und (Hj, (., )]) , 7 = 1,2, Hilbertrdume.

Definition 2.18 Fine surjektive Abbildung V : Hy — Hy nennen wir eine Isometrie oder
isometrischen Operator, wenn

(Va,Vy)y = (z,y); Vz,yeH
gilt. Fine Isometrie U : H — H heif$t unitirer Operator.
Folgerung 2.19 FEin isometrischer Operator ist invertierbar und linear.

Folgerung 2.20 Sind V € L(Hy,Hy), R(V) = Hy und (Vz,Vz), = (x,x), Vo € Hy, so ist
V : Hi — Hs eine Isometrie.

Definition 2.21 Man nennt einen Operator V € L(H) eine partielle Isometrie , falls
(Va,Vz) = (z,z) YzeNV)*.
Satz 2.22 Ist V € L(H), so sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) V ist eine partielle Isometrie.
(b) V=VV*V.

(c) V*V ist ein Orthoprojektor.
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Beispiel 2.23 Es sei (ep), =, ein VONS in H. Dann ist der Operator
o0
V:H—H, xr—>z<x,en+1>en
n=0

eine partielle Isometrie.



Kapitel 3

Spektraleigenschaften
selbstadjungierter und kompakter
Operatoren

3.1 Stetige Funktionen selbstadjungierter Operatoren

Mit P(R) bezeichnen wir die Menge aller algebraischen Polynome mit reellen Koeffizienten. Ist
A € L(H) ein selbstadjungierter Operator, so sei C4(R) die Menge aller stetigen Funktionen
fima,Ma] — R. Fiir f € C4(R) setzen wir

ma(f) =min {f(t) :ma <t < Ma}, Ma(f) =max{f(t):ma <t <My}

und
Ya(f) = max {|f(t)] : ma <t < Ma} .

|
Weiterhin werden wir die Bezeichnung comm(A) fiir die Menge aller Operatoren aus £(H) , die
mit A € L(H) vertauschbar sind, verwenden.

Satz 3.1 Ist p € P(R) auf dem Spektralintervall [ma, M| des selbstadjungierten Operators
A € L(H) nichtnegativ, so gilt p(A) > ©.

Satz 3.2 Sei A € L(H) selbstadjungiert. Die Abbildung P(R) — L(H), p — p(A) kann auf
eindeutige Weise zu einer linearen und multiplikativen Abbildung

Ca(R) — L(H), [+ f(A)

fortgesetzt werden, die ||f(A)|| < va(f) erfillt. Dabei gilt fir alle Funktionen f € C4(R) und
g € C([ma(f), Ma(f)},R)

(a) ma(f)I < f(A) < Ma(f)I,
(b) comm(A) C comm(f(A)),
(¢) 9(f(A)) = (g0 f)(A).

Bemerkung 3.3 Die im Satz 3.2 erwihnte Multiplikativitit der Abbildung f — f(A) bedeutet,
dass fiir alle f,g € Ca(R) gilt (fg)(A) = f(A)g(A).

Folgerung 3.4 Die Abbildung C4(R) — L(H), f — f(A) ist positiv, d.h., f(t) > 0Vt €
[ma, Ma] impliziert f(A) > ©.

17
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Folgerung 3.5 Zu jedem positiven Operator A € L(H) gibt es genau einen positiven Operator
B € L(H) mit B2 = A, niamlich B =+/A.

Folgerung 3.6 Sind die positiven Operatoren A, B € L(H) vertauschbar, so ist auch AB posi-
tiv.

Folgerung 3.7 Sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann sind die Operatoren
|A| und AT = %(|A[ + A)
positive Operatoren, und es gilt
Al = VA2 und AtA” =6.

Es sei bemerkt, dass man |A| = VvV A*A fiir alle Operatoren A € L£(H) definieren kann. Fiir
A* = A fallt diese Definition mit der obigen zusammen.

Satz 3.8 (Polardarstellung) Zu jedem Operator A € L(H) existiert genau ein Operator V €
L(H) mit A=VVA*A und N(A) C N(V). Dabei ist der Operator V eine partielle Isometrie,
VA*A=V*A, und I = V*V = Pyy -

3.2 Spektralzerlegung selbstadjungierter Operatoren

1 t<A,
Fiir A € R und n € N definieren wir e, (t) = und
0 : A<t,
1 : t<)\—%,
exn(t) =4 n(A—t) + A=L<t<A,
0 : A<t.

Dann gilt fiir einen selbstadjungierten Operator A € L(H), fiir n € N, und fiir A < p (siehe
Folgerung 3.4)

(Ea) exn(4) < eun(4),
(Eb) © <exn(A) <exnt1(A) <I,
(Ec) I —exan(A) < [I—exn(A)] <I—exn(A).
Satz 2.8 und (Ea) liefern die Existenz eines Operators Ey € £L(H) mit
exn(A) — E\ =:e)(4). (3.1)
Satz 3.9 Sind f € C4(R), a,b € R und X\ < p, so gilt
(a) a(Ey— Ex) < f(A)(E, — Ex), falls a < f(t), t € [\ p],
(b) F(A)(Eu— ) < b(Ey — Ey), falls f(t) <b, t € [\, g
Satz 3.10 Die Operatoren Ey, A € R, sind Orthoprojektoren mit folgenden Eigenschaften:
(a) Ex=0 fir \<mu und Ex =1 fiir My <\,
(b) (A=ADE,<O<(A-X)(I—-E)),
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(c) Ex < E, fir A<,
(&) NEy — B\ < A(E, - Ex) < (B, - By) fiir A<
(e) Bxx =0, falls Ax = Az

Fir jedes A € R gilt: Die Riume R(E)) sind reduzierende Teilrdume fiir jeden Operator B €
comm(A) .

Satz 3.11 Zu jedem selbstadjungierten Operator A € L(H) und zu jeder Zahl X € R gibt es
genau einen mit A vertauschbaren Orthoprojektor Ey € L(H) der (b) und (e) von Satz 3.10
erfillt. Dabei gilt

Al - Ey))=A", AFEy=-A", (3.2)

und
A(I —2Ep) = |A|, A=|A|(I-2E)). (3.3)

Folgerung 3.12 Fiir jeden selbstadjungierten Operator B € comm(A) mit £A < B gilt |A| <
B, d.h., |A| ist der kleinste selbstadjungierte Operator mit diesen Eigenschaften.

Folgerung 3.13 Im Sinne der starken Operatorkonvergenz existieren die einseitigen Grenzwer-
te

Ex_o=lmE,, Byo=lmE,, Eio= lim B, FE = lm E
MO T TR TN TR T e T e

fir alle A € R, wobei Ex_og = Ey\ < Exyo gilt.

Mit O(H) C L(H) bezeichen wir die Menge der Orthoprojektoren in H.

Definition 3.14 FEine Abbildung R — O(H), A — E) nennen wir Spektralschar, falls
Ey < E, fir A\ < pund E_ = ©, E = I. Diese Schar heifst linksseitig stetig, wenn
Ey\_o = E) fiir alle A € R erfiillt ist.

Satz 3.15 Es seien A € L(H) selbstadjungiert und X\ — E) die entsprechende, durch (3.1)
definierte Spektralschar. Dann gilt

(a) R(Exto—E\)=NA-X)VAIeR,

(b) AeR\0(A) <= Fe>0:Ex=E,Vpe(A—e,A+¢).
Die Zahlen aus o(A), die keine Eigenwerte von A sind, werden Punkte des stetigen Spek-
trums o.(A) des Operators A genannt, die Menge 0,,(A) der Eigenwerte von A heifit dagegen

Punktspektrum. Folglich gilt A € 0.(A) genau dann, wenn E);¢ = E) und E);. # E)_. fiir
alle € > 0 erfiillt sind.

Beispiel 3.16 Es seien H = L?(—1,1) und A € L(H) definiert durch (Az)(t) = tx(t). Wir
zeigen, dass dann o(A) = o.(A) = [-1,1] gilt.

Es seien f : [a,b) — R eine Funktion, Z = {Ag, A\1,...,A\n} € ZJa,b] eine Zerlegung des
Intervalls [a, b] und

S(f7 27 M) = Zf(ﬂ]) (E)‘j - E)‘jfl)
j=1

eine entsprechende Riemann-Stieltjes-Summe beziiglich der Spektralschar E) , wobei p =
{pj:i=1,...,n}mit \j_1 < pj < Aj. Mit d(Z) = max {|\; — \j—1] : = 1,...,n} bezeichnen
wir den Durchmesser der Zerlegung Z .
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Definition 3.17 Wir nennen eine Funktion f : [a,b] — R Riemann-Stieltjes-integrierbar
bzw. gleichmifBig Riemann-Stieltjes-integrierbar auf [a,b] bzgl. E\, wenn fir jede Folge
von Zerlegungen (Zy)or_y 5 Zm € Z[a,b], mit limgy, o0 d(Zm) = 0 eine beliebige Folge zugehiri-
ger Riemann-Stieltjes-Summen (S(f, Zy, u'™))po_; in der starken bzw. Normtopologie konver-
giert. In diesem Fall setzen wir
b—0
FNAEy := lim S(f, Zp, ™)
m—o0

a
und
b b—0

/ fN)dEy = SN dEX + f(b) (Ebto — Ej) -

a a
Satz 3.18 Beziiglich einer linksseitig stetigen Spektralschar E) ist jede stetige Funktion f :
[a,b] — R gleichmdj$ig Riemann-Stieltjes-integrierbar.

b0

Es sei F) eine linksseitig stetige Spektralschar. Wir setzen JY(f) := fNdEy, f €

C([a,b],R). Fiir f,g € C([a,b],R) sind dann folgende Regeln giiltig:

(a) T2f)=T(f)+T(f),a<ec<b.

(b) T(f)(Eq—Ee)=THf),a<c<d<b.

() Jof+9) =T+ T, Taf) =aTl(f), a eR.
(d) Tb(fg) =T2(F)T(9).

(e) Jb(f)>©, falls f(t) >0VtE€ [ab].

Jedem Operator A € £(H) kann man einen Realteil Re A = Z(A+ A*) und einen Imaginérteil
ImA = L(A— A*) zuordnen. Es gilt dann

A=ReA+ilmA und A"=ReAd—-ilmA.

Dabei sind Re A und Im A selbstadjungierte Operatoren. Umgekehrt folgt aus A = A; +1i As mit
selbstadjungierten Operatoren A; € L(H), dass A = ReA und Ay =ImA.

Wir nennen einen Operator A € L(H) normal, wenn A*A = A A* gilt. Ein Operator
A € L(H) ist genau dann normal, wenn Re A und Im A kommutieren, was auch dquivalent ist zu

A*A=AA* = (ReA)? + (ImA)2.
Fiir einen selbstadjungierten Operator A € L(H) und eine Funktion f = fi +1i fa € C4(C) mit
fj € Ca(R) ist der Operator
f(A) = f1(4) +1f2(4)

wohldefiniert, wobei fi(A) = Re f(A) und f2(A) =Im f(A). AuBerdem gilt

(a) f(A) =Ff(4),

(b) (Af 4+ ng)(A) = Af(A) + png(A), f,g € Ca(C), A,neC,

(c) (f9)(A) = f(A)g(4), f.g € Ca(C).

Sei A € L(H) ein selbstadjungierter Operator. Definieren wir el4 = cos(A) +1i sin(A4) =: V', so
folgt V*V =V V* =1,d.h., V ist ein unitdrer Operator.

Satz 3.19 Sind A € L(H) selbstadjungiert, f € Cla,b], a < ma < My < b und E) die
Spektralschar von A, so gilt

b
£ = [ 1ovde,
und comm(A) = comm{FE) : A € R} .
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3.3 Kompakte Operatoren

Ein linearer Operator 7' : H — H heifit kompakt, wenn er jede beschrénkte Folge (), ~; mit
z, € H in eine prikompakte Folge (T x,,), 7 iiberfithrt. Eine Folge (xy),~; heift prikompakt,
wenn jede Teilfolge von (), eine konvergente Teilfolge enthélt. Die Menge aller linearen und
kompakten Operatoren bezeichnen wir mit IC(H). Es gilt L(H) € £(H), und C(H) ist eine
abgeschlossene Menge (bzgl. der Operatornormtopologie). Sind 7' € L(H) and dim R(T') < oo,
soist T'e K(H).

Beispiel 3.20 Ist h: [0,1]> — C eine Lebesgue-messbare Funktion mit

// |h(t,s)|* dsdt < oo,
[0,1]2

1
(Tu)(t) = /0 h(t, s)u(s) ds

definierte Operator T : L2(0,1) — L2(0,1) ein kompakter Operator. Das ergibt sich z.B. wie
folgt: Mit X§.n) (t) bezeichnen wir die charakteristische Funktion des Intervals [%, %} , J =
1,...,n € N. Fiir ein beliebiges € > 0 existieren ein n € N und Zahlen )\5.7;)

so ist der durch

€ C, so dass

2

/ /[0 - ht.s) =3 ST A @) (s)| dsdt < 2.

j=1k=1

Der Operator T : L2(0,1) — L2(0,1) mit

~ 1 n n
e = [ 30 S NP O (sl ds
0 =1 k=1

(n)
- J
pakt und gentigt der Relation HT — THE(L2(0 ) < e. Wihlen wir also eine Nullfolge (g,,) positi-
ver Zahlen, so finden wir Operatoren T, € K(L2(0, 1)), die in der Norm gegen T konvergieren.
Die Abgeschlossenheit von K(L2(0,1)) in der Operatornormtopologie liefert die Kompaktheit des
Operators T .

hat endlichdimensionales Bild (der Bildraum wird von den x: " (t) aufgespannt), ist somit kom-

Satz 3.21 FirT € K(H) ist R(I —T') abgeschlossen.
Folgerung 3.22 Sind T € K(H) und A € C\ {0}, so ist R(T — \I) abgeschlossen.
Satz 3.23 Flir einen Operator T € K(H) gilt:

(a) Sind A € C und dim N(T' — A\I) = o0, so ist A=0.

(b) Der einzig mégliche Hiufungspunkt der Menge der Eigenwerte von T ist die Null.

(c) Sind X\ € C und (z,),=, , ©n € H, eine Punktfolge mit zo # O, (T' — X)zo = © und
(T —MN)zxpy1 =2, n=0,1,2,..., s0ist A\=0.

Fiir einen Operator T' € L(H) sind folgende Aussagen dquivalent:
(A) T'e K(H),
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(B) T*T € K(H),
(C) T* € K(H).

Folgerung 3.24 FEs sei T € K(H). Dann gilt diim N (T — \I) < oo fiir alle A € C\ {0} , und die
Menge o(T) \ {0} besteht aus hichstens abzihlbar vielen Eigenwerten, die sich nur in 0 hiufen
konnen. Ist A # 0 ein Eigenwert von T, so ist X ein Eigenwert von T*. Es ist 0 € o(T), falls
dimH = co.

Fiir einen kompakten Operator 7' € L(H) und A = I — T haben wir also:

1. Die Fredholmsche Alternative: Ax = y ist genau dann fiir jedes y € H in H l6sbar,
wenn die Gleichung eindeutig losbar ist.

2. Endlich viele Lo6sbarkeitsbedingungen: Az = y € H ist genau dann in H I6sbar,
wenn y € N(A*)*L gilt. Dabei ist dim N (A*) < co.

Satz 3.25 Fir jeden kompakten und selbstadjungierten Operator T € L(H) existieren eine
endliche Folge oder eine Nullfolge reeller Zahlen Ao, A1,... mit |Ao| > |A1] > [A2] > ... und
paarweise orthonormale Vektoren e, € H | so dass

T:z:Z)\k(x,ek>ek VreH.
k

Definiert man Prx = (x,e) e, x € H, so ist P, ein Orthoprojektor, und es gilt P,P; = © fiir
k # j sowie
T=> MP,
k

wobei im Fall unendlich vieler Eigenwerte die Rethe in der Operatornorm konvergiert.

Satz 3.26 FEin linearer Operator T : H — H ist genau dann kompakt, wenn eine Folge li-
nearer Operatoren mit endlichdimensionalem Bild existiert, die in der Operatornorm gegen T
konvergiert.

Beispiel 3.27 Der Operator K : L2(—1,1) — L2(—1,1), wobei o(t) = (1 — t2)_% , definiert
durch

1
(Ku)(t) :—jr/ In|s — | u(s) o(s) ds

-1

ist kompakt. Wir geben seine Diagonaldarstellung entsprechend Satz 3.25 an.



Kapitel 4

Spektralintegrale

4.1 Im Allgemeinen unbeschrinkte Operatoren

Einen Operator A : D(A) C H — H nennen wir linear, wenn sein Definitionsbereich D(A)
ein linearer Teilraum von H ist und wenn fiir alle z,y € D(A), \,u € C gilt ANz + py) =
AAx+p Ay . Die Menge aller dieser linearen Operatoren bezeichnen wir mit L(H) . Ein Operator
A € L(H) heifit Einschrinkung von B € L(H) (oder B ist Fortsetzung von A, in Zeichen:
A C B oder B D A), falls D(A) C D(B) und Ax = Bz Vo € D(A) gilt. Wir definieren fiir
A,Be L(H)und A e C

e DINA)=D(A) und MNA)z = Az, z € D(A),

e D(A+B)=D(A)ND(B)und (A+B)x=Ax+Bx,z € D(A+ B),

e D(AB)={z € D(B): Bx € D(A)} und (AB)x = A(Bz), xz € D(AB).
Folglich ist D(A — A1) = D(A) VAe L(H), A€ C. Sind A, € L(H), n € N, so schreiben wir
A= lim A,, falls

n—o0

e D(A) = {x €H:3ny=mnp(x) mit z € ﬁ D(An)} und

n=no

Az = lim A,z Va € D(A).

n—oo

Offenbar gilt lim A, € L(H). Aulerdem definieren wir fiir A € L(H)
n—o0
o comm(A)={Be L(H): Bxe D(A), ABx=BAxVzec D(A)}.

Beispiel 4.1 Wir betrachten zwei Beispiele unbeschrdinkter Operatoren:

a = L2 =4 : 212(t)]? 00 T =tx(t).
(a) H=L*(R), D(A) {EH /Rt](t)|dt< },(A )(t) = tx(t)

(b) H=1L2(R), D(B) = S(R) := {x € C*(R) : sup 1t 2™ (t)| < 00, Vn,m e NO} :

(Bx)(t) = —2"(t) + t2x(t) .

Definition 4.2 Sind A € L(H) und D(A) = H, so kann der adjungierte Operator A* ¢
L(H) eindeutig mittels

D(A*) = {y € H :sup{|(Az,y)|: = € D(A), |z = 1} < oo}

23
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und

(Az,y) = (z,A%y) Va e D(A), Vye D(AY),
definiert werden.
Aus A C B folgt B* C A*.

Definition 4.3 Es seien A € L(H) und D(A) = H. Die Zahl A € C heifit regulidrer Punkt
von A, wenn ein Operator Ry € L(H) ezistiert, so dass

R\(A- XDz =xzVxe DA wund (A—AX)Ryzx=zVzrecH.

Die Menge aller A € C, die keine requliren Punkte von A sind wird Spektrum von A genannt
und mit o(A) bezeichnet. Die Menge p(A) = C\ o(A) heifst Resolventenmenge von A.
Man beachte: Erfiillt Ry die Definition 4.3, so gilt D(A) = R(R)) .

Satz 4.4 Sind A € L(H) und D(A) = H, so sind p(A) offen und somit o(A) abgeschlossene
Teilmengen von C. Auferdem gilt

comm(A) = comm(R)) VA€ p(A).

Sind A\, € p(A), so gilt
Ry— R, =(A— p)R,Ry und R\R, = R,R).

Falls A € p(A), so schreibt man auch Ry = (A—AI)~!, weil in diesem Fall A—\I : D(A) — H
eine Bijektion mit beschranktem inversen Operator ist.

Definition 4.5 Wir nennen den Operator A € L(H) symmetrisch, falls
DA)=H und (Axz,y)= (z,Ay) Yz,y € D(A)

gilt. Der Operator A € L(H) heif$t selbstadjungiert, wenn A = A* ist.
Satz 4.6 Fir A € L(H) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist symmetrisch.

(b) AcC A*.

(¢) D(A) =H und (Az,z) ERVz € D(A).
Ein Operator A € L(H) ist genau dann selbstadjungiert, wenn

D(A)=H, (Az,z)cRVYzecD(A) und D(A*) C D(A)
erfillt sind.
Als Graph von A € L(H) bezeichnet man die Menge
I'A)={(z,Az):z € D(A)} CHxH.

Fiir A,B € L(H) sind A C B und I'(4) C I'(B) #quivalente Bedingungen. Wir versehen H x H
mit dem inneren Produkt

((z1,91), (fb‘z,y2)>Hxﬁ = (w1, 2) + (Y1, 92) -

Der Operator A € L(H) heiit abgeschlossen, wenn I'(A) eine abgeschlossene Teilmenge von
H x H ist. Das ist dquivalent zu

xn € D(A), 2y — 2z, yp=Ax, —y = € D(A), y=Ax.

Das Theorem vom abgeschlossenen Graphen besagt, dass ein abgeschlossener Operator
A e L(H) mit D(A) = H zu L(H) gehort.
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Folgerung 4.7 Sind A € L(H) selbstadjungiert, B € L(H) symmetrisch und A C B, so gilt
A= B. Ist A€ L(H) symmetrisch mit D(A) = H, so gilt A € L(H).

Definition 4.8 Ein Operator A € L(H) wird abschlie8bar genannt, wenn es einen abgeschlos-
senen Operator B € L(H) mit A C B gibt.

Satz 4.9 Fulls A abschlieffbar ist, so existiert eine kleinste abgeschlossene Fortsetzung A, die
AbschlieBung von A, in dem Sinne, dass A C B fiir jede abgeschlossene Fortsetzung B von A

gilt. Ist A € L(H) abschliefbar, so gilt '(A) =T'(A).

Beispiel 4.10 Wir zeigen, dass zu jedem unendlichdimensionalen Hilbertraum ein nicht ab-
schlieffbarer linearer Operator existiert.

Bemerkung 4.11 Ist A € L(H) ein abgeschlossener Operator mit D(A) = H, so gehirt \ zu
p(A) genau dann, wenn A — X : D(A) — H eine Bijektion ist.

4.2 Selbstadjungierte Operatoren

Satz 4.12 Fs seien f : R — R eine stetige Funktion, Ey eine linksseitig stetige Spektralschar,
Jn(f) = ff;o f(N)dEy, D(A) = {x eH:3 ILm Jn(f)x} und Az = le Jn(f)x. Dann ist
A= J(f) € L(H) ein selbstadjungierter Operator, fir den wir auch

oo n—0
A=J(f) :/_ F(\)dEy := lim F(\) dE,y

n—=e ) _p
schreiben. Falls f beschrinkt ist, so gilt A € L(H).
Satz 4.13 Es sei A € L(H) ein selbstadjungierter Operator. Dann gilt:
(a) o(A) CR.

(b) Ry = (A — XI)~! ist ein normaler Operator fiir X\ € p(A) und selbstadjungiert fiir X €
p(A)NR.

(¢c) Es existiert eine eindeutig bestimmte linksseitig stetige Spektralschar Ey mit
o
A= / AdE) .
—00

comm(A) = comm(FE)).

AufSerdem ist

Folgendes Lemma wird fiir den Beweis von Satz 4.13,(c) benétigt.

Lemma 4.14 FEs sei A e L(H).

(a) Ist A = V/A*A die Polarzerlegung von A (vgl. Satz 3.8), so ist A* = V*VAA* die
Polarzerlequng von A* . Auflerdem gilt v AA* = V/A*AV*.

(b) Ist A ein normaler Operator, so existiert ein unitdrer Operator V.€ L(H) mit VA=AV
und A =VVA*A.
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Kapitel 5

Differentialoperatoren in L?(a, b)

Wir erinnern daran, dass wir mit I'(A) den Graphen des Operators A € L(H) bezeichnen. Ferner
definieren wir V: Hx H — H x H, (z,y) — (—y,z), wobei wir H x H mit dem inneren
Produkt ((z,y), (z,w)) := (x, z) + (y, w) ausstatten.

Lemma 5.1 Es seien A € L(H) und D(A) = H. Dann gilt:

(a) T(A%) = V(D))" .
(b) A* ist abgeschlossen.

)
)
(¢) A ist genau dann abschliefbar, wenn D(A*) = H gilt. In diesem Fall ist A = (A*)* =: A**.
(d) Ist A abschliefibar, so gilt (A)* = A*.

)

(e) Der Operator A ist genau dann selbstadjungiert, wenn I'(A) = [V(I'(A))]* gilt. In diesem
Fall ist T'(A) + V(I'(A)) =H x H.

Lemma 5.2 Es seien F': X — C und F; : X — C, j = 1,...,n, lineare Funktionale auf

dem linearen Raum X, wobei
() N(F) € N(F)
i=1

n
gelte. Dann existieren v1,...,v, € C, so dass F = nyjFJ
j=1

Im Weiteren seien —oo < a < b < oo und H = L?(a,b). Eine Funktion f : (a,b) — C heift

absolut stetig, wenn ein ¢ € (a,b) und eine lokal integrierbare Funktion g : (a,b) — C (in
Zeichen: g € L (a,b)) existieren, so dass

f@) =)+ [ “g(y)dy Vae(ab).

In diesem Fall schreiben wir g = f". Mit A, (a, b) bezeichnen wir die Menge aller n — 1 mal stetig
differenzierbaren Funktionen f : (a,b) — C, fiir die f*~Y : (a,b) — C absolut stetig ist.

Satz 5.3 Flir jedes n € N und jedes € > 0 existiert eine Konstante co = co(n, ), so dass

/!f” \Qd:c<€/ | F) \de+co/ \f(@)Pdx Vfe A (0,1), Vj=0,1,...,n—1.
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Folgerung 5.4 Sind f € A,(a,b) NL%(a,b) und f € L%(a,b), so gilt auch f9) € L?(a,b),
j=1....n—1, —co<a<b<oo.

Wir definieren WZ(a,b) := {f € A,(a,b) N L*(a,b) : e L?(a,b)} (Sobolevraum r-ter Ord-
nung).

Folgerung 5.5 Ist f € W2(a, ), so folgt fU) € Cla, b] j=0,1,...,7 =1, wobei f9)(c0) =0
(fW(=00) = 0), falls b= o0 (a = —00), j=0,1,...,r = 1.

Mit D : Ai(a,b) — Ll _(a,b) bezeichnen wir den Differentialoperator Df = f’, und wir
definieren C{°(a,b) := {f € C>*(a,b) : supp f C (a,b)} ,

sowie

D(A;) = WP(a,b), A.f=(—iD)"f.
Satz 5.6 FEs gilt

(a) AY ist symmetrisch,

b
(b) R(AY) = {g € Ci°(a,b) : / wg(x)de=0,j=0,1,...,r — 1} =: Cg5.(a,b),
(©) (A" = A, 47 = 7T,

(d) D(AY) = {f € W2(a,b) : fD(a) = fD(b) =0, =0,1,...,r —1} = W>'(a,b).

Folgerung 5.7 Ist (a,b) = R, so ist der Operator A, selbstadjungiert. Ist aber (a,b) # R, so
sind AY und A, keine selbstadjungierten Operatoren.

Folgerung 5.8 Im Fuall (a,b) = R gilt 0(Asg;) = [0,00) und o(Az—1) =R.

Wir bemerken, dass in Satz 5.3 das Intervall (0,1) durch ein beliebiges beschrénktes Intervall
(a,b) ersetzt werden kann, wobei die Konstante ¢ nicht von a und b abhéngt, wenn nur b—a > ¢y
mit einer geeigneten positiven Konstanten ¢y gilt. Hieraus folgt, dass

/If]) ) a:<e/ £ |2da;+co/ If(@))?dz YV fe An(a,b), Vj=0,1,....,n—1

und Folgerung 5.4 auch fiir unbeschrénkte Intervalle (a,b) gelten.
Begriindung: Im Beweis von Satz 5.3 hatten wir die Ungleichung

B 9.34 B B
[ r@Par< 5 [ ir@pP o sor? [P ds
(b—a)(i—1)

erhalten, wobei L = 8 — a > 0 ist. Anwendung dieser Ungleichung auf o = a + —,+—,
18 =a+ (b a)]

und Aufaddieren fiir j = 1,...,m ergibt

/\f |de< /\f \2dx+ /|f” ) da .

Ist nun b —a > £y := /5, so wihlen wir m € {2,3,...} so, dass

2(b—a)? <e< 2(b —a)?

m? °= (m —1)2
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gilt, und erhalten

b b b
[1r@par<® [wpare [P

Damit kann man den Induktionsbeweis fiir Satz 5.3 dann fortsetzen.

Wir nennen einen symmetrischen Operator A € L(H) positiv definit, falls eine Konstante
v > 0 existiert, so dass (Az,z) > ~2[|z|? fiir alle 2 € D(A) gilt.
Beispiel 5.9 Im Fuall —co < a < b < oo sind die Operatoren A(Z)r und T& positiv definit. Z.B.
im Fall (a,b) = R oder (a,b) = (0,00) ist der Operator AY, nicht positiv definit.
Fir z,y € D(A) definieren wir (x,y), = (Az,y) . Ist A € L(H) positiv definit, so ist (.,.),
ein inneres Produkt auf D(A). Die Vervollstindigung des Raumes HY := (D(A), (,,.),) ist

isometrisch isomorph zu einem linearen Teilraum H 4 von H. Dies kann man wie folgt zeigen:

1. Bekanntlich kann man die Vervollstdndigung X von HY als den Raum der Aquivalenzklas-
sen [(zy,)]~ beschreiben, deren Elemente Cauchyfolgen in HY sind, wobei die Aquivalenz-
relation “~" definiert ist durch

(zn) ~ (yn) = nlglolo lzn — yn”A =0.
Das innere Produkt in X ist gegeben durch
([l ()] = T )

Der Teilraum Xo = {[(z)]~ : 2 € HY} der Aquivalenzklassen mit konstantem Repréisen-
tanten ist dicht in X und isometrisch isomorph zu HOA .

2. Die Abbildung J : X — H, [(z,))]~ — limy z,, ist wohldefiniert, denn aus [(z,)]~ € X
folgt wegen |zp, — m| 4 > 7 l|an —zm| , dass (x,) Cauchyfolge in H ist und limg z,
existiert unabhingig von der Wahl des Reprisentanten (z,,) der Aquivalenzklasse.

3. Die Abbildung J : X — H ist linear und injektiv. Die Injektivitdt ergibt sich wie folgt:
Ist J[(zn)]~ = O, so folgt nach Definition der Abbildung J, dass li_}m |zn|| = O ist.
Andererseits ist (z,) Cauchyfolge in HY , so dass ([(mk)fle]w);ozl Cauchyfolge in X ist.

= [(zn)]~ (Konvergenz in X). Fiir ein

~

Damit existiert ein [(2,)]~ € X mit Lim [(z4),]
k—ro0

beliebiges [(y)°2,]_ € Xo gilt nun

n=1
((@e)nzl o [Watilog = @ v)a = (Azk,y) = (2k, Ay) — 0 (k — 00),
so dass auch
((zn)nzal s [(W)ntal g =0
fiir alle [(y)°2,]_ aus der in X dichten Menge Xg gilt. Somit ist [(2,)]~ gleich dem Null-

n=1
element in X, was bedeutet, Dass lim |z,]/, = 0 und somit auch lim |jz,||, = 0 gilt,
n—oo n—oo

d-h., [(zn)]~ = [(©)]~ .

4. Wir setzen Hy := {J[(xn)]N C(zn)]~ € X} , und fir z,y € Hy definieren wir

(@,y) 4= (T2, I y)g -
(Diese Bezeichnung ist gerechtfertigt, da fiir z,y € HOA dieses innere Produkt den oben de-

finierten Wert annimmt.) Dann sind (Hg, (.,.) 4 ) und (}NC, (.,.)..) zueinander isometrisch

isomorph (iiber die Abbildung J : X -—H A), weshalb wir H4 als Vervollstdandigung von
HY betrachten kénnen.
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Dieser Hilbert-Raum (Hy, (.,.)4) wird energetischer Raum des positiv definiten Operators
A € L(H) genannt. Die Norm in H4 bezeichnen wir wieder mit |||, , d.h., ||z 4, = /(z, ) 4 .
Wir haben also D(A) = HY c Hy € H, und HY ist dicht in Ha .

Sind nun = € Hy und [(z,,)]~ = J 'z, so folgt

: _ . o ~1 ~1 _
nh_}n;onnfo =0 und klggoﬂxkfa:HA—klggOHJ xp—J xHN =0 (5.1)

(beachte: J~1zy, ist die Aquivalenzklasse, die die konstante Folge (z1)°° ; enthlt). Aus ||z, 4, <
7~ ||op | und (5.1) folgt durch Grenziibergang

|zl <+t e, VzeHa. (5.2)

AuBlerdem gilt
(z,y)o = (Az,y) Ve D(A), Vye Hy. (5.3)

Im Weiteren sei A € L(H) positiv definit.

Satz 5.10 Ein Element x € H gehirt genau dann zu Hy , wenn eine Folge (xy,),>; mit x, €
D(A) existiert, die eine Cauchy-Folge in HY ist und fiir die lim ||z, — x| = 0 gilt. Dabei ist
n—oo

auch nlgrolo |zp — ||, =0.
Beispiel 5.11 Sei —co < a < b < o0o. Der energetische Raum des Operators Aigr st gleich
W:2'(a,b).

Satz 5.12 Es existiert genau ein selbstadjungierter Operator B € L(H) mit D(B) C Hy und
(Bx,y) = (v,y) 4 Vo € D(B) undVy € Hy. Auferdem gilt (Bx,x) > +* |z||> , € D(B), und
D(B)=D(A*)NHy.

Wir bemerken, dass D(B) = {x e Hy : 37 € H mit (z,y), = (Z,y) Yy € Hy} und Bz = 7.
Offenbar gilt fiir z € D(A) unter Beriicksichtigung von (5.3)

<Bx,y>=<x,y>A:<Ax,y> VyEHA,

so dass Bx = Ax . Folglich ist A C B. Den Operator B nennt man Friedrichs’sche Fortset-
zung des Operators A (in Zeichen: B =: A").

Beispiel 5.13 Sei —oco < a < b < oco. Aus Satz 5.12, Satz 5.6,(c),(d) und Beispiel 5.11 folgt
D((A5,)F) = D((A3,)") N W20(a,b) = D(As,) N W20(a,b) = W3,(a,b) N W20(a,b).
Ferner folgt aus AY, C (A9,)F auch AY. < (A9,)F, also (T&)F = (A9,)F' . Die Friedrichs’sche

Erweiterung (AgT)F von A3 ist also gleich (A3,)Y und gegeben durch
D((A5,)7) = {f € Wh.(a,0) : fD(a) = fO () =0, j = 0,1,...,7 = 1} = Wi (a,b)
und
(A43,)" f = (-iD)* f .
e Sind H ein reeller Hilbertraum, A € L(H) positiv definit, y € H und minimiert zo € D(A)
das Funktional F'(z) = (Az,z) — 2 (z,y) , x € D(A), so gilt Azg=1y.
Begriindung: Sei F(xg) < F(x) Vo € D(A) fur ein g € D(A) . Dann folgt
9(0) < g(a) :==F(zo+az) Vze D(A), YVaeR,
wobei
F(xo + az) = F(x0) + 2a (Axg — 1y, 2) +a? (Az, 2) .
Damit ist ¢'(0) =2 (Azg —y,2) =0V z € D(A), woraus Az =y folgt.
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e Umgekehrt folgt aus obigen Uberlegungen auch, dass 2o € D(A) und Az = y impliziert
F(z) > F(xg) Vo € D(A)\ {zo} .
e Das Minimierungsproblem
F(z) = ||lz|} —2(y,2) — min, z¢€Hy

besitzt eine eindeutige Losung o € Hy , die man verallgemeinerte Losung der Glei-
chung Az = y nennt. Dabei gilt Afzo =y.
Begriindung: Fir x € Ha gilt | (y,z)| < |lyll - ||| < v |yl - [|=]|4 - Somit existiert ein
xo € Hq mit (y, z) = (2, x) 4 Vo € Hy . Es folgt
2 _ 2 2
F(a) = [lzla — 2 (zo,2) 4 = [lz — o[l — llzolla

und somit die Behauptung.

e Wir bemerken, dass y = Afzq gilt. Man nennt xzy € H, die verallgemeinerte Lésung
der Gleichung Az =y .
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