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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Beispiele

1. Einfachstes Populationsmodell

P(t) - Grofe der Population zum Zeitpunkt ¢
P(t+ At) — P(t) = k P(t) At, k > 0— Vermehrungsrate.
Fiir At — 0 ergibt sich das Anfangswertproblem (AWP)
P't)y=kP(t), P0)=h.
Die einzige Losung dieses AWPs ist P(t) = Pyek? t € R.

2. Populationsmodell mit begrenzten Resourcen

P(t) - Quotient aus Grofle der Population zum Zeitpunkt ¢ und optimaler Populationsgrofie
P'(t)=k[1 - P@)|P(t), P0O)=Py, >0, k>0

Losung;:
a Py + (1 — Po)efkt

Die folgenden Abbildungen zeigen die Losung dieses Modells fiir ein Py < 1.

P(t)

L L L n T L L L L L
0 5 10 15 20 25 25 20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
t t

Populationsmodell mit begrenzten Resourcen: k = 0.3, Fy = 0.1

Die folgende Abbildung zeigt die Losung dieses Modells fiir ein Py > 1.
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Populationsmodell mit begrenzten Resourcen: k = 0.3, Ph = 1.3

3. Modell der konstanten Infusion

x(t) - vorhandene Menge der Substanz, die mit konstanter Rate r in ein System eingebracht
und mit einer Rate proportional zur vorhandenen Menge vom System abgebaut wird

#(t)=—kx(t)+r, kE>0,r>0
Losung des AWP’s 2(0) = zo:

z(t) = (on — %) ekt 4 % =z ekt 4 % (1 — e*’“>

0.9
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Modell der konstanten Infusion: £k = 0.3, r = 0.3, zg= 0.0

4. Abbau einer organischen Substanz in zwei Stufen

Die Substanz x wird mit einer Rate proportional zur vorhandenen Menge im Organismus
in eine Transportform y umgewandelt und dann mit einer ebensolchen Rate (z.B. durch
die Zellmembran) ausgeschieden.

z(t) = —ax(t)

y(t) = ax(t)—pLyt), a>0,8>0
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Losung des AWP’s z(0) = zg, y(0) = yo:

Yo — 270 ) eptp 2T0 mar a#pB
8 — «

B —a
(avzot + yo)e P? ca=p

z(t) =xpe t, y(t) = (

0.4
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Abbau einer organischen Substanz in zwei Stufen: « = 0.1, 5 =0.2, zg= 1.0, yg = 0.0
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Abbau einer organischen Substanz in zwei Stufen: « = 8 =0.1, x9 = 1.0, yo = 0.0

5. Wirkung eines Insektizids

Fin Insektizid impliziert eine Sterberate einer Insektenpopulation y proportional zur vor-
handenen Menge z des Insektizids, welches selbst mit der Rate v x zerfalle. Ohne Wirkung
dieses Insektizids moge sich die Insektenpopulation exponentiell vermehren.

£(t) = —yz), >0
y(t) = ay(t) = pBx)y(t), a>0,5>0
Losung des AWP’s z(0) = zg, y(0) = yo:

w(t) =zoe ', y(t) =yoetD mit A{) =at+ Fzo (e77t—1)
Y
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0.9

0.85

0.8

0.75
0

Wirkung eines Insektizids: o = 0.1, 5 =0.3, v=04, 29 =y9=1

6. Einfaches Riuber-Beute-Modell
x(t) - Beute-Population, y(t) - Réuber-Population

Annahmen:

- x(t) entwickelt sich exponentiell bei Abwesenheit von y .

- y(t) stirbt exponentiell aus bei Abwesenheit von z .

- Die Zahl der von y gefressenen x ist proportional der moglichen Anzahl von Begeg-
nungen xy .

Es ergibt sich folgendes Differentialgleichungssystem:

a(t) = ax(t) - Bt)yd),
y(t) = —yy(t) +oz()y(t).

Dabei sind «, 8,7, § positive Parameter.

250 T T T T 60

50

401

> 30

20+

. . . . . .
0 5 10 15 20 25 0 50 100 150 200 250
t X

Einfaches Réduber-Beute-Modell: zeitabhéingige und Phasenraumdarstellung
a=0.5, 3=0.03, y=1.0, § =0.01, 29 =100, yo =50

7. Rauber-Beute-Modell mit begrenzter Weidekapazitét

i) = alt- "2 a0 - seno,

g(t) = —yy(t) +8x(t)y(t) — ply®)*.
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Dabei sind «, 8,v,5, W > 0, i > 0. Im weiteren schreiben wir ein solches Differentialglei-
chungssystem kurz in der Form

b o e 3) e

gy = [-v+ox—pyly.

Ferner vereinbaren wir, dass, falls nichts anderes gesagt wird, auftretende Parameter (wie
a, f3,...) stets positiv sind.

200 T T T T T T T T T 60

180

50
160

1401
40r
120
Z 100 > 30+
80
20
60
40

20+

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 50 100 150 200 250
t X

Ré&uber-Beute-Modell mit begrenzter Weide: zeitabhéingige und Phasenraumdarstellung
a=0.5, =0.03, y=1.0, 6 =0.01, p=0, W =400, zg= 100, yp = 50

8. Ein Konkurrenzmodell
- x(t),y(t) - zwei Populationen mit gleicher Nahrungsquelle

- N(t) = y1z(t) + 01y(t) - benstigte Nahrungsmenge pro Zeiteinheit
- Ansatz:

st =a (1= )e0. a0 =5 (1- 50 ) ute).

Es folgt

i = [a—v(mz+hy)lz,
) = [B=dmz+ay)ly,
WObei’}/:%und(S:%.

350 T T T T T 180

160
300
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. . n 0 . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300 350
t X

Konkurrenzmodell: zeitabhéingige und Phasenraumdarstellung
a=0.2, §=0.1, v=10.001, § =0.0006, v = 0.6, 0; = 0.4, x9 =50, yp =120
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Konkurrenzmodell: zeitabhéingige und Phasenraumdarstellung
a=0.2, =0.1, v=0.001, 6 =0.0005, v = 0.6, 0; = 0.4, 29 =50, yp =120

9. Einfaches Epidemiemodell

Eine Population unterteile sich in

- x(t) - Suszeptible, d.h. Mitglieder, die gesund, aber ansteckbar sind,

- y(t) - Infizierte,

- z(t) - aus dem Ausbreitungsprozess der Krankheit ausgeschiedene Mitglieder (Immu-
nisierte, Tote).

Annahmen:

- verschwindende Latenzzeit,
- Geburts- gleich Sterberate (= konstante Populationsgréfie),

- Suszeptible werden nur bei Kontakten mit Infizierten angesteckt.

Wir erhalten

r = —axy,
= azy—fy,
z = Py,

wobei @ > 0 - Ansteckungsrate, 5 > 0 - Beseitigungsrate. Es folgt ¢ + ¢ + 2 = 0, d.h.
x + y + z = const . Offenbar geniigt es, die ersten beiden Gleichungen zu betrachten

r = —azxy,

(1.1)

y = axy—pPy.

Wir betrachten das Anfangswertproblem z(0) = 29 > 0, y(0) = yo > 0 zu diesem
Differentialgleichungssystem. Division der zweiten Gleichung durch die erste ergibt

Y@ =21,

d.h. eine gewohnliche Differentialgleichung vom Typ 1. Wir erhalten

y(m)zglnx—x—i-(;',
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d.h.
yx)=yo+axo+—In— —=z
« o
Wir haben
y/(x)zﬁ—lzo & m:x*:é
ax a
und 8
! *\ _ 0
( ) a (.I'*)Q <

Damit hat die Funktion y(x) an der Stelle 2* ein lokales Maximum. Ferner gilt

li = _—co= li .
Jim y(z) = —oo = lim y(z)

Somit kénnen wir folgende Schlussfolgerungen ziehen:

- Ist g < B/a, so klingt die Epidemie sofort ab.
- Ist zy > B/a, so breitet sich die Epidemie bis z = 2* = 3/« aus und klingt dann ab.
- Ein Teil der Population z; > 0 wird nicht von der Krankheit befallen.

08 ! ! ! ! ! 035
o7r 7 03t
0.6f
05

Zoar 1 >
03f
02

0.1

. . . . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
t X

Einfachstes Epidemiemodell: zeitabhéingige und Phasenraumdarstellung
a=0.75 =03, 2g=0.8, yg=0.2

Anfangswertprobleme: Bei den bisher betrachteten Beispielen sucht man i.Allg. Losungen,
die zu einem gegebenen Anfangszustand xo = z(0), yo = y(0), ... gehoren.

1.2 Die Losung gewisser Differentialgleichungen

2. 2’ = f(z) (Bsp. 2’ = cos® )
3. ' = f(x)g(t) (Bsp. 2’ +ta? =0, Spezialfall 2’ = g(t)z, vgl. Abschnitt 1.1, 5.)
4. o' = g(t)z + f(t) (Bsp. 2’ = 2tx + (2t — 1)e! mit Variation der Konstanten)

5. 2" = f(x) (Bsp. 2" = —x)
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1.3 Existenz und Eindeutigkeit

Zu einigen Beispielen im vorhergehenden Abschnitt haben wir Losungen der entsprechenden
AWP angegeben. Es stellt sich die Frage, ob diese Losungen die einzigen sind.

e Fiir die einfachste Differentialgleichung

wobei die stetige Funktion f(¢) gegeben sei, kénnen wir diese Frage sofort beantworten,
da wir wissen, dass sich zwei Stammfunktionen zu einer Funktion nur durch eine additive
Konstante unterscheiden.

e Das Beispiel
t=+/|z|, x(0)=0
zeigt, dass die Eindeutigkeit der Losung nicht immer gegeben ist, da sowohl z(¢) = 0
VvVt € R als auch

2
0 : t<0, 2 v
o v : 1 <0, 4 t<0,
z(t) =1 42 x(t) = 4 z(t) = 12
— = t>0, 0 : t>0, — = t>0
4 4 >V,

Losungen dieses AWPs sind.

e Es kann auch sein, dass eine Losung des AWPs nicht fiir alle ¢ € R existiert. So hat das

AWP
i=14+2%, z(0)=0

die Losung z(t) = tant, die nur fiir —% < ¢ < I existiert (vgl. auch das Beispiel 2’ +¢ 22 =
0, (0) = xo # 0 aus Abschnitt 1.2, 3.).



Kapitel 2

Lineare Systeme gewohnlicher
Differentialgleichungen

Die allgemeine Form eines AWPs zu einem System linearer Differentialgleichungen, welche wir
in diesem Kapitel betrachten, ist

Bi(t) =Y a(®)z;(t) + (), te(a,b), z(t) =2, j=1,....n, (2.1)
k=1

Dabei sind aj : (a,b) — R und f; : (a,b) — R gegebene stetige Funktionen sowie ¢y €
(a,b) C R und x? € R gegebene reelle Zahlen. Wir schreiben (2.1) kurz in der Form

i=A)z+ f(t), xz(ty) ="

A(t) = [ ajk(t) L}Z:l ) f(t) = [ fj(t) ];;1 ’ 20 = [ L ];;1 :

Unter einer Losung des AWPs (2.1) verstehen wir eine (stetig) differenzierbare Funktion ¢ :
(a,b) — R"™, t [ ¢;(t) ]jil , die den Bedingungen
n
vi(t) = aj(t)ei(t)+ fi(t), te(a,b) (to) =2%, j=1,...,n
Py jk\L)Pj j ; 5 ; @5 \lo /R J ) s Ty
j=1
genugt.

2.1 Die matrixwertige Exponentialfunktion

Wir betrachten das AWP (0) = 2% = € R? fiir das System

7}
75

.%"1:—2.7}1, .T2:3ZL'2.

Dieses System kann auch in der Form (vgl. oben)

T =Axz mit x:[xl],A:[_2 0]

T2

15



16 KAPITEL 2. LINEARE SYSTEME
geschrieben werden. Wir erhalten die Losung
0 zfe e7?t 0 9
p(t) = = ;
:178 edt 0 e xg

0

die man (vorerst formal als Verallgemeinerung der Losung e*z? von & = az, 2(0) = 20 € R) in

der Form

mit der Matrix

schreiben konnte. Das AWP z(0) = 2 € R? fiir

T1=—x1—3xy, To=2T9
schreiben wir in der Form
i=Az, z(0)=aza" (2.2)
mit A = [ _(1) _2 ] . Die Eigenwerte dieser Matrix sind \; = —1 und Ay = 2 mit den
. 1 1 9 -1 1 . 1 -1 .
Eigenvektoren v = 0 und v* = E Fiir die Matrix P = 01 gilt dann
11 -1 0
-1 ._ p—1 _
=0 wa pepapa| 0]

Mittels der Koordinatentransformation = Py bzw. y = P~ !z schreibt sich (2.2) als
y=By, y0)=y’ =P, (2:3)

also

=y, =2y, y(0) =1 =27+, y2(0) = y3 := 3.

Mit der bereits oben eingefiihrten Schreibweise erhalten wir als Losung von (2.3)
et 0 )
V() = 'y’ = :
0 e 9
und damit als Losung von (2.2)

p(t) =Py(t) =PePP 120 =
0,2t
THe

(29 + 29)e ™t — 2§ e ]

. . . .. . . .. -1
Schreiben wir diese Losung wieder in der Form x(t) = e'42%, so miisste et = PBP =

PetBP~1 gelten. Im Weiteren werden wir sehen, dass eine solche Funktion e* fiir t € R und
A € R™™™ tatsichlich definiert werden kann.

Eine jede Matrix A € R™*" kann als lineare Abbildung auf dem normierten Raum (R™, ||.||)
mit ||z]| = /2% + ... + 22 aufgefasst werden. Die Norm dieser Abbildung ist definiert als

[All = sup {[[Az| : 2 € R", [[zf| <1} .

Im Sinne der Konvergenz im normierten Raum (R™*™,||.||) definieren wir nun fiir jede Matrix
A E Rnxn

m—oo

1 1 =1 Tl
A 2 m _ T k
e —I+A+—2!A +...+—!A +...—]§ —k!A = lim ,; —k!A .
m =0 =0



2.1. DIE MATRIXWERTIGE EXPONENTIALFUNKTION 17
Satz 2.1 Fiir jede Matriz A € R™*" ist e wohldefiniert. Dabei gilt

(a) eI AT = T-1eAT YA e R™™ T e GR™",

(b) eAB =c4eB VA BcR"™ mit AB=DBA.

Folgerung 2.2 Es seien A € R™™ "™ und t,s € R. Dann gilt:

(a) Ist A=diag [ A1 ... Ay |, soetd =diag [ eM! ... eMl].

(b) elt+s)A etAetB’ (eA)—l — A

(c) Fir A= [ _2} € R2X2 gilt A = ¢0 [ cosb —smb} '

sin b cosb

a
b

o a b A a 1 b
(d)[stA—[O a],soe =e [O 1].

(e) FiirA:[)\ 0},3:[3 i]cz[‘g _S]GRQXQgilt

At
e 0
otA — [ ] ’ otB — Nt

0 e

1 ¢
0 1

SO _ gt cos(bt) —sin(bt)
’ a sin(bt)  cos(bt) |

Satz 2.3 Wir betrachten fiir eine gegebene Matriz A = [ aj ]

Vektor 20 = [ :L"g ]kn:l € R™ das Anfangswertproblem

n .
k=1 € R™ ™ und einen gegebenen

i=Azx, z(0)=2a° (2.4)
bzw.

n
B =Y agar(t), j=1,...,n, z,(0)=af, k=1,...,n.
k=1

Dann st
p(t) = pao(t) := ea?

die eindeutige Losung von (2.4), d.h.

() = Apgo(t) VtER und ¢u0(0) =2,

Folgerung 2.4 Fiir A = [ @k ]
Dann gilt

"€ R™™ definieren wir ® : R x R® — R, (t,z) — ez
Jik=1 !

(a) ®(0,z) =2 Vz € R",
(b) ®(t,®(s,z)) = P(t+s,2) Vi, s e R,V € R",

(c) puo(t) = ®(t,2°) ist eindeutige Losung des AWPs (2.4).
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Man nennt R"™ den Phasenraum und R x R" den erweiterten Phasenraum und die Abbil-
dung ® : R x R — R" den durch das Problem (2.4) definierten Fluss bzw. das zum Problem
(2.4) gehorige dynamische System. Die Abbildung .0 : R — R™, t s ®(t,2°) beschreibt
einen Weg im R™, der durch den Punkt 2° geht, die sogenannte Flusslinie durch z°. Das Bild
(die Kurve) selbst
o0 (R) = {(t, %) 1t e R}

nennt man Orbit (oder auch Lésungskurve, Bahnkurve, Trajektorie). Unter dem Pha-
senportrait des Systems in (2.4) versteht man die Familie aller Orbits ¢, (R), x € R™.

Beispiel 2.5 Wir betrachten nochmals die Systeme (vgl. (2.2) und (2.3))
t=Ax wund Y= By

. -1 -3 -1 0
mit A = [ 0 2 0 92
uns eine Vorstellung von den Phasenportraits dieser beiden Systeme.

1 -1

]undB:[ 0 1

] =P 'AP, wobei P = [ ] , und verschaffen

2.2 Zweidimensionale lineare Systeme

Wir betrachten fiir A € R2%2
T=Ax. (2.5)

dabei setzen wir det A # 0 voraus, so dass © der einzige stationédre Punkt fiir (2.5) ist. (Im Fall
det A = 0 ist © kein isolierter Gleichgewichtspunkt!) Wir wollen uns jetzt einen Uberblick iiber
mogliche Phasenportraits in der Umgebung dieses Punktes verschaffen. Es geniigt, die moglichen
(reellen) Jordan’schen Normalformen von A zu betrachten (vgl. Abschnitt 2.3):

Moy }

ety

1.A:{3 2]:><I>(t,x):{

(a) A <0< pu= 0O ist Sattelpunkt.

A=-0.2, u=0.15

Sattelpunkt



2.2. ZWEIDIMENSIONALE LINEARE SYSTEME

(b) A <pu<0=limo ®(t,z) = © = O ist stabiler Knoten.
(c) 0 <A< p=lim, o ®(t,x) = © = O ist instabiler Knoten.

A=-0.25, u=—0.15

-15 -10 -5 0 5 10

>

Knoten

A1 x| i tta
2.A—[0 )\]:><I>(t,x)—e [ - ]

(a) A <0 = O ist stabiler Knoten.
(b) A >0 = O ist instabiler Knoten.

A=-0.1

0.8

0.6

0.4

0.2

>

Knoten

15
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o 1 cos Bt — xo sin [t

B

wobel z1 + ixg = \/x% +x%ei9, 0 <6 <27, also cosf =

)

3. A= [ _aﬁ] :><I>(t,x):e°‘t[

e cos(ft + 0)
= x% + x%
e sin(Bt + 0)

21 sin Bt + a9 cos Bt
S S (falls (1 + ize # 0).
3 + 23

(a) o =0 = Die Orbits sind Kreise, © heifit Zentrum.

0=0.0, B=0.2
15 :

-0.5r b

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Zentrum

(b) @ <0 = © ist stabiler Fokus.

0=-1.0, B=—0.2

-0.51 b
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a=-1.0, p=0.2
1.5 ;
1 L .
051 i
><(\I 0 L .
-0.5} E
1+ |
_1 -5 L L L L L
5 -1 -05 0 0.5 1 1.5
X
.
Fokus

(¢c) @ >0 = O ist instabiler Fokus.

2.3 Die Jordan’sche Normalform, ein Stabilitidtskriterium

Wir erinnern an einige Fakten aus der Linearen Algebra, die Jordan’sche Normalform betreffend:

(a) Die Matrix A € R"*" habe die Eigenwerte A1,..., A\ € Rund \; = o +i8;, A\j = a;—iB;,
j=k+1,...;k4+m,mit k+2m =n, o € Rund §; € R\ {0}. Dann existiert eine Ba-
sis {ul, ... uf oL Wt ok kMY des Raumes R™, wobei die Vektoren u/, j =
1,....k,und w*td = w7 430kt | j =1,... m, verallgemeinerte Eigenvektoren der Ma-
trix A sind, so dass fiir die (invertierbare) Matrix P = [u! - -+ uF oLl .. pftm g hm]
die Beziehung

By 0
PlAP = :
0 B,
mit den Jordan-Blocken B; der Gestalt
Al 0
1
0 A
im Fall eines reellen Eigenwertes A = \;, j = 1,...,k, oder der Gestalt
D I 0
I
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mit D = [ g _g } und Iy = [ (1] (1) ] im Fall eines komplexen Eigenwertes A = a+if =

Oéj-f—iﬁj,j: 1,...,m, gilt.

Sind w/, j=1,...,k, und w9 = uFH7 £ivk+7 | j =1,... m, verallgemeinerte Eigenvek-
toren der Matrix A € R"™ ", so dass das System {u!,... u¥ oF 1 oF 1 phtm g ktm
eine Basis des R" ist, so ist A = S+N , wobei mit P = [u! - uF oL yF L. phtm g htm]

A1 0

o _B
PSP = 5 , D= 7 7,
1 Bi oy

0 Dy |

gilt und die Matrix N = A — S nilpotent von der Ordnung r < n und mit der Matrix S
vertauschbar ist, d.h., es gilt N" =0 und SN = N S. Es ist dann

—1
etA — et(S+N) — etsetN _ PetP_ISP-Pfl <I+tN+ cee ( tr 1)‘ NT1>
r— :

tr—l
= Pdiag e)‘lt,...,e)‘kt,etDl,...,etDm] pt <I+tN+-~+( 1)'NT_1> ,
r—1)!

wobei (vgl. Folgerung 2.2,(c))

Zur Beweisidee: Hat A nur einen Eigenwert A, so geniigen S = Al und N = A—-S=A-\[
der Aussage, weil der verallgemeinerte Eigenunterraum zu A mit C"” zusammenfallt und
somit (A—AI)™ = O gilt. Sind nun Ay, ..., \; sdmtliche paarweise verschiedenen Eigenwerte
der Matrix A, so gilt fiir die verallgemeinerten Eigenunterrdume V; = V). die Beziehung

C"=V1&...0V,,

wobei jeder Raum Vj invariant beziiglich A ist. Also hat Aly, nur einen Eigenwert, und
unter Verwendung der vorhergehenden Uberlegung gewinnt man die Aussage (in komplexer
Schreibweise). Fiir den Fall, dass A € R™*"™ und Paare konjugiert komplexer Eigenwerte
auftreten, verwende man die Formeln

I Il R E B}

1| a+ip 0
- Tl[ 0 a—iﬁ]T

i —i elatib)t 0 1 [-i1
1 1 0 ela=iB)t | 5l 1

_ [ (Bt) —eatsin(ﬁt)]
et sin(Bt) e cos(ft)

und

tD 1
V2
e

ot cog
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Beispiel 2.6 Fir A =

—4
0 ] haben wir \1 o = £2i. Die Losung des entsprechenden AWP’s

lautet
2 cos 2t — 229 sin 2t o1(t)
PO (t) = etAxO = 1 =:
593(1) sin 2t + 9 cos 2t ©a(t)
Es folgt

[o1(®)]? + 4lp2(8)]* = (21)* + 4(a3)* = const,

d.h., die Lisungskurven sind Ellipsen.

Beispiel 2.7 Wir berechnen €20 fiir 20 € R3 und

2 1 0
A=10 2 0
0 -1 2

Die Matriz A hat nur den Eigenwert 2 mit den Figenvektoren [ 1 00 ]T und [ 0 01 ]T .

Wir suchen einen verallgemeinerten Eigenvektor als Lisung des Systems

0 1 0 T 1 0 «
0 0 0 xo | =a |l 0 [ +58|10|=1]0
0 -1 0 T3 0 1 I3

Es ergibt sich die Lisbarkeitsbedingung o = —f, so dass [ 010 ] Lésung ist. Wir wdhlen
also als Basis des R3

1 0 1
O], 11],]0
-1 0 0
und erhalten
1 01 00 -1
P= 010, P'=]01 o0
-1 0 0 1 0 1

sowte

+

010

S=diag[2 2 2] wund N=|0 0 0
000

fiir die Losung des entsprechenden AWP’s

€tAl'0 — PetpflAPP—le — €2tP(I + tN)P—le — 113(2)82t
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Folgerung 2.8 (einfaches Stabilitéitskriterium) Fir die Lisung pgo(t) = ®(t,2°) = et 420

des AWP’s &= Az, 2(0) = 20 gilt
. _ . _ 0 n
lim @,0(t) =0 (t_lir_%o p0(t)=0) Va'eR

t——+oo
dann und nur dann, wenn die Realteile aller Figenwerte von A € R™*™ negativ (positiv) sind.
Folgerung 2.9 Ist A\ € R einziger Eigenwert der Matrix A € R™ "™, so kénnen wir in der
Aussage (b) die Vektoren

wdhlen und erhalten

mit einer nilpotenten Matriz N .

Beispiel 2.10 Wir wenden Folgerung 2.9 auf die Matriz A des Beispiels 2.7 an und erhalten

0 10
mitA=2und N=|0 0 0 | wegen N2=0
0 -1 0
1 t 0 9 29+t
0 =T +tN)® =€ 0 1 0 29 | = et 9
0 -t 0 9 x9 —t

wie in Beipsiel 2.7.

Beispiel 2.11 Wir bestimmen die Losung des Anfangswertproblems @ = Ax, 2(0) = 20 fiir die
Matrix

0 -1 0 O
1 0 0 O
0 0 0 -1
2 0 1 0

Die Matriz A hat die Eigenwerte i und —i. Es sind

0 0 0 1
1 _ 1 e 1 O . 0 2 2 s 2 ]. 0
w =u +iv = 0 +1i 1 und w® =u”+iv° = 0 +1i 0
1 0 1 0
emn Figenvektor und ein verallgemeinerter Eigenvektor zum Figenwert i. Mit
0010 0O 010
10 00 1 |0 -1 01
P=l1000| "™ P =11 400
01 01 0 1 00
folgt
0 -1 0 O 0 -1 0 O 0 0 00
_ 1 00 0 1|1 00 0 4 _o_ |0 000
S=Ply o0 [P =0 10 1| wd N=4A=5=14 1 ¢ 0o|"
0O 01 0 1 01 0 1 0 00
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also
cost —sint 0 0
tA 0 sint cost 0 0 1 0
el = Py 0 cost —sint | T (I+tN)z
0 0 sint  cost
I cost —sint 0 o 17T 9 |

sint cost 0 0 9

a —tsint sint —tcost cost —sint 3

sint + tcost —t sint sint cost o

2.4 Inhomogene lineare Systeme

Seien A € R™" 20 ¢ R™ und die stetige Funktion f : R — R"™ gegeben. Wir betrachten das
Differentialgleichungssystem
i=Ax+ f(t) (2.6)

mit der Anfangsbedingung
z(0) = 20 (2.7)

Wir wissen, dass
L= {p(t) = ee:ce R"}

die Menge aller Losungen der Gleichung (2.6) im Fall f = 0 ist (vgl. Folgerung 2.4). Diese ist ein
linearer Teilraum des Raumes C(R,R™). Nach Folgerung 2.4 ist die Anfangswertabbildung

ap: L—R", o p(0)

eine bijektive lineare Abbildung. Somit hat der Losungsraum £ des Differentialgleichungssystems
& = Az mit A € R™" die Dimension dim £ = n. Fiir eine Losung von (2.6) machen wir den
Ansatz der Variation der Konstanten

U(t) = ete(t) .
Es folgt .
c(t) = ¢(0) —i—/o e A f(s)ds.

Wihlen wir ¢(0) = 2, so erhalten wir die eindeutig bestimmte Losung des AWPs (2.6),(2.7),
némlich

Y0(t) = et [mo + /t e A f(s) ds} =20 4+ /t =941 (s)ds.

0 0
Ist {'(t),...,¢"(t)} irgendeine Basis von £, so lisst sich jede Losung von & = A« in der Form
®(t)e mit (1) = [ ©'(¢) -+ ¢"(t) | und ¢ € R™ schreiben. Da das AWP & = Az, (0) = 2°

eindeutig 16sbar ist, ergeben sich die Invertierbarkeit von ®(0) und die Formel ®(t) = ®(0)e!4.
Die Losung von (2.6),(2.7) kann damit in der Form

sl = 000 [000) 12+ [ 006) 750

geschrieben werden.
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2.5 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Es seien g : R — R eine stetige Funktion und ar € R, k = 1,...,n € N. Wir suchen eine
Funktion y : R — R, die der Differentialgleichung

y™ + a1y 4 any = g(t) (2.8)

geniigt. Diese Gleichung kénnen wir als Differentialgleichungssystem

T1 = T9
1"2 = I3
Tp—1 = Tp
Tn = —a1Tp —...—apx1 + g(t)
schreiben, d.h., als
i =Az+ f(t) (2.9)
mit
0 1 0 0 0 7 0 ]
0 0 1 0 0 0
A= R und f(t)=1] ° |. (2.10)
0 0 0 1 0 0
0 0 0 e 0 1 0
| —an —@n-1 —ap2 - —az —ap | L 9(t) |
Ist ¢(t) Losung von (2.8), so ist () = [ (t) ¢'(t) --- " D(2) ]T Losung von (2.9), und
ist o(t) = [ @1(t) -+ enlt) ]T Losung von (2.9), so ist 1(t) = 1(t) Losung von (2.8).

2.5.1 Die Struktur der Losung
Das charakteristische Polynom der Matrix A aus (2.10) ist gleich
pA) =detM —A) = A"+ a N+t an A +an.

Man nennt A die Begleitmatrix des Polynoms p(\). Der Rang der Matrix A — AI fiir A aus
(2.10) ist stets > n—1, so dass jeder Eigenwert der Matrix A die geometrische Vielfachheit 1 hat.
Hieraus ergibt sich, dass folgende Funktionen eine Basis des Losungsraumes (ein sogenanntes
Fundamentalsystem von Losungen) der homogenen (g(t) = 0) Gleichung (2.8) bilden:

e Ist u € R m-fache Nullstelle des Polynoms p()), so nehme man die Funktionen
thet | k=0,1,...,m—1,

zum Fundamentalsystem hinzu.



2.5. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN N-TER ORDNUNG 27

o Ist o+ if mit § > 0 eine m-fache Nullstelle von p(\), so nehme man die Funktionen
kot cos(ft), theat sin(pt), k=0,1,...,m—1,

zum Fundamentalsystem hinzu.

Die Differenz zweier Losungen der Gleichung (2.8) ist eine Losung der entsprechenden homogenen
Gleichung. Sind also {¢g(t) : k =1,...,n} ein Fundamentalsystem von Losungen der homogenen
Gleichung zu (2.8) und () eine spezielle Losung der (inhomogenen) Gleichung (2.8), so ist
die Losungsmenge der Differentialgleichung (2.8) gleich

L={cipi(t)+ ...+ cpon(t) +¥s(t) : c; € R} .

Man nennt c11(t) + ... + cpn(t) + 1¥s(t) die allgemeine Losung der Differentialgleichung
(2.8). Wie man eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung finden kann, diskutieren wir
am folgenden Beispiel und im Abschnitt 2.5.2. Aus den obigen Uberlegungen ergibt sich auch,
dass das zu (2.8) gehérende AWP von der Gestalt

Y™ 4 gy +... Fay=g(t), y(k)(O) =y k=0,...,n—1,
mit gegebenen yg € R ist.
Beispiel 2.12 Wir betrachten die Differentialgleichung eines Federschwingers
mi + px + kx = F cos(wot)

mit dem AWP x(0) = xo, ©(0) = vo. Dabei bezeichnen m > 0 die Grifle der schwingenden
Masse, p > 0 einen Reibungskoeffizienten und k > 0 die Federkonstante aus dem Hooke’schen
Gesetz. Die rechte Seite beschreibt eine periodische dufere Kraft (wo > 0), die an der schwin-
genden Masse angreift. Wir schreiben diese Differentialgleichung in der Form

i+ 20 + %2 = Fy cos(wot)
mit o = ﬁ , B= \/% sowie Fy = % und betrachten die Fille
e o> [ (starke Dampfung),

e 0 < a<f (schwache Dimpfung),

e o =0 (harmonischer Federschwinger).

FEine spezielle Losung der (inhomogenen) Differentialgleichung bestimmen wir dabei mittels eines
speziellen Losungsansatzes oder mittels Variation der Konstanten.

2.5.2 Die Laplace-Transformation

Im Folgenden lernen wir eine Methode zur Losung eines Anfangswertproblems fiir eine lineare
Differentialgleichung bzw. fiir Systeme solcher Gleichungen kennen.

1. Es seien f : [0,00) — C eine stetige Funktion und o = o(f) € R eine Zahl, so dass das
uneigentliche Riemann-Integral

o) = [ T et () de

0
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fiir alle s > o existiert. Wir nennen dann (L£f)(s), s > ¢ Laplace-Transformierte der
Funktion f. Fiir (£f)(s) schreiben wir auch F(s) oder auch £{f(¢)} . Offenbar gilt fiir
a, B €R

(L(af +B89))(s) = a(LF)(3) + BLg)(s), s > max{a(f),0(9)}

Man sagt, die Funktion f : [0,00) — C ist von exponentieller Ordnung ¢ € R, wenn
eine Konstante c existiert, so dass |f(t)] < ce, t > 0, gilt. Ist f € C[0,00) (Raum der
stetigen Funktionen iiber [0,00)) von exponentieller Ordnung o, so existiert (Lf)(s) fiir
s > o . In diesem Fall existiert (Lf)(s) Vs> o.

. Wir berechnen die Laplace-Transformierte fiir einige Funktionen f(¢) . Dazuseien o, § € R.

Es folgt .
E{e(a“ﬁ)t} = pomp— s> a.
Hieraus erhélt man
(a) £ {cosh(at)} = ﬁ s> lal,
(b) £ {sinh(at)} = ﬁ s> |al,
c) L{e* cos(Bt)} = %, 5>«
d) £{e*sin(pt)} = (8—0524-52’ 5> .

. Differentiationssatz: Ist f € C¥)[0,00) (Raum der k mal stetig differenzierbaren Funk-

tionen) und gilt
lim e~ Stf ():0 Vi=0,....k—1, s>o0,

t—o0
So ist

c{rPwm} = s{ry Z k-1-3 )

. Ahnlichkeitssatz: Sind F(s) = L{f(t)} ,s > o, und a > 0, so gilt

£{f(ozt)}:éF<§) . s>ao.

. Dampfungssatz: Sind F(s) = L{f(t)} , s >0, und a € R, so gilt

L{eft)} =F(s—a), s>o+a.

. Eindeutigkeitssatz: Sei f € C 1)[0,00) von exponentieller Ordnung o . Dann gilt: Aus

(Lf)(s)=0Vs> o, folgt f(t) =0Vt >0 (siehe z.B. [2, Satz 9.3]).

. Faltungssatz: Sind f, g € C[0,00) von exponentieller Ordnung ¢ und

(f * )t /f gt —r)dr, >0,

So ist

(L(f*9))(s) = (Lf)(s) - (Lg)(s), s>o0.

Beispiel 2.13 Wir losen das AWP (vgl. Beispiel 2.12)

i+ 2ai + [%x = Fycos(wot), x(0) =xzq, #(0) =g,

fiir den Fall der schwachen Dampfung 8 > « > 0 durch Anwendung der Laplace-Transformation.



Kapitel 3

Dynamische Systeme und autonome
Differentialgleichungssysteme

3.1 Der Begriff des dynamischen Systems

Definition 3.1 Unter einem dynamischen System bzw. einem (globalen) Fluss auf der
nichtleeren offenen Menge M C R™ werstehen wir eine stetige Abbildung ® : R x M — M,
welche den folgenden zwei Axiomen geniigt (vgl. Folgerung 2.4):

(F1) ®(0,z) =z fir alle x € M ,
(F2) ®(s, ®(t,z)) = P(s+t,x) fir allet,s € R und alle x € M .

Die Menge M heifst Phasenraum und Rx M erweiterter Phasenraum. Unter der Flusslinie
pg versteht man die Bewegung des Punktes x € M unter der Wirkung des Flusses ®, d.h. die

Abbildung ¢, : R — M, t — ®(t,z). Das Bild ¢,(R) = {p.(t) : t € R} heifft Bahnkurve,
Orbit oder Trajektorie des Punktes x .

Kennt man also alle Flusslinien ¢, , x € M , so kennt man auch den Fluss &, und umgekehrt.
Die Flussaxiome sind dquivalent zu

(F1) ¢2(0) =z fiir alle x € M,
(F2) @y(s) = pa(s+1t) fiir y = ¢, (t) und fiir alle ¢,s € R und alle z € M .

Haben zwei Orbits einen Punkt gemeinsam, so sind sie identisch. Das kann man auch so for-
mulieren: Die Relation x ~ y <=y € ¢;(R) auf M ist eine Aquivalenzrelation. Die
Aquivalenzklassen sind dabei die Trajektorien.

Definition 3.2 Wir unterscheiden folgende Typen von Flusslinien:

(a) Ist die Flusslinie @ konstant (d.h. ¢4(t) = x YVt € R wegen (F1)), so heiffit x Fixpunkt,
Gleichgewichtspunkt oder stationirer Punkt.

(b) Eine Flusslinie @, heifst periodisch bzw. der zugehdérige Punkt x € M heifit periodischer
Punkt des Flusses ®, wenn ein kleinstes p > 0 existiert, so dass ®(t + p,z) = (¢, x)
fiir ein t € R gilt. (Aus dem zweiten Flussaxiom folgt, dass diese Beziehung dann fir alle
t €R gilt.)

29
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(¢) Die Flusslinie v, heifit injektiv, wenn die Abbildung ¢, : R — M injektiv ist.

Satz 3.3 Aufler konstanten, periodischen und injektiven Flusslinien gibt es keine anderen Typen
von Flusslinien.

Beispiel 3.4 Die Differentialgleichung des ungedimften Pendels ij + siny = 0 ist dquivalent zu
dem System
T1 =T, To= —sinz]. (3.1)

Betrachtet man (numerisch berechnete) Lisungskurven dieses Systems, so findet man neben sta-
tiondren Punkten sowohl periodische als auch injektive “Flusslinien”. Wir haben in den weiteren
Betrachtungen zu kliren, ob diese Ldsungskurven wirklich Flusslinien eines dynamischen Sy-
stems sind.

3
2¥/\/*
1k 4
< 0 b
A+ 4
_2/\/\A
_3 Il Il Il Il Il Il Il
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Losungskurven des Systems (3.1)

Definition 3.5 Unter dem Geschwindigkeitsfeld v : M — R” eines bzgl. t € R differen-
zierbaren Flusses ® : R x M — M versteht man das Vektorfeld

_09(0,z)
o@) = 205 _ o).

Im Fall eines bzgl. ¢t € R differenzierbaren Flusses sind die Flusslinien ¢, : R — M Ldsungen
des Differentialgleichungssystems
T =uv(x).

Wir gehen nun umgekehrt vor.

Definition 3.6 FEs seiv: M — R" ein beliebiges Vektorfeld. Dann nennt man

& =v(z) (3:2)
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bzw. ausfihrlich geschrieben
tj =vj(r1,...,2n), Jj=1,...,n,

ein autonomes Differentialgleichungssystem. Unter einer Lésung von (3.2) versteht man
einen differenzierbaren Weg ¢ : (a,b) — M, so dass ¢(t) = v(p(t)) fir alle t € (a,b) gilt. Das
Bild von ¢, d.h. {p(t) : a <t < b}, heifit Losungskurve oder Integralkurve von (3.2). Diese
Kurve bzw. die Losung ¢ : (a,b) — M nennt man maximal, wenn das Definitionsintervall
nicht auf ein Intervall (cg, Bo) mit ag < « oder By > [ vergrdfiert werden kann, so dass auch
¢ : (ap, Bo) —> M Lésung von (3.2) ist.

Beispiel 3.7 Seien M =R, v(z) = 1+ 2% (vgl. Abschnitt 1.3). Die Lisung p(t) = tant ist auf
(—g, %) erklirt und lisst sich nicht dariber hinaus differenzierbar fortsetzen. Aber das AWP
i=1+2%, z(0)=2a°

hat die (eindeutige) mazimale Lésung g0 : (=5 —to,5 —to) — R, t — tan(t + to), wobei

to = arctanz € (—%, g) )

Losungen zu Beispiel 3.7 fiir z° =0, 1, 2, 4, 8

3.2 Das Existenz- und Eindeutigkeitstheorem

3.2.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Wir erinnern an den Banach’schen Fixpunktsatz.

1. Es seien (E,d) ein vollsténdiger metrischer Raum und f : £ — E eine kontrahierende
Abbildung, d.h., es gibt eine Zahl q € (0,1), so dass

d(f(z), f(y)) < qd(z,y) Va,yek
gilt. Dann ist f : E — E auch stetig, d.h., aus z,, — x in E folgt f(z,) — f(x) in E.
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2. Sind xg € E beliebig gewdhlt und z,+1 = f(z,), n =0,1,2,... (Methode der sukzessiven
Approximation) so ist (z,), -, eine Cauchy-Folge, so dass ein z* € E existiert mit z* =
lim,,— o0 T, -

3. Aus zp41 = f(z,,) und aus der Stetigkeit von f folgt 2* = f(z*), d.h., der Punkt z* ist
Fixpunkt der Abbildung f.

4. Die kontrahierende Abbildung f : F — E hat nur einen Fixpunkt.
5. Es gilt die a-priori-Abschitzung

qnd(xly l’o)

d(zp,x*) < -

3.2.2 Lokale Existenz- und Eindeutigkeitsaussage
Im Weiteren sei M C R"™ eine offene Menge.

Definition 3.8 Wir nennen ein Vektorfeld v : M — R™ lokal Lipschitz-stetig, wenn fir
jede abgeschlossene Kugel K, (") = {z € R" : |z — 2% <r} C M eine Konstante L = L(r,2°)
existiert, so dass

o(x) = v(y)| < Llz —y| Va,y e K. (2°) (3.3)

gilt.

Bemerkung 3.9 Ist v : M — R" stetig differenzierbar, so ist v : M — R™ lokal Lipschitz-
stetig.

Wir betrachten das AWP
it=v(z), z(0)=2"cM. (3.4)

Ist ¢ : (a,b) — R™ eine Losung von (3.4), so folgt durch Integration von 0 bis ¢ € (a, b)

o(t) = 2° —I—/O v(p(s))ds, te(a,b). (3.5)

Jede stetige Losung dieser Gleichung ist auch Losung von (3.4). Durch Anwendung des Banach-
schen Fixpunktsatzes auf die Integralgleichung (3.5) erhalten wir folgende lokale Existenz- und
Eindeutigkeitsaussage.

Satz 3.10 Ist v: M — R" auf der offenen Menge M C R™ lokal Lipschitz-stetig, so existiert
zu jedem 2° € M ein a > 0, so dass das AWP (3.4) auf dem Intervall (—a,a) eine eindeutige
Lésung besitzt.

Beispiel 3.11 Wenden wir die Methode der sukzessiven Approximation auf die zu dem AWP
t=ux,x(0) =129 € R (M =R) gehirende Integralgleichung

@@Z%+A¢@%

mit po(t) = xo an, so erhalten wir
on(t) =0 i
k=0
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3.2.3 Die stetige Abhingigkeit von den Anfangswerten

Lemma 3.12 (Gronwall) FEs seien a > 0 und u : [0,a] — [0,00) stetig. Ferner mdgen Kon-
stanten B > 0 und K > 0 existieren, so dass

u(t) < B+K/tu(s)ds vVt e [0,al
0

gilt. Dann ist
u(t) < Bef' Vtel0,a].

Satz 3.13 Istv: M — R" auf der offenen Menge M C R"™ lokal Lipschitz-stetig, so existieren
zu jedem 20 € M ein e > 0 und ein 6 > 0, so dass fiir eine Lisung o(t) = p,0(t) des AWPs
(3.4) und fir jede Losung (t) = @ o(t) des AWPs

i=v(z), 2(0)=y"€Ua”)={zeR":|z-2"<c}C M

qgilt
W}(t) - Qo(t)’ S ’yO - xO‘eKM ) te (_(57 5) .

(Insbesondere haben alle diese Liosungen (t) ein gemeinsames Definitionsintervall (—9,9).)
Dabei ist die Konstante K > 0 von y° € U.(z%) unabhdingig.

Die Werte ¢, (t), t € (—4,9), hingen also stetig von den Anfangswerten x ab.

3.2.4 Existenz- und Eindeutigkeitstheorem. Der Begriff des lokalen Flusses

Theorem 3.14 Sind M C R" offen und v : M — R"™ lokal Lipschitz-stetig, so existiert zu
jedem x° € M genau eine mazimale Losung @,o0 @ (a0,b0) — M des AWPs & = v(x),
2(0) = 20.

Wir definieren mit den Bezeichnungen des Theorems 3.14

A:={(t,z):xe M, te€(azby;)} CRxM

und
O A— M, (t,x)— p(t).

Dann gilt 0 € (ag, by) fiir alle z € M und
(Fel) ®(0,2) =2 Yz e M.
Fiir ¢y € (ag,by) und t € (ay,by) mit y = (to, x) gilt ¢, (to) = y und mit p(t) := pa(t + o)
P(t) = pa(t +to) = v(@e(t +t0)) = v(e(t)) und ©(0)=y.
Aus Theorem 3.14 folgt
D(t +1t0,2) = wa(t +10) = @(t) = py(t) = (¢, P(to, ).

Also:

(Fe2) O(s,P(t,2)) = P(s+t,x) Ve € M und Vs,t € R mit (¢t,2) € A und (s, P(¢,2)) € A.
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Definition 3.15 Fine stetige Abbildung ® : A — M nennen wir lokalen Fluss, wenn
A={(t,z):z e M, a, <t <by} CRx M

mit —00 < ap < 0 < by < 400 Vo € M die Figenschaft hat, dass fiir jedes 2° € M eine > 0 und
ein 0 > 0 existieren, so dass (—0,0) x Us(2°) C A gilt, und wenn die zwei Flussaziome (Fy1) und
(Fe2) erfillt sind. Die Abbildungen oy : (ag,by) — M, t — ®(t,x) heiffen wieder Flusslinien
und I'y = {@z(t) : az <t < by} Orbit, Trajektorie oder Bahnkurve des Punktes v € M .
Das Intervall (ayz,by;) nennen wir Lebensintervall von x € M . Ist —oco < a, (by < 00), so sagt
man, dass x endliches unteres (oberes) Alter hat.

Satz 3.16 Sind v : M — R"™ lokal Lipschitz-stetig und @0 : (az0,by0) —> M die mazimalen
Lésungen von & = v(x), (0) = 2%, so ist ® : A — M, (t,x) = ©.(t) ein lokaler Fluss, wobei
A={(t,z):z € M, ay <t <bg}.

Bemerkung 3.17 Ein beliebiger lokaler Fluss ® : A — M hat folgende Eigenschaften:

(a) Jedes x° € M besitzt eine Umgebung U.(2°), so dass alle x € U.(2°) ein gemeinsames
Lebensintervall haben.

(b) Ist My C M kompakt, so haben alle x € My ein gemeinsames Lebensintervall.
(c) Hat x € M endliches unteres (oberes) Alter ag (by) und ist Mo C M kompakt, so existiert
ein t* € (ag,by) mit py(t) & Mo YVt € (ag,t*) (Yt € (t%,b)).

3.2.5 Die Universalitit autonomer Systeme
(a) Eine autonome Differentialgleichung n-ter Ordnung
™ = fa, 2, ... 2"Y) (3.6)

mit f: M C R® — R kann #quivalent als autonomes Differentialgleichungssystem ge-
schrieben werden:

ry = T2,
Ty = 3,
(3.7)
Tp1 = Ip,
Tn = flx1,20,...,20).

Dabei ist ¢ : (a,b) — R genau dann Losung von (3.6), wenn
((107 90/7 e 790(n_1)) : (CL, b) — M

Losung von (3.7) ist.

Folgerung 3.18 Sind M C R" eine offene Menge und f : M — R lokal Lipschitz-stetig, so
existiert zu jedem 2 € M genau eine mazimale Losung ¢ : (a,b) — R des AWPs

.Z'(n) = f(x,x',... 737(”71))7 CU(O) = .Z'?, [IJI(O> - .%'8, Tt x(”*D(O) = .%'2
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(b) Ein nichtautonomes Differentialgleichungssystem
T =v(t,x) (3.8)
mit v : M C R*"T! — R™ ist dquivalent zu dem System
to=1, x=uv(xo,x1,...,Tp). (3.9)

Dabei ist ¢ : (a,b) — R™ genau dann Losung von (3.8), wenn (¢, ) : (a,b) — R*F1,
t — (t,¢(t)) Losung von (3.9) ist.

Folgerung 3.19 Sind M C R™! eine offene Menge und v : M — R™ lokal Lipschitz-stetig,

s0 gibt es zu jedem (to,x") € M genau eine mazimale Lésung o : (a,b) — R™ des AWPs
i=uv(t,z), z(tg) =a".

Mittels einer einfachen Modifikation des Beweises von Satz 3.10 kann man zeigen, dass Folgerung
3.19 giiltig bleibt, falls v : M — R” stetig und beziiglich x lokal Lipschitz-stetig ist, d.h., fiir
jede abgeschlossene Kugel K, (tg,2°) € M existiert ein L € R mit |v(t,z) — v(t,y)| < L |z — y|
fiir alle (¢,z), (t,y) € K, (to,2°).

3.2.6 Global integrierbare Vektorfelder

Definition 3.20 Fin lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld v : M — R™ auf der offenen Menge
M C R" heifst global integrierbar, wenn der entsprechende lokale Fluss auf R x M definiert
15t.

Folgerung 3.21 FEs sei v : R — R” lokal Lipschitz-stetig. Fxistieren Konstanten rg > 0 und
70 > 0, so dass

lv(x)] < m Ve eR"\ U, (O)

70

gilt, so ist v global integrierbar.

3.2.7 Lineare Systeme (variable Koeffizienten)

(a) Fiir stetige Funktionen a;j : (a,b) — R und f : (a,b) — R" betrachten wir das lineare
System gewohnlicher Differentialgleichungen

= A(t)x + f(t) (3.10)
oder das zugehotrige homogene System
T =A(t)x (3.11)

mit der Anfangsbedingung
x(ty) = 2 € R™, (3.12)

wobei A(t) = [ a;i(t) | und ¢y € (a,b).

n n
j=1k=1

Folgerung 3.22 Unter den gemachten Voraussetzungen besitzt das AWP (3.10),(3.12) eine ein-
deutige Lisung ¢ : (a,b) — R™.
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(b) Es seien CM((a, b), R") der lineare Raum der auf (a, b) stetig differenzierbaren Funktionen
mit Werten in R" und

£ ={oe ()R : ¢(t) = A()e(t), t € (a,b) }
der Losungsraum des homogenen Systems (3.11). Die Anfangswertabbildung
ag, : L—R", @0 p(t)

ist nach Folgerung 3.22 linear und bijektiv, so dass dim £ = n gilt. Eine Basis {CIJI, e <1>”}
von £ nennt man Fundamentalsystem von Losungen des Systems (3.11). Mit ®(¢) be-
zeichnen wir die Matrix [ ®(¢) --- ®"(¢) | . Wiederum nach Folgerung 3.22 besitzt
das System ®(tg)c = ¥ fiir jedes tg € (a,b) und jedes 2z € R" eine eindeutige Losung
c € R™. Also gilt
det ®(t) #0 Vte (a,b).

Ist umgekehrt det ®(to) # 0 fiir ein ¢ € (a,b) und ein beliebiges System {®!,..., ®"} C L,
so folgt mit p(t) = ®(t)® () 'a°

p(t) = (1) (to)~'a” = A()R(1)D(to) "2 = A(t)p(t)
und p(tg) = 2. Also ist {@',...,®"} Fundamentalsystem von Losungen von (3.11).
Folgerung 3.23 Ein System {(I)l, ey @"} C L vonn Lésungen des homogenen Systems (3.11)

ist genau dann ein Fundamentalsystem zu (3.11), wenn ein ty € (a,b) mit det ®(to) # 0 ewistiert.
(Es gilt dann det ®(t) # 0 fir alle t € (a,b).)

(¢) Wir betrachten die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung
y ™ L)y 4+ an(t)y =0 (3.13)

mit stetigen Funktionen a; : (a,0) — R. Dann ist ¢ : (a,b) — R genau dann Losung
von (3.13), wenn (¢, ¢/, ..., V) : (a,b) — R™ Losung von (3.11) mit

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Alt) =
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
L —an(t) —an-1(t) —an—a(t) -+ —ax(t) —ai(t) |

ist (vgl. auch Abschnitt 2.5). Nach Folgerung 3.23 ist ein System {¢1, ..., ¢n} von Losun-
gen von (3.13) genau dann ein Fundamentalsystem zu (3.13), wenn die Wronski-Deter-

minante
[ (b en(t) ]
¢1(t) Pn(t)
W(t) = det
G ORI G O

fiir ein t = tg € (a,b) und damit fiir alle t € (a,b) nicht verschwindet.
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(d) Sind {@',...,®"} ein Fundamentalsystem von Lésungen zu (3.11) und ¢°(t) eine spezi-
elle Losung von (3.10), so ist ®(t)c + ¢°(t), ¢ € R™ die allgemeine Lésung von (3.10).
Aus (3.12) folgt dann

c=(tg) " [2" — ¥ (t0)] -

Mittels der Methode der Variation der Konstanten findet man fiir das AWP (3.10),
(3.12) auch die Losungsdarstellung (vgl. Abschnitt 2.4)

o(t) = ®(t) /t (s) "L f(s)ds + () D(t) 2l

to
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Kapitel 4

Stabilitatstheorie

4.1 Die Ljapunov’sche Methode

Im Weiteren seien v : M — R"™ lokal Lipschitz-stetig und ®(¢, z) der (lokale) Fluss des Systems
& =uv(x).

Definition 4.1 FEin Punkt x* € M mit v(z*) = © heift stabiler Gleichgewichtspunkt des
Systems & = v(x), wenn fir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

|®(t,x) — 2| <e VaeUs(x™), Vt>0.
Er heifit asymptotisch stabil, wenn er stabil ist und wenn ein n > 0 existiert, so dass

lim ®(t,z) =2* Yz e Uy(z").

t—o00

Der Gleichgewichtspunkt x* heifit instabil, wenn er nicht stabil ist.

Definition 4.2 Fs sei L : M — R stetig differenzierbar. Unter L(:U) verstehen wir die Ablei-
tung von L entlang der Lésungskurven von & = v(x), d.h.

d (D(t,x)) =L (®(0,z)) @(O,m) = L'(z)v(x).

Lxz)= —L
dt =0

Satz 4.3 Es seien L : M — R stetig differenzierbar sowie v(z*) = O fir ein * € M . Ferner
seien L(x*) =0 und L(x) > 0 fir alle x € M \ {z*} .

(a) Gilt L(z) <0 Va € M, soistz* stabil.

(b) Gilt L(z) <0 Yz e M\ {z*}, soist z* asymptotisch stabil.

(¢) Gilt L(z) >0 Yz e M\ {z*}, soist z* instabil.
Eine Funktion L : M — R, mit der man diesen Satz anwenden kann, heifit Ljapunov-
Funktion. Es sei bemerkt, dass die Aussagen des Satzes 4.3 giiltig bleiben, wenn die Voraus-

setzungen nur in einer offenen Umgebung U(x*) C M des Gleichgewichtspunktes z* erfiillt
sind.

39
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Beispiel 4.4 Fiir das System i1 = —x3, @9 = 23 ist L(z) = a1 + 23 eine Ljapunov-Funktion.
Der Punkt © ist stabiler Gleichgewichtspunkt, aber nicht asymptotisch stabil.

Beispiel 4.5 Die Funktion L(x) = 2% + 223 + 23 ist Ljapunov-Funktion fiir das System

. 3
T1 = —2x9+ x273 — T7,
. _ 3

Ty = T1—X1T3 — Tg,

. _ 3

r3 = T1T2 — T3.

Der Punkt © ist asymptotisch stabiler Gleichgewichispunkt, obwohl alle Eigenwerte der Matriz
A =1/'(0) verschwindenden Realteil haben.

Beispiel 4.6 Fiir eine lokal Lipschitz-stetige Funktion ¢ : R — R mit yq(y) > 0, y # 0
betrachten wir die Differentialgleichung

j+4q(y) =0.
Fiir das zugehorige System @1 = xo, G9 = —q(x1) ist
$2 T
L(z) = ?2 / q(s) ds = kinetische Energie + potentielle Energie =: totale Energie
0

eine Ljapunov-Funktion. Entlang der Losungskurven bleibt die totale Energie konstant, da of-
fenbar L(x) =0 gilt. Der Punkt © ist stabiler Gleichgewichtspunkt.

Definition 4.7 Seien jetzt M C R?*® und H : M — R habe einen lokal Lipschitz-stetigen
Gradienten. Wir schreiben H(x,y) mit z,y € R™. Ein System

OH OH
. Y4 g = 2 4.1
heifst Hamiltonsches System mit n Freiheitsgraden. Die Funktion H(z,y) nennt man Hamil-
ton-Funktion oder totale Energie des Systems (4.1).

Die totale Energie des Systems (4.1) bleibt konstant entlang der Losungskurven von (4.1). Das
folgt aus der Tatsache, dass entlang einer Losungskurve gilt

oOH

. T T 90,
= [ oH" OH } Oy —0.

ox oy oOH

e

Beispiel 4.8 Die Gleichung des ungeddmpften nichtlinearen Pendels &+sinx = 0 (vgl. Beispiel
3.4) ist dquivalent zu dem Hamilton—System

mit der Hamilton—Funktion

H(m,y)z%%—l—cosx.

Die in der Abbildung zu Beispiel 3.4 zu sehenden Ldsungskurven liegen also auf Niveaulinien
dieser Funktion.



4.2. DAS THEOREM VON HARTMAN-GROBMAN 41

Beispiel 4.9 Jedes Newtonsche System & = f(z) (mit f : R — R lokal Lipschitz-stetig) ist
ein Hamilton-System mit der totalen Energie

y2 T
Hay) =%~ [ s(s)as.
0
Definition 4.10 Sei M C R" offen, und ¥ : M — R habe einen lokal Lipschitz-stetigen
Gradienten grad ¥ : M — R™. Das System
& = —grad ¥(x) (4.2)

heiffit Gradientensystem auf M .

Ein Punkt z* € M ist genau dann Gleichgewichtspunkt von (4.2), wenn grad ¥U(z*) = © gilt,
d.h. wenn x* ein sogenannter kritischer oder singulirer Punkt von U ist. In reguldren
Punkten z € M von ¥ (d.h. grad ¥(z) # O) steht grad ¥(z) senkrecht auf der Niveaulinie
{lye M :¥(y) =V(z)}.

Sei x* kritischer (singuldrer) Punkt von ¥. Wir setzen L(x) = ¥(x) — ¥(z*). Dann gilt fiir
das System (4.2)

L(z) = [grad ¥(z)]" [—grad ¥ (z)] = — |grad ¥ (z)* < 0

fiir alle x # z* aus einer offenen Umgebung von z* | falls x* ein strenges lokales Extremum ist.
Somit ergibt sich folgender Satz.

Satz 4.11 Ein strenges lokales Minimum von ¥ (x) ist ein asymptotisch stabiler Gleichgewichts-
punkt des Gradientensystems (4.2).

4.2 Das Theorem von Hartman-Grobman

Der Fluss zum Differentialgleichungssystem &1 = —x1, @9 = 9 + 27, d.h. & = v(z) mit v(z) =

[ - —i—lx% ] ist gegeben durch

xi1e t
O(t,z) = .
xoel + %%(et — e 2)

241
Wir definieren H(z) = 22 ] und erhalten
Ty + 5
a:le_t
H(®(t,2)) = | = etm@),
(:1:2 + ?1) el
-1 0

0 1
nichtlinearen Systems auf Losungskurven des linearen Systems @ = Az ab. Der folgende Satz
liefert die Verallgemeinerung dieses Beispiels.

wobei A = /(0) = [ } . Die Abbildung H : R? — R? bildet also Losungskurven des
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Satz 4.12 (Hartman-Grobman) Seien v : M — R" stetig differenzierbar, v(©) = O, und
A ='(0O) habe keinen Eigenwert mit verschwindendem Realteil. Mit ®(t,x) bezeichnen wir den
(lokalen) Fluss zum System & = v(x). Dann ezistieren zwei offene Mengen U, V' C M , die den
Punkt © enthalten, und ein Homdomorphismus H : U — V', so dass fiir jedes x € U ein 6 > 0
mit

H(®(t,z)) = e H(z) Vte (=0,0)
existiert.
D.h., H iiberfiihrt Orbits des Systems & = v(z) aus einer Umgebung des Gleichgewichtspunktes
in Orbits des linearen Systems & = Az . Dabei bleibt die Parametrisierung bzgl. der Zeit erhalten.
Satz 4.13 Es seien v : M — R" lokal Lipschitz-stetig, © € M und v(z) = Az + g(z) mit
A € R™" ynd lim l9()] = 0. Sind die Realteile aller Eigenwerte von A negativ, so ist ©

r—0 .ﬂ

asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt des Systems & = v(x) .

Bemerkung 4.14 Sind v : M — R" stetig differenzierbar, 6 € M und v(0©) = ©, so sind
die Voraussetzungen des Satzes 4.13 bzgl. g(x) mit A = v'(©) erfiillt. Der Beweis von Satz 4.13
lasst sich leicht auf die Situation

v(t,x) = Ax+g(t,z) mit lim l9(t, 2)l

z—0 |1‘|

=0 glm. bzgl. t € [0,00)

dbertragen. Man kann auch zeigen, dass der Gleichgewichtspunkt © instabil ist, falls ein Figen-
wert von A positiven Realteil hat.

4.3 Die van der Pol’sche Gleichung

Wir betrachten eine Gleichung der Gestalt
4+ f(x)t+g(x) =0 (4.3)

mit gegebenen lokal Lipschitz-stetigen Funktionen f,g : R — R, wobei ¢g(0) = 0 sei. Die
Gleichung (4.3) ist dquivalent zu dem System

.fl = T9 — F(wl) s :i’g = —g(xl) N (4.4)

Z1
wobei F(z1) = / f(s)ds. Ist namlich [z1(t), 22(t)]" eine Losung von (4.4), so gilt
0

i1 =dg — f(@1)d1 = —g(21) — f(z1)d1,
so dass z(t) = x1(t) Losung von (4.3) ist. Ist umgekehrt x(t) =: z1(¢) Losung von (4.3), so folgt

t
z1(t) = —F(z1(t)) — ; g(z1(s)) ds + const =: —F(x1(t)) + x2(t)

mit
T2(t) = —g(21(t)) -

Wir nehmen nun an, dass fiir ein § > 0 die Bedingungen

Gly) = / " g(s)ds >0, gy)F(y) >0, 0<y| <3, (4.5)
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2

erfiillt sind, und setzen L(z1,x2) = % + G(z1) . Dann ist

L(x1,m2) = g(x1)[z2 — F(21)] + 22[—9(71)] = —g(21) F(21) <0

fiir 0 < |z1] < §. Damit kann man zeigen, dass der Nullpunkt (asymptotisch) stabiler Gleichge-
wichtspunkt ist. Gilt in der zweiten Ungleichung von (4.5) das umgekehrte Ungleichheitszeichen,
so ist er instabiler Gleichgewichtspunkt. Wenden wir dieses Resultat auf die van der Pol’sche
Gleichung

it+y@*—1Di+a=0

an, so erhalten wir

und somit

wenn v < 0 (> 0) ist.

0.5r

-0.5r

5 -1 -05 0 0.5 1 1.5
X

van der Pol’sche Gleichung: v = —0.1, 29 = 29 = —1 (blau), 29 = —0.9, 2 = —1 (rot)

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
4 -3 -2 -1 0 1 2 3
X1

van der Pol’sche Gleichung: v = 0.1, 29 = -3, 2§ = -2 (blau), 29 = 2§ = 0.2 (rot)
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4.4 Grenzmengen, attraktive Mengen und Attraktoren

Wir betrachten im Weiteren nur global integrierbare Systeme
T =v(x) (4.6)

und das dazugehorige dynamische System ® : R x M — M, wobei v : M — R" als lokal
Lipschitz-stetig vorausgesetzt wird.

Definition 4.15 FEin Punkt p € M heifit w-Grenzpunkt (a-Grenzpunkt) des Orbits I' =
Iy, ={®(t,z):t € R}, wenn eine Folge (t;),=; C R mit limy_,oo t = +00 (limp_yoo tj = —00)
und

lim ®(ty,z) =p

k—o0

existiert. Die Menge aller w- bzw. a-Grenzpunkte heiffit w- bzw. a-Grenzmenge von I' und wird
mit w(I') bzw. a(I') bezeichnet. Die Menge w(I') U a(T") heifft Grenzmenge von I'.

Satz 4.16 Die a- und w-Grenzmengen sind abgeschlossene Teilmengen von M. Ist K C M
eine kompakte Menge mit I' C K, so sind a(I') und w(T") nicht leer, zusammenhingend und
kompakt.

Satz 4.17 Aus p € o(T") folgt 'y C a(I'), und aus p € w(I') folgt T', C w(T').

Insbesondere sind also a(I") und w(I") beziiglich des Flusses ® invariante Teilmengen des Pha-
senraumes, d.h. z.B.
O(t,y) € a(l') Yyeall), VteR.

Hat also z.B. ein Orbit nur einen w-Grenzpunkt, so ist dieser ein Gleichgewichtspunkt.

Definition 4.18 Unter einer Umgebung einer Menge A C M wverstehen wir eine offene Menge
UcCM mit ACU. Wir schreiben

O(t,x) — A fir t— oo,

wenn
tlg]go dist(®(t,z), A) = tlggo inf {|®(t,x) —y|:y € A} =0

gilt. Eine abgeschlossene und beziiglich ® invariante Menge A C M heifst attraktive Menge,
wenn eine Umgebung U C M wvon A ezistiert, so dass ®(t,x) — A (t — o) Vo € U erfillt
ist. Fine attraktive Menge heifit Attraktor , wenn sie einen dichten Orbit enthdlt, d.h. einen
Orbit, dessen Abschlieffung A umfaft.

Beispiel 4.19 Wir betrachten das System
i o= —yta(l-a’—y),
gy = a+y(l-a®—y?
und verwenden zu dessen Untersuchung die Polarkoordinaten

T=T1Ccosp, y=rsine.
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Es folgt
o= r(l- 7‘2) ,
o = 1.

Der Koordinatenursprung ist Gleichgewichtspunkt. Der Einheitskreis T = {r = 1} ist ein Orbit
mit a(T) = w(T) = T und w-Grenzmenge fir alle anderen Orbits aufer dem Koordinatenur-
sprung. Damit ist T Attraktor.

0.5

. . . . .
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15
X

Beispiel 4.19: 29 = yp = 0.1 (blau), g = 1.5, yo = 0 (rot)
Beispiel 4.20 Wir untersuchen das System
i = —y+al -z -y —2%),

z+y(l—a®—y* —2%),

y
z = 0.

Die Menge {(z,y,2) € R® :2? +y? + 22 =1} U {(0,0,2) € R®: |2| > 1} st attraktive Menge,
aber kein Attraktor.

Beispiel 4.21 Wir untersuchen das System

Po= —y+a(l-at—g?),
g = z+yl-—2"—y?,
z = «a>0.

Die Zylinderoberfiiche {(a:, y,2) ER3 2?2 492 = 1} ist attraktive Menge, aber kein Attraktor.
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Kapitel 5

Randwertaufgaben

5.1 Grundlagen

Fiir stetige Funktionen a; : [a,b] — R, j = 0,1, definieren wir den Operator L : C?[a,b] —
Cla, b] durch

(Ly)(x) = y"(z) + a1 (2)y' (z) + ao(x)y(z) .

Mit £ ¢ C®[a,b] bezeichnen wir den (linearen Teil-) Raum aller Losungen der homogenen
Gleichung

Ly=0, (5.1)
d.h.
L= {y e CH[a,b] : (Ly)(z) =0V € [a, b]} :

Da man die Funktionen a;(z) iiber das Intervall [a,b] hinaus stetig fortsetzen kann, ist die
Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir lineare Differentialgleichungen mit variablen Koeffizi-
enten auf ein Intervall (a — &,b + €) anwendbar und somit die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung des Anfangswertproblems

Ly=0, y(xo) =0, ¥ (z0) =y1,

fiir xo € [a, b] gesichert. Insbesondere folgt dim £ = 2 (vgl. Abschnitt 3.2.7).
Wir betrachten nun Randbedingungen der Gestalt

Ruy == agy(a) + ary'(a) = aa,  Ryy := Boy(b) + By (b) = B2 (5.2)

mit aj, 3; € R und |ag| + |a1| > 0, [Bo| + |B1| > 0.

Satz 5.1 Ist {p1,2} ein Fundamentalsystem von Léisungen von (5.1) (d.h., eine Basis in L),
so ist das Randwertproblem (5.1), (5.2) genau dann eindeutig losbar, wenn

Rop1 R
det ' o (5.3)

Ryp1 Rppo

gilt.
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5.2 Sturm’sche Randwertaufgaben

Wir betrachten fiir f € Cla, b] das Randwertproblem
Ly=f, (5.4)

Ry =az, Ryy=pa. (5.5)

Eine Losung dieses Problems ist offenbar genau dann eindeutig, wenn das entsprechende ho-
mogene Problem (5.1), (5.2) nur die triviale Losung besitzt. Das Problem (5.4), (5.5) lasst sich
unter dieser Voraussetzung leicht halbhomogenisieren: Es sei z € C®)[a,b] eine Funktion mit
Ryz = as und Rpz = [B2. Wir setzen y* = y — z. Dann ist (5.4), (5.5) dquivalent zu

Ly*=f—Lz=:f*, Ry =Ry " =0.

Wir multiplizieren die Gleichung (5.4) mit

) = exo  [“arts)as)

py" + pary’ + paoy = pf

und erhalten

bzw. wegen (py') = py” + 'y = py” + pary/
(y")' + paoy = pf -
Wir koénnen uns somit auf die Betrachtung der sog. Sturm’schen Randwertaufgaben
Ly=Ff, Rey=Ry=0 (5.6)

mit p’,q € Cla,b] und
Ly=py) +qy, plx)>0, a<z<b,

einschrinken, wobei wir voraussetzen, dass (5.3) erfiillt ist. Es seien {¢1,¢2} C £ ein Funda-
mentalsystem von Losungen von Ly = 0 und

W(z) = p1(2)ea(w) — 1 (2)p2()
die Wronski-Determinante dieses Systems. Es gilt dann
p(@)W'(z) = —p/(2)W (z),
d.h. [p(z)W(z)) =0, so dass
p(z)W(x) =pla)W(a) #0 Vz € [a,b]. (5.7)
Wir schreiben das Quadrat [a, b]? als Vereinigung der Dreiecke
Dy={(z,t) eR*:a<z<t<b} und Dy={(z,t)eR*:a<t<z<b}

und definieren die Green’sche Funktion G(z,t) der Sturm’schen Randwertaufgabe (5.6) als

pr@ea(t)
Gz, t) = p(a)W(a) (z,1) € Dr,
| 2lal) . wien,.

p(a)W (a)
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AuBlerhalb der Diagonalen {(z,x) :a < z < b} existieren offenbar die stetigen partiellen Ablei-
tungen 011G := G, und 011G := G, , wobei fiir a < x < b die Beziehungen

nG(x+0,z) = 1(2)¢5(2) MG (z—0,z) = Pr(@)pa (@)

pla)W(a) ’ ~ p(@)W(a)
erfiillt sind. Daraus ergibt sich unter Verwendung von (5.7) die “Sprungrelation”
1
alG(aj+0,x)—01G(a:—0,m):m, a<z<b. (5.8)

Nach Voraussetzung geniigt das Fundamentalsystem {pi, o2} der Bedingung (5.3). Die Funk-
tionen

Y1(z) = crip1(x) + crapa(x),  Yao(x) = ca1901(x) + co202(7)

mit c11 = Rgep2, 12 = —Rap1, 21 = Rppo und coo = —Rppy bilden dann auch ein Fundamen-
talsystem fiir Ly = 0, da det[cji] # 0 gilt. AuBerdem ist R,¢1 = Rppo = 0. Wir kénnen also
im weiteren 0.E.d.A. ein Fundamentalsystem {1, @2} mit

Rop1 = Rpp2 =0 (5.9)
zugrundelegen. Wir setzen
b
o(z) = / Gla ) f(B)dt, a<z<b.
Dann gilt
x b
o) = [ Gnf@a+ [ G

und somit

x b
Jla) = Gla)f@)+ [ 0G.0f@)dt - Glaa)fla) + [ 06070 di

- /b G (@, 1) (1) dt

Fiir die zweite Ableitung von ¢(z) erhalten wir auf analoge Weise unter Verwendung der Bezie-
hung (5.8)

b
O'(z) = HG(x+0,2)f(z) — AG(x —0,2)f(z) + / DG (x, t) () dt

fl@)
m +/a oGz, t)f(t)dt.
Aus der Definition von G(x,t) folgt fiir x # ¢
p()0nG(z,t) +p'(2)00G (2, t) + q(z)G(2,t) = 0

und somit
(L) (z) = f(z).
Auflerdem gilt

b
Rup = /[aoG(a,t)—i—ozlalG(a,t)]f(t)dt

1

b
= p(@W(a) | [aner(@) + aze(@] pa(t)f (1)t =0

und analog Ry = 0. Damit haben wir folgenden Satz bewiesen.
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Satz 5.2 Es seien {1, p2} ein Fundamentalsystem von Losungen der Gleichung Ly = 0, die
die Bedingungen Rgp1 = Rppa = 0 und (Rap2)(Rpp1) # 0 erfillen und G(z,t) die zugehirige
Green’sche Funktion. Dann ist das Randwertproblem (5.6) eindeutig losbar, und die Losung ist

gegeben durch
b
:/ G(z,t)f(t)dt
a

Beispiel 5.3 Fiir die Randwertaufgabe

y'=f, y(0)=y(1)=0,

kann man das Fundamentalsystem {@1,p2} mit ¢1(z) = x und p2(x) = x — 1 wdihlen, so dass
W(z) =1 und
z(t—1) @ 0<z<t<l1,

G(:L‘,t):
tx—1) : 0<t<z<1,

ist. Hieraus erhdlt man die Lésungsdarstellung

1 x 1
:/O Gla, ) f(t) dt = (x—1)/0 tf(t)dt+:1:L(t—1)f(t)dt

_ /OxF(t)dt—x/OlF(t)dt7

wobei F(x) eine Stammfunktion von f(x) bezeichnet. Betrachten wir die Randwertaufgabe
y'=f. y0)=y(1)=0,

so erhalten wir mit 1(x) = x und p2(x) = 1 die Lisungsdarstellung

T 1 T
go(x):—/o tf(t)dt—x/ f(t)dt:/o F(t)dt —xF(1).

5.3 Sturm-Liouville’sche Eigenwertaufgaben

Fiir den Differentialoperator L, definiert wie in (5.6), betrachten wir unter den Vorausset-
zungen des Satzes 5.2 das Eigenwertproblem

Ly+Xy=0, Ruy=Ryy=0. (5.10)

Wir nennen A € R einen Eigenwert, wenn (5.10) eine nichttriviale Losung ¢ = ¢y € C?|a, b]
(eine zugehorige Eigenfunktion) besitzt.

e )\ =0 ist kein Eigenwert.

e Ist G(z,t) die entsprechende Green’sche Funktion zum Differentialoperator L, wie sie in
satz 5.2 verwendet wird, so ist das Problem (5.10) dquivalent zu

1
y=—-My oder Ky-+ U= 0, (5.11)

wobei (Ky) ( /Ga:t tHydt,a<x<b.
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e Wir betrachten die normierten Ridume
C[CL, b] = (C[aa b]? H”oo) und Lz(av b) = (LQ(av b)v ||H2)

mit
1l = max {|f(H)] ca<t<b} wnd [fl,={fF) /f

Die Operatoren K : L2(a,b) — Cla,b] und K : L?(a,b) — L%(a,b) sind linear und
kompakt. Offenbar ist A € R\ {0} Eigenwert von (5.10) genau dann, wenn pu = —3
Eigenwert von K : L?(a,b) — L?(a,b) ist. AuBerdem ist der Operator K : L?(a,b) —
L2(a,b) selbstadjungiert, d.h., es gilt (Kf,g) = (f,Kg) fiir alle f,g € L?(a,b). Somit gilt
folgendes (vgl. [9, Satz 6.20] oder [10, Satz 3.25]):

Es existieren eine endliche Folge oder eine Nullfolge reeller Zahlen pg, pi1, ... mit |uo| >
|p1] > ... > 0 und paarweise orthonormale Funktionen v, € L2(a,b), so dass

KF = e (fyn) dn
k

fiir alle f € L?(a,b) gilt (im Sinne der L?(a, b)-Konvergenz, falls unendlich viele y, vorlie-

gen).
e Im vorliegenden Fall gibt es ein paar zusétzliche Besonderheiten, die wir im Folgenden
auflisten:
(a) Es gibt unendlich viele ¢y, k =0,1,...
(

)
b) Es gilt ¢, € CP[a,b], k=0,1,....
(c) Wir haben uy # pup41 fur alle £ =0,1,. ..
(d) Fiir g € CP[a,b] mit R,g = Ryg = 0 gilt

o0

Z ga¢k

k=0
im Sinne der L?(a, b)-Konvergenz.

1
(e) Es gilt A\ = —— — oo fiir k — o0.
i

Beispiel 5.4 Wir betrachten das Anfangs-Randwertproblem ( Wérmeausbreitung in einem Stab
der Linge )

ou 262u
=% 9.2 O<ax<l,t>0,
u(z,0) = f(z), O0<z<{,
u(0,t) =0, hu(ﬁ,t)—%kauéi’t)zo, t>0,

mit nichtnegativen Parametern a, B und v, wobei a > 0 und B+ v > 0 gelte. Der Separations-
ansatz u(x,t) = v(z)w(t) fihrt zu dem FEigenwertproblem

V(x) + po(z) =0, v(0)=0, ho()+kov'(£) =0.
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Die Figenwerte py = )\% ergeben sich aus den Losungen A = A\, > 0 der Gleichung

A
tanA€+L:O s B+y>0,

B
cos Al =0 : 6=0,
sin A =0 : v=0.
o0
2 2
Man erhdlt den Lésungsansatz u(x,t) = cheﬂ\k“ tsin A\, wobei sich die ¢ aus der An-
k=0
fangsbedingung ergeben,
o
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Anhang: Das System
Dampfmaschine — Fliehkraftregler

Siehe ausgehéndigte Skizze (vgl. auch [8, §27]): L; und Ls mogen die Liange 1 haben. Auf jeden
Massepunkt wirken die Zentrifugalkraft mé? sin ¢ und die Schwerkraft m g sowie die Reibung
b¢ . Die Differentialgleichung der Dampfmaschine lautet

Jw=M; -M,

wobei J das Trégheitsmoment und w die Winkelgeschwindigkeit des Schwungrades, M; das
Drehmoment der Dampfkraft und M das Drehmoment, das die Last (z.B. ein Foérderkorb)
auf das Schwungrad ausiibt, bezeichnen. Die Dampfmaschine und der Regler sind iiber das
Ubersetzungsverhiltnis n (6 = nw) und iiber die Gleichung

My = Mp + k(cos p — cos ™)
miteinander gekoppelt. Es folgt
m@=mnw?sing cosp—mgsinpg —by, Jw=kcosp— My

mit My = M — Mp + k cos ™. Dieses Differentialgleichungssystem ist dquivalent zu dem
System

i‘l = X9

. . 2 9 . .

Ty = mnzzsinzicosz; —¢gsinz; — — a2

m
. k M,
r3 = ? COsST1 — 7,
welches wir in der Form

il = X9
Lo = (aw%cosxl—ﬂ)sinxl—’yaﬁg
T3 = dcosxy—1

schreiben. Wir verwenden dabei die Bezeichnungen

b

TL=®, 2 =¢, I3 =0, a=n2,ﬁ=g,7=Ev 5:7777:79.
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s

Der Phasenraum dieses Systems ist somit gleich M = (O, 5) x R x (0,00) C R3. Der stationre
Punkt z* € M geniigt den Gleichungen

CSTL= S koorT T \| wcosat  \an  n\ M, (6.1)

Die Ableitung des Geschwindigkeitsfeldes in diesem stationdren Punkt ist gleich

0 1 0
A= | —a(z3)?sin?2f —vy 2axicosz}sinal
—0 sinz} 0 0

Fiir das charakteristische Polynom dieser Matrix erhalten wir
pa(A) = det(AI — A)

= M\ +7) +2a6 23 cosz} sin? 2} + a(zh)*Asin? o]

= M 4422 +a(23)? (sin 3:?)2 A + 2a: 6 2% cos x} sin?

Man nennt ein Polynom stabil, wenn alle seine Nullstellen negativen Realteil besitzen. Wir
betrachten ein Polynom

pAN) =X +a X +bX+c mit a,bc>0 (6.2)

und stellen die Frage, wann dieses Polynom stabil ist (siehe auch Merkblatt zur Stabilitdt von
Polynomen):

1. Wir schreiben p(A\) = (A + a)(A\%2 +b) — ab + ¢ und nehmen an, dass A\ = ip, p € R\ {0}
Nullstelle ist. Dann gilt

0=(@p+a)(—p?>+b)—ab+c, dh. b—p?=0 und ab=c.
Ist umgekehrt ¢ —ab = 0, so ist iv/b rein imagindre Nullstelle.

2. Sei ab < ¢. Wir lassen a und b gegen Null streben, und zZwar so, dass diese Ungleichung
erhalten bleibt. Das Polynom p(A\) = A3 + ¢ hat neben —c3 die Nullstellen

c% (cos T +isin E)
3 3

rechts von der imaginéren Achse.

3. Sei nun ab > c¢. Wir betrachten ¢ — 0. Das Polynom A(A? + a A + b) hat die Nullstellen

2

A2 = —5 £4/ % — b mit negativem Realteil und die Nullstelle A3 = 0. Letztere geht fiir
kleines ¢ > 0 in eine negative Nullstelle iiber, da A Aoz = —c < 0.

Also: Das Polynom (6.2) ist genau dann stabil, wenn ab > ¢ gilt. Fiir den Fliehkraftregler

bedeutet das

v a(zd)? sin® ot > 2006 3 sin® 2% cos a7},

d.h.
x3y > 20 cosx] = 2n).
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Diese Bedingung ist dquivalent zu

2
0T 2M, (6.3)
m w
Die Grofle
L dw*
N dM,

heiBt Ungleichformigkeit des Laufes der Dampfmaschine (v — Ma8 fiir die Anderung von w* bei
Anderung der Last M). Aus der Gleichung (w*)>M,, = const (siche (6.1)) folgt

dw*

2w*dMg My + (W) =0,
d.h.
dw* B w*
dMg, — 2M,’
Somit ist die Stabilitdtsbedingung (6.3) dquivalent zu
b
LA (6.4)
m

Technische Entwicklungen im 19. Jahrhundert, die eigentlich die Maschinen verbessern sollten,
wirkten der Bedingung (6.4) entgegen:

e Im Zusammenhang mit der Steigerung der Kapazitdt der Maschinen wurde das Gewicht
der Schieber vergroflert und deshalb die Masse der Kugeln am Regler erhoht.

e Verbesserte Oberflachen fithrten zu einer Verringerung der Reibung.

e Das Triagheitsmoment des Schwungrades wurde zur Erhohung der Arbeitsgeschwindigkeit
der Maschinen verkleinert.

e Man strebte danach, die Abhéngigkeit der Geschwindigkeit von der Last zu verringern,
was zu einer Verkleinerung der Ungleichférmigkeit des Laufes fiihrte.
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