Lésungen zur Priifungsklausur Funktionentheorie am 16.2.2008

1. Es seien G C C und F C C Gebiete.

(a) Wann nennt man eine Funktion f : G — F biholomorph?

e Die Funktion f: G — F heifit biholomorph, wenn sie bijektiv ist und sowohl f

als auch f~!: F — G holomorph sind. (2P)
(b) In welchen Punkten der komplexen Ebene ist die Funktion f; : C — C, z +— 222
differenzierbar?

e Da fi(2) = filz +iy) = (z +iy)(2® + ¥?) = 23 + 2y® + i(z%y + y?), sind die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen nur im Punkt z = 0 erfiillt. Dort
gilt f1(2) = f1(0) + (2 — 0)g(z) mit der stetigen Funktion g(z) = |2|?, so dass f
nur in zp = 0 differenzierbar ist. (Hinweis auf reelle Differenzierbarkeit im Punkt
0 geniigt auch.) (3P)
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fiir die Falle ¢ = 1 und a = 2, wobei I'; den oberen Halbkreisbogen von —a bis a mit dem
Mittelpunkt 0 und dem Radius a bezeichnet.

2. Berechnen Sie das Integral

e Der Integrand f(z) = % ist holomorph im (konvexen) Gebiet {z € C : |z| < v/2}.
z

Folglich ist die Integration innerhalb dieses Gebiets wegunabhéngig und somit
1
fe)dz = [ fo)do =
I -1
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Sei nun I' der geschlossene, positiv orientierte Jordan-Integrationsweg, der durch I'y
und das Intervall (—2,2) gegeben ist. Dann gilt

2
f(z)dz = /_2f(x)dx —Af(z)dz:0—2wiresﬂif: —i.
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3. Fiir welche komplexen Zahlen z € C konvergieren die folgenden Reihen?
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Bestimmen Sie die Summe der zweiten Reihe.
(a) e Fiir |z — 1] < 1 konvergiert der Hauptteil der Reihe nicht (vgl. notwendiges

Konvergenzkriterium). Fiir [z — 1| > 1 konvergiert der Nebenteil der Reihe nicht.
Fiir |z — 1] =1 gilt
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woraus die (absolute) Konvergenz folgt.
(3P)



(b) e Der Konvergenzradius dieser Potenzreihe ist wegen lim /n+1 = 1 gleich 1.
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Fiir |z| = 1 ist die notwendige Konvergenzbedingung verletzt. Also konvergiert
o0

Z(n + 1) 2" genau dann, wenn |z| < 1. Die Summe ldsst sich mittels
n=0

berechnen. (3P)

-1
4. Entwickeln Sie die Funktion f(z) = (2% — 1)6(2 D7 um 29 = 1 in eine Laurentreihe und
geben Sie das maximale Konvergenzgebiet an.
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e Da ewzz% Vw € C, gilt fiir z € C\{1}
n=0 :
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5. Sei f holomorph im Gebiet D, z € D und r > 0 so dass U,(z) C D. Zeigen Sie:
f(z) ist gleich dem ,arithmetischen Mittel“ der Funktionswerte von f auf U, (z), d.h.
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f(z)=— f(z+re't)dt.
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e Nach der Cauchyschen Integralformel gilt
1 () L[ i
= — dé = — )
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mit der Substitution £ = z + re’. (3P)

6. (Zusatzaufgabe) Gibt es im Gebiet
(a) G={z€C:|z—-2|<2} (b) G={z€C:|z—1| <3}
eine holomorphe Funktion f : G — C mit den Eigenschaften f(n™!) =0, n=1,2,...,
und f(2) =
(a) o Ja, f(z) = zsin ~. (1)
z

(b) e Nein, denn nach dem Identitétssatz folgt aus f(n=!) = 0, n = 1,2,... fiir eine
holomorphe Funktion f, dass f = 0. (17)
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7. Berechnen Sie / cos(agg) dz fir o > 0 und (Zusatzaufgabe) / e
0 +x 1 xrV .’,12‘2 —1

iaz eiaz
e Aus resi—— 5 = -
1+2 z+1i

—Q
= 62—, und dem Residuensatz folgt fiir R > 1
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776_0‘:/ ¢ dz+/ € dz:2/ cos(az) dx + Ip
_r1+2? Zl=Rimz>0 1 + 22 o 1+a?

mit R -
—aRsi
ol < g [ e < 5T — 0 (R— o),
Es folgt
/°° cos(aur) dp = Te ‘
0 1 + 372 2
(5P)
e Mit der Substitution z = vz2 — 1 folgt
/OO dz /°° dz 12 . 1 T
——= ——— = 2riresj—5—— = —.
1 xva?-—1 0 2241 2 2241 2
* dz
Alternative: / ——— = [arctan 2] . (27)
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8. Man bestimme das Bild des Kreisringes {z € C: 1 < |z| < 2} unter der Abbildung

Welche Menge wird durch w auf die offene Einheitskreisscheibe abgebildet?

e w ist eine Mobiustransformation. Aus 1 +— Py, —1+— 1 i % und 0 — 0 folgt

2

w({zeC:|z>1}):{zeC:Rez>;}.

Aus2+— 2, -2+ %, w(z) = w(z) und 1 — P, folgt, dass

4 2
w({zEC:|z|<2}):{z€(C: z—3‘>3}.
Somit ist
4 2 1
w({zé@:l<|z!<2}):{z€(c: z—3‘>3,Rez>2}.
(3P)
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e Die Umkehrabbildung lautet ebenfalls w™!(z) = T
2 —

Daraus folgt

w_l({ze(C:\z\<1}):{zeC:Rez<;}.



