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Kapitel 0

Vorbereitungen

0.1 Ungleichungen

Es seien p > 1 und p~' 4+ ¢~ ! = 1. Der Fliicheninhalt des Rechtecks mit den Seitenlingen o > 0
und 8 > 0 ist offenbar nicht gréfler als die Summe der Inhalte der Flidchen, die von der &-
bzw. der n—Achse und dem Graphen der Funktion 7 = ¢&7~1 begrenzt werden (siche Abb.). Die
Gleichung der Umkehrfunktion lautet & = 91 .

n
B
« 3
Es folgt
¢ v D q
aﬁ§/£p1d£+/nqldn=%+%- (0.1)
0 0

Sind wenigstens eine der Zahlen &, € C,k=1,...,m,und eineder Zahlenn, € C,k=1,...,m,
von Null verschieden, so folgt mit

&

(g w)

nj

m l/q
(zw)
k=1

m m m q
Z%ﬂj SZ\ag‘Hﬂj‘!SlZL*éz | _%JF%:L
= 7=t (Z |€k|p> (Z |77k|q>

a; =

s und f§; =

unter Verwendung von (0.1)

7j=1 7=1

7
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Wir erhalten die H6lder-Ungleichung
1/p 1/q
m m m
Yol < [ Do lglP > gl , (0.2)
j=1 j=1 j=1
die fiir beliebige £;,n; € C und p > 1,¢ > 1 mit p~ L +¢ ' =1gilt. Fiir p= ¢ = 2 ist diese als
Cauchy-Schwarz- bzw. Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung bekannt. Aus (0.2) folgt auch
m m m
Dol il < D IgIE AP Y gl 1 4P
j=1 j=1 j=1
m 1/p 1/p 1/q

DI+ il D_lg+ml )
Jj=1 Jj=1

J=1

IN

1

so dass sich wegen ¢(p —1) =pund 1 — ¢~ = p~! die Minkowski-Ungleichung

1/p 1/p 1/p

m m m
> lg +nl < (DGl DIl (0.3)
j=1 j=1 j=1

ergibt, die trivialerweise auch fiir p = 1 gilt.

0.2 Metrische Raume

Unter einem metrischen Raum X versteht man ein geordnetes Paar (X, d) aus einer nichtleeren
Menge (den Punkten des Raumes) und einer Abbildung d : X x X — [0,00) (der Metrik), die
folgenden Axiomen geniigt:

(M1) d(z,y) =0 <= z =y,

(M2) d(z,y) = d(y,z) Yo,y € X,

(M3) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) Ya,y,z € X (Dreiecksungleichung).

Eine Punktfolge (z,,),~; C X nennt man konvergent mit dem Grenzwert z* € X (in Zeichen:

lim z, = z%), wenn lim d(z,,2*) = 0 gilt. Der Grenzwert einer konvergenten Punktfolge
n—oo n—o0

ist offenbar eindeutig bestimmt, und jede Teilfolge einer konvergenten Punktfolge ist ebenfalls
konvergent mit dem gleichen Grenzwert.

Zu gegebenen € > 0 und x € X bezeichnen
Ue(z) ={y € X:d(z,y) <e} und K. (z):={yeX:d(z,y) <e}

die offene Kugel mit dem Mittelpunkt x sowie dem Radius € (auch e-Umgebung von x
genannt) und die entsprechende abgeschlossene Kugel. Fiir eine Teilmenge A C X des me-
trischen Raumes X definiert man die Menge

int(A) :={x € A:3Je>0mit U (zx) C A}
der inneren Punkte von A und die Menge
A={zeX:Ve>03dyc Amit y € U(z)}

der Beriihrungspunkte von A. Man nennt A C X
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e offen, wenn int(A4) = A4,

e abgeschlossen, wenn A = A

gilt. Ein Punkt x € A heifit isolierter Punkt von A, wenn ein ¢ > 0 mit der Eigenschaft
ANU.(z) = {z} existiert. Einen Beriihrungspunkt von A, der kein isolierter Punkt von A ist,
nennt man Hiufungspunkt von A. Die Menge der Haufungspunkte von A bezeichnet man
auch mit A’. Sind A und B Teilmengen eines metrischen Raumes X, so sagt man, dass A in
B dicht liegt, wenn A D B gilt. Einen metrischen Raum X nennt man separabel, wenn er
eine dichte Punktfolge (z,) enthélt, d.h. {z, :n=1,2,...} = X (oder: Vo € X und Ve > 0
AN = N(z,¢) : d(zn,x) < €).

Satz 0.1 (vgl. [7], Satz 2.24) Fir beliebige Teilmengen A C X eines metrischen Raumes X
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist abgeschlossen.
(b) X\ A ist offen.
(c) Es gilt A" C A.

)

(d) Aus {x, :n=1,2,...} CAundz*= 1i_>m xy folgt stets x* € A.
n—oo
Wir erinnern an folgende leicht zu beweisende Aussagen (vgl. auch [7, Satz 2.24]):

e Die Vereinigung und der Durchschnitt endlich vieler offener bzw. abgeschlossener Mengen
sind offen bzw. abgeschlossen.

e Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

e Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Eine Punktfolge (z,),~; C X nennt man Cauchyfolge oder Fundamentalfolge, wenn fiir
jedes € > 0 ein Index N € N mit d(xy,, z,,) < € fiir alle n,m > N existiert. Der metrische Raum
(X, d) heifit vollstéindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergent in X ist.

Folgerung 0.2 (vgl. [7], Folg. 3.8) Ist Xy, C X eine abgeschlossene Teilmenge des vollstindi-
gen metrischen Raumes (X,d), so ist (Xo,d) ein vollstindiger metrischer Raum.

Unter einer offenen Uberdeckung einer Menge A C X versteht man eine Familie {U,, : o € T}

von offenen Mengen U, C X, so dass A C U U, gilt. Man nennt eine solche Uberdeckung

acl
endlich, wenn sie nur aus endlich vielen Mengen U, besteht. Eine Teilmenge A C X heifit

kompakt, wenn aus jeder offenen Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung ausgewéhlt
werden kann. Man nennt eine Menge B C X ein e-Netz zu A C X, wenn fiir jedes x € A ein
y € B mit d(z,y) < € existiert. Man nennt A C X relativ kompakt oder prikompakt, wenn
A kompakt ist.

Satz 0.3 (vgl. [7], Satz 3.3) Es sei A C X eine Teilmenge des metrischen Raumes X . Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:
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(a) A ist kompakt.

b) Aus jeder Punktfolge (x,). >, C A kann eine konvergente Teilfolge ausgewdihlt werden,
n=1
deren Grenzwert zu A gehort.

(c) Jede unendliche Teilmenge von A besitzt einen Héaufungspunkt, der zu A gehdrt.
Man nennt A C X beschrénkt, wenn ein R > 0 und ein € X mit A C Ur(z) existieren.

Folgerung 0.4 Ist A prikompakt, so existiert zu jedem € > 0 ein endliches e-Netz fiir A. Jede
kompakte Menge ist abgeschlossen und beschrinkt. Jeder kompakte metrische Raum ist separabel
und vollstindig.

Eine Abbildung f: X — Y, x — f(z) zwischen zwei metrischen Raumen (X, dx) und (Y, dy)
nennt man stetig, wenn fiir jedes zp € X und jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass aus
x € Us(xg) stets f(x) € Ue(f(zg)) folgt (d.h., so dass f (Us(xo)) C Us (f(x0)) gilt). Man nennt
sie gleichmiBig stetig, wenn fiir jedes £ > 0 ein ¢ > 0 existiert, so dass dy (f(y), f(z)) < e fiir
alle z,y € X mit dx (y,x) < ¢ gilt.

Satz 0.5 (vgl. [7], Satz 2.44) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) Die Abbildung f : X — Y ist stetig.
(b) Aus (zy),=; C X und z* = nh_)rrgo xy, folgt f(x*) = nh_)rrgo f(zn).
(c) Fiir jede offene Menge A C'Y ist f~1(A) offen.
(d) Fiir jede abgeschlossene Menge A C'Y ist f~1(A) abgeschlossen.
Satz 0.6 (vgl. [7], Satz 3.22) Es seien X ein kompakter, Y ein beliebiger metrischer Raum

und f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann ist f : X — Y gleichmdf$ig stetig. Im Fall
Y = R existieren Punkte x,,x, € X mit

f(zy) < f(z) < f(z,) VazeX.

Beispiel 0.7 (Raum aller Zahlenfolgen) Das geordnete Paar (s,d) mit
s={(=(&)psp:éneC,n=0,1,2,...}

und

- —-n |£n—77n|
dg,n) =S g sn "Ml
€m=2 2" e

st ein vollstindiger und separabler metrischer Raum. Die Konvergenz in s ist dquivalent zur
koordinatenweisen Konvergenz.

Beispiel 0.8 (weitere Beispiele metrischer Riume)

1. (£ ds) mit £>° = {f =)y eC,n=0,1,2,..., sup [&]|< oo} und

n=0,1,2,...

deo(§,m) = sup £, — 1w
n=0,1,2,...

(Raum der beschrinkten Zahlenfolgen)
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2. (c,dw) mz’tc:{g:(gn)n‘fo:5ne<c,n:0,1,2,... 3 Iim 5nec}

(Raum der konvergenten Zahlenfolgen)

5. (c0,doc) mit €9 = {€ = (€)% & € C.n =0,1,2,..., Tim & =0}
(Raum der Nullfolgen)

4. 1<p<oo, (,d,) mit (P = {5:(fn)nozc’oz§n€(C,n:O,1,2,... , Z]{n]p<oo} und
n=0

[e%s} 1/1’
= (Z ‘gn - nn’p>
n=0

(Raum der zur p-ten Potenz summierbaren Zahlenfolgen)
5. (CJ0,1],ds) mit C[0,1] = {f :[0,1] — C stetig} und
doo(f; 9) = max {[f(t) — g(t)| : ¢ € [0, 1]}
(Raum der auf [0,1] stetigen komplezwertigen Funktionen)
6. (C™10,1],doom) mit m=0,1,2,...,
C™0,1] = {f :[0,1] — C: f ist m mal stetig differenzierbar}
und

oom fg :Zdoo f(k
k=0

(Raum der auf [0,1] m mal stetig differenzierbaren komplezwertigen Funktionen,

Vereinbarungen: fO) = f, dy o = do , C[0,1] = CJ[0,1])

Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Rédumen (X, dx) und (Y, dy) nennt man
kontrahierend, wenn ein ¢ € (0, 1) existiert, so dass

dy (f(x1), f(22)) < qdx(x1,22) Vo220 € X

gilt.

Satz 0.9 (Fixpunktsatz von Banach, vgl. [7], Satz 4.46) Es seien (X, d) ein vollstindi-
ger metrischer Raum und f : X — X eine kontrahierende Abbildung mit der Kontraktions-
konstanten q. Dann besitzt f in X genau einen Fixpunkt z*, d.h. genau eine Lésung der
Gleichung x = f(x). Dabei gilt fiir jedes xy € X und

Tn = f(xn-1), neN, (0.4)
die Beziehung lim x, = x* mit der a-priori Abschditzung
n—oo

n

d(zp,x") < -

d(xz1,z9), n€N. (0.5)
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Das durch (0.4) beschriebene Verfahren zur niherungsweisen Berechnung einer Losung der Glei-
chung = = f(z) nennt man Methode der sukzessiven Approximation.

Satz 0.10 (Durchschnittssatz von Cantor) Es sei (A,),=, eine Folge abgeschlossener und
nichtleerer Teilmengen des vollstindigen metrischen Raumes X, deren Durchmesser

d(A,) =sup{d(z,y) : z,y € A,}

eine Nullfolge bilden und fiir die Ap11 C Ay fiir allen € N gilt. Dann ezistiert genau ein x* € X
mitx* € A, VYn=1,2,...

Eine Teilmenge A C X des metrischen Raumes X nennt man nirgends dicht in X, wenn jede
offene Kugel in X eine zu A durchschnittsfremde offene Kugel enthélt. Die Menge A heifit von

erster Kategorie, wenn sie als Vereinigung hochstens abzéhlbar vieler nirgends dichter Mengen
darstellbar ist. Man nennt sie von zweiter Kategorie, wenn sie nicht von erster Kategorie ist.

Satz 0.11 (Baire’scher Satz) Jeder vollstindige metrische Raum X ist eine Menge zweiter
Kategorie.

Folgerung 0.12 Jeder vollstindige metrische Raum ohne isolierte Punkte ist eine tberabzdhl-
bare Menge.

Ein System {Gq} 7 offener Teilmengen G, C X heifit Basis des metrischen Raumes X, wenn
jede nichtleere offene Teilmenge von X als Vereinigung von Mengen aus {G4} 7 darstellbar ist.

Satz 0.13 FEin metrischer Raum ist genau dann separabel, wenn er eine hdchstens abzihlbare

Basis besitzt.

0.3 Vervollstindigung metrischer Radume

Es seien (X, d) ein metrischer Raum und X die Menge aller Cauchyfolgen (z,) = (xn), = in X.
Auf X definieren wir die Aquivalenzrelation

(zn) ~ (yn) = nhanolo d(Tp,yn) = 0. (0.6)

Mit X sei die Menge der Aquivalenzklassen [(z,)]~ mit (z,) € X bezeichnet. Auf X definieren
wir

da ()]s ()] = T d(n,p) (0.7)

Ferner sei Xy = {[(z)]~ : z € X} .
Satz 0.14 Durch (0.7) wird eine Metrik auf X definiert. Ferner gilt:
(a) Die Abbildung f:X — Xy, x — [(z), 0]~ ist eine Isometrie, d.h., es gilt
dx(f(2), f(y)) = d(z,y) V,yeX.

(b) Der Raum X ist dicht in X | d.h. Xy = X .
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(¢) Der metrische Raum (X, dy) ist vollstindig.

Definition 0.15 Ein metrischer Raum (Y,dy) heifst Vervollstindigung eines metrischen
Raumes (X, dx) , wenn (Y, dy) vollstindig ist und einen dichten Teilraum Yo enthdilt, der zu X
isometrisch ist (d.h., es existiert eine bijektive Abbildung f : X — Yo mit dy (f(z1), f(x2)) =
dx($1,$2) Vxi,29 € X)

Bemerkung 0.16 Die Vervollstindigung eines metrischen Raumes st bis auf Isometrie ein-
deutig bestimmit.

0.4 Normierte Raume

Einen linearen Raum X iiber dem Koérper K der reellen oder der komplexen Zahlen (auch K-
Vektorraum genannt) nennt man normierten Raum, wenn eine Abbildung X — [0,00),
x > ||z|| mit folgenden Eigenschaften gegeben ist:

(N1) ||z]| =0 < =0,
(N2) |laz|| = |a| |z|| Vz e X, VaeK,

(N3) |lz+yll <|lz| + llyl] Vz,y € X (Dreiecksungleichung).

Folgerung 0.17 In einem normierten Raum X gilt

[zl =iyl | < lle =yl vayeX.

Folgerung 0.18 Ist (X, ||.||) ein normierter Raum, so ist (X,d) mit d(z,y) = ||z —yl|| ein
metrischer Raum.

Wenn dieser zugeordnete metrische Raum vollsténdig ist, so nennt man (X, ||.||) einen vollstéin-
digen normierten Raum oder Banachraum.

Folgerung 0.19 Die Réiume (£°,].[|.), (¢, [|-Il) s (o, [I-lloo) und (€7, ||.]l,), 1 < p < oo, mit

[e%¢) 1/17
1€l = sup  [&n| und !!é“llp:(Z\ﬁn\p)
n=0

n=0,1,2,...

sind Banachrdume (vgl. Beispiel 0.8).

Zwei Normen |.[[; und |||, auf einem linearen Raum X heiflen dquivalent, wenn positive
Konstanten cq, ¢y existieren, so dass

callzly <llzlly < ez flzf, vzeX

gilt. Auf dem Kreuzprodukt X x Y zweier normierter Réume (X, ||.||x) und (Y, |.||y) kann man
verschiedene &dquivalente Normen definieren, z.B.

1

I, ll, = (Il + lylI%)* , p=1, oder [[(2,y)llo == max {||zllx . [lylly} -

Dabei ist (2, yn) — (z,y) dquivalent zu z, — = und y,, — y .
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Folgerung 0.20 In einem normierten Raum sind die Abbildungen X xX — X, (z,y) — z+y
und K x X — X, (a,z) — ax stetig.

Es seien (X, |.||) ein normierter Raum und (X,dy) die im Abschnitt 0.3 konstruierte Ver-
vollstdndigung des zugeordneten metrischen Raumes. Durch die Definitionen

of(zn)]~ + Bl(yn)l~ = [(a@n + Byn)l~, . B €K, [(zn)l~, [(yn)]~ € X, (0.8)
und
llell = lim ] ()] € X, (0.9)

wird X zu einem normierten Banachraum.

o9 n S
Eine Reihe Z:cn, wobei x, € X, nennt man konvergent, falls die Folge <Z :r:k) der

n=1 k=1 n=1
Partialsummen konvergiert. Unter ihrer Summe versteht man den Grenzwert der Folge der

o n
Partialsummen, an = lim Zwk Man nennt die Reihe absolut konvergent, wenn die
n—oo
o
Zahlenreihe Z ||zn|| konvergiert.
n=1

Satz 0.21 FEin normierter Raum X ist genau dann Banachraum, wenn in thm jede absolut
konvergente Reihe auch konvergent ist.

0.5 Riume mit Skalarprodukt

Es sei H ein linearer Raum (i.a. iiber dem Korper der komplexen Zahlen). Eine Abbildung
HxH — C, (z,y) — (z,y) heiit Skalarprodukt oder inneres Produkt auf H, wenn
folgende Axiome erfiillt sind:

(S1) (z,2) >0 VzeHund (z,2) =0 <= 2=0,

(S2) (z,y) = (y,z) Vz,yecH,

(83) {ax + By, z) = afz,2) + Bly,2) Vz,y,2€ H, Va,B € C.

Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(@, )| < VA(z,2)\/(y,y) YVa,y€H. (0.10)

Unter Verwendung dieser Ungleichung kann man zeigen, dass durch
2]l = V/{z, z) (0.11)

eine Norm auf H definiert wird. Ein Raum (H, (.,.)) mit Skalarprodukt heifit unitirer Raum,
wenn (H,|.]|) mit ||z|| = /(z,z) ein Banachraum ist. Einen unitdren Raum H nennt man
Hilbertraum, wenn fiir alle n € N ein linear unabhéngiges System in H mit genau n Elementen
existiert.
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Beispiel 0.22 Wir definieren auf der Menge C[0,1] = {f :]0,1] — C stetig} der stetigen
komplezwertigen Funktionen iber dem Interval [0, 1]

1 -
(f.g) = /0 F@)g(@) e

Dann ist (C[0,1],(.,.)) ein Raum mit Skalarprodukt, aber kein unitdirer Raum.

0.6 Ubungsaufgaben

1. Beweisen Sie die Satze 0.1 und 0.5.

2. Zeigen Sie, dass die im Beispiel 0.8 aufgelisteten Rdume metrische Rdume sind. Untersu-
chen Sie diese Rdume auf Vollstdndigkeit und Separabilitit. Wie kann man die Konvergenz
in diesen Rdumen charakterisieren?

3. Mit (cgg, doo ) bezeichnen wir den Raum der “endlichen” Zahlenfolgen, d.h., die Zahlenfolge

£ = (&n) oo € coo gehort genau dann zu cop, wenn wenn ein Index N = N(§) existiert, so

dass &, =0Vn > N gilt.

(a) Zeigen Sie, dass cop nicht vollstéindig ist.
(b) Zeigen Sie, dass cgg separabel ist.
(c) Was ist die Abschlieung von cgg in £°°?
4. Beweisen Sie: In einem vollstindigen metrischen Raum X ist eine Teilmenge A C X

genau dann prikompakt, wenn zu jedem € > 0 ein endliches e-Netz fiir A existiert. (Vgl.
Folgerung 0.4.)

5. Bleibt die Aussage des Satzes 0.10 giiltig, wenn man die Voraussetzung d(A,) — 0 durch
d(Ay) < oo Vn > ng ersetzt?

6. Seien (X, d) ein metrischer Raum, () # Xy C X und Ay C X . Zeigen Sie: Aj ist genau
dann im metrischen Raum (X, d) offen, wenn eine offene Menge A C X existiert, so dass
Ag = AN Xy gilt.

7. Zeigen Sie, dass jeder Teilraum eines separablen metrischen Raumes separabel ist.

8. Zeigen Sie, dass die Definitionen (0.8) und (0.9) korrekt sind und durch (0.9) tatséchlich
eine Norm auf & definiert wird.

9. Beweisen Sie Satz 0.21.
10. Welche der Rdume aus Beispiel 0.8 sind Hilbertrdume?

11. Zeigen Sie, dass die Vervollstdndigung eines Raumes mit Skalarprodukt ein unitdrer Raum
ist.
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KAPITEL 0. VORBEREITUNGEN



Kapitel 1

Lineare Operatoren
in normierten Raumen

1.1 Stetigkeit und Beschranktheit

Es seien X und Y lineare Rédume iiber dem Koérper K der reellen oder der komplexen Zahlen.
Bekanntlich nennen wir eine Abbildung f : X — Y, x — f(z) linear, wenn fiir beliebige
r1, 29 € X und a1, as € K die Beziehung

flarzr + agzs) = a1 f(z1) + aa f(22)
gilt. Oft nennen wir eine solche lineare Abbildung auch linearen Operator und schreiben f(x)
in der Form Az . Die Menge aller linearen Operatoren zwischen X und Y bezeichnen wir mit
L(X,Y). Sie ist mit der Definition
(€A + pB)x := a(Azx) + B(Bz), «o,0€K, A;Be L(X,Y),

selbst wieder ein linearer Raum iiber K.

Satz 1.1 Es seien (X, ||.||x) und (Y, |.|ly) zwei normierte Raume iber K sowie A € L(X,Y).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A: X —Y ist eine stetige Abbildung.
(b) A: X — Y ist im Punkt O stetig.
(c) Es eistiert eine Konstante M > 0 mit der Eigenschaft

|Az|ly < M ||z||x Yz eX. (1.1)
(d) A: X — Y ist gleichmdfig stetig.

Wenn es nicht zu Missverstéindnissen kommen kann, verzichten wir im Weiteren auf die Indizie-
rung der Normen.

17
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Die Menge der Operatoren A € L(X,Y), fiir die eine (und somit jede) der Aussagen (a)-(d) des
Satzes 1.1 erfiillt ist, bezeichnen wir mit £(X,Y). Definieren wir fir A € £(X,Y)

[Allxy = sup{[[Az[| : 2 € X, ||z <1}, (1.2)

sowird (£(X,Y), ||.|lx_y) zu einem normierten Raum, dem Raum der beschrénkten linearen
Operatoren. Die Zahl ||A|| = ||A|x_v ist die kleinste aller Zahlen M , fiir die ||Az| < M |||
Ve X gilt.

Satz 1.2 Ist Y ein Banachraum, so ist auch L(X,Y) ein Banachraum.
Beispiel 1.3 Wir betrachten den Operator A : (C[0,1], ||||j) — (C[0,1], [|.]|, ) mit
(AN =tft), 0=<t<1,
fiir
1
[flloo = max {|f(®)] : £ € [0,1]}  und [[flly = /0 |f(8)[dt .

Die Elemente von L(X,K) nennt man lineare Funktionale. Der Raum (£(X,K), ||.||x_x) der
linearen stetigen Funktionale heifit dualer Raum zu X und wird mit X* bezeichnet.

Theorem 1.4 (Riesz’sches Darstellungstheorem) Es seien (H,(.,.)) ein unitdrer Raum
und f € H*. Dann existiert genau ein xy € H, so dass

flx) = (z,zy) VozecH.
Dabei gilt | fllg = sl -

Man kann also H* mit H identifizieren.

Zwei normierte Rdume X und Y nennt man zueinander isometrisch isomorph, wenn ein

linearer isometrischer Operator U : X — Y (d.h. ||Uzy — Uxs|| = ||z1 — z2|| V1,29 € X)
mit U(X) = Y existiert. Zueinander isometrisch isomorphe Rdume werden oft miteinander
identifiziert.

Beispiel 1.5 Es gilt ¢ = (1, ({1)* = 0> und ({P)* =09, wobei 1 <p<oo,p l+qgt=1.

1.2 Das Theorem von Banach-Steinhaus

Lemma 1.6 Es seien X und Y normierte Riume und F C L(X,Y) eine Familie linearer
stetiger Operatoren. Existieren ein x* € X und ein e > 0, so dass

M(z*,e) :=sup{||Az||: Ae F,ze X, |z —z"|| <e} <0

gilt, so ist sup{||A|| : A€ F} < o0.

Das folgende Theorem konstatiert ein fundamentales Resultat der Funktionalanalysis, das Prin-
zip der gleichmifligen Beschrinkheit.
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Theorem 1.7 Es seien X ein Banachraum und Y ein normierter Raum. Ist eine Familie F C
L(X,Y) linearer stetiger Operatoren punktweise beschrinkt auf X, d.h.

sup{||Az|[: Ae F} <o VzeX,

so ist F gleichmdfig beschrankt, d.h. sup{||Al : A € F} < c0.

Fiir Folgen (Ay),=; C £(X,Y) linearer beschrénkter Operatoren unterscheiden wir drei Kon-
vergenzbegriffe:

e Normkonvergenz: 34 € L(X,Y) : limp o0 | 4n — Al ,(x y) =0
(in Zeichen: A = lim,,_,o, 4;,)

e starke Konvergenz: 34 € £L(X,Y) : limy,, ||[Anz — Az|ly =0 Ve e X
(in Zeichen: A,, — A)

e schwache Konvergenz: 34 € £L(X,Y) : lim,,, f(4Apz) = f(Az) Ve eX, VfeY*
(in Zeichen: A,, — A)

Bemerkung 1.8 Aus der Normkonvergenz folgt die starke Konvergenz, aus der starken Kon-
vergenz die schwache.

Satz 1.9 (Banach-Steinhaus) Es seien X und Y Banachriume, Xo C X eine in X dichte
Teilmenge und A, € L(X,Y), n € N. Die Folge (Ay), >, konvergiert genau dann stark, wenn
(Apx), 2, fir jedes x € X eine Cauchyfolge und die Zahlenfolge (|| Ayl|),=y beschrinkt sind.

1.3 Ubungsaufgaben

1. Man zeige, dass fir A € £(X,Y) die Gleichungen

Ax
4l = sup 0] € X, ol =13 =sup { el 20 e X\ (01

gelten (vgl. (1.2)).
2. Sind folgende Operatoren linear und stetig? Berechnen Sie gegebenenfalls deren Norm.

(@) Vi tp — 7, (&0,61,&2,---) = (0,80, &1, &2, - - )

(b) J:CJ0,1] — CJ0,1], f(t) — bff(T)dT

(c) Do : CWI0,1] — C[0,1], f s f

(d) D1 (CW[0, 1], [Il) — C[0,1], > f

(©) 75 Clo,1 — Clo.1l, () = [ k(t,s)/(s)ds.

wobei k : [0,1]? — C eine stetige Po’unktion sei.

3. Wie kann man den dualen Raum ¢, beschreiben? (vgl. Aufgabe 3, Abschnitt 0.6)
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[e.9]

4. Ist f:ecpo — C, &= (&n) g Z &, ein lineares stetiges Funktional?
n=0
5. Es seien Ay, und t, € [0,1], k=1,2,...,n,n=1,2,..., gegebene Zahlen mit folgenden
Eigenschaften:
n
° sup{2|)\nk| in = 1,2,...} < 0,
k=1

n 1
o > hueptus) = [ ple)d
k=1 0
fiir jedes Polynom p(t), dessen Grad kleiner n ist, n = 1,2,...

Man zeige, dass dann
n 1
Jim kZlAnkf(tnk) = /0 f(t) dt

fiir jede stetige Funktion f : [0,1] — C gilt.

(Z) Unter welchen Voraussetzungen an die Zahlen ajy, , j,k = 0,1,2,... , ist der Operator

o0

AP — 07, €= (£,),5, — <Z am&)
k=0

n=0

stetig?

1.4 Invertierbare Operatoren

Es seien X,Y,Z normierte Rdume tiber dem Zahlenkorper K und A € L(X,Y), Be€ L(Y,Z).
Unter dem Produkt BA der Operatoren A und B versteht man die Abbildung BA : X — Z,
x +— (BoAx = B(Ax), d.h. die Verkniipfung der beiden Abbildungen A : X — Y und
B:Y — Z. Offenbar ist dann auch BA € L(X,Z) . Folgendes ist leicht einzuschen:

e Ist auBerdem C € L(Z, W), so gilt C(BA) = (CB)A.
e Sind A, A1, Ay € L(X,Y) und B, By, By € L(Y,Z) sowie aj,as € K, so gilt
B(OélAl + 012142) = Oél(BAl) + CY2(BA2)

und
((XlBl + (XQBQ)A = Ckl(BlA) + OCQ(BQA) .

e Sind Ae £L(X,Y) und B € L(Y,Z), so gilt auch BA € L(X,Z), wobei
1BAllxz < Blly sz 1Allx 5y -
e Die Abbildung £(X,Y) x L(Y,Z) — L(X,Z), (A, B) — BA ist stetig.

Beschreibt der Operator A : X — Y eine bijektive Abbildung, so bezeichnen wir mit A~! :
Y — X den Operator, der die entsprechende Umkehrabbildung realisiert. Es gilt dann also
A7'A = Ix und AA~! = Iy, wobei Ix : X — X, x — z die identische Abbildung in X ist. In
diesem Fall nennen wir den Operator A : X — Y invertierbar und A=!: Y — X den zu A
inversen Operator.
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Lemma 1.10 Ist A € L(X,Y) invertierbar, so ist A~ € L(Y,X).

Mit N(A) bezeichnen wir den Nullraum des linearen Operators A (auch Kern von A genannt),

NA)={zreX: Az =0v}.

Lemma 1.11 Ein Operator A € L(X,Y) realisiert genau dann eine injektive Abbildung A :
X — Y, wenn N(A) ={Ox} gilt.

Gilt A=t € £(Y,X), so nennen wir den Operator A € L(X,Y) stetig invertierbar. Die Menge
der stetig invertierbaren Operatoren A € £L(X,Y) bezeichnen wir mit GL(X,Y).

Satz 1.12 Ist X ein Banachraum, so ist Ix—FE € GL(X,X) fir alle E € L(X,X) mit [|[E| < 1.
Dabei gilt

oo
(Ix—E)'=)_E" wnd |(Ix-E)'| < -
= 1—[E]

Folgerung 1.13 Sind X oder Y ein Banachraum, so ist GL(X,Y) eine offene Teilmenge von
L(X,Y).

Lemma 1.14 Ein Operator A € L(X,Y) ist genau dann stetig invertierbar, wenn A : X — Y
eine surjektive Abbildung ist und wenn eine Konstante m > 0 existiert, so dass ||Az| > m ||z||
fir alle x € X gilt.

Im néchsten Abschnitt lernen wir den Satz von Banach kennen, welcher besagt, dass jeder
bijektive lineare und beschrinkte Operator zwischen Banachridumen auch stetig invertierbar ist.

1.5 Das Theorem vom abgeschlossenen Graphen

Definition 1.15 Es seien X und Y normierte Riume. Ein Operator A € L(X,Y) heifit ab-
geschlossen, wenn aus x, — x und Ax, — y folgt Ax = y. Das ist gleichbedeutend damit,
dass der Graph {(z, Az) : x € X} des Operators A eine abgeschlossene Menge in X x Y ist.

Ein weiteres fundamentales Prinzip der Funktionalanalysis (nach dem Prinzip der gleichméBigen
Beschrénkheit) wird im folgenden Theorem vom abgeschlossenen Graphen formuliert.

Theorem 1.16 FEs seien X und Y Banachriume. Ist ein Operator A € L(X,Y) abgeschlossen,
so 1st er stetig.

Der Satz von Banach ist nun eine leichte Folgerung.

Satz 1.17 (Banach) Es seien X und Y Banachrdume. Realisiert der Operator A € L(X,Y)
eine bijektive Abbildung A : X — Y , so ist er stetig invertierbar.

Wir erinnern an die Definition der Aquivalenz von Normen: Man nennt zwei Normen ||.||; und
||.|| auf einem linearen Raum X zueinander dquivalent, falls positive Konstanten ¢, ¢ existie-
ren, so dass

callzlly <llzlly < ez flzll, vVzeX

gilt.
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Folgerung 1.18 Es seien (X, ||z||,) und (X, ||z||y) Banachriume und aus der ||.||,-Konvergenz
folge die ||.||o-Konvergenz. Dann sind die zwei Normen zueinander dquivalent.

1.6 Faktorriume und das Open Mapping Theorem

Es sei M C X ein abgeschlossener linearer Teilraum des normierten Raumes X . Dann wird
auf X durch “z ~y <= = —y € M” eine Aquivalenzrelation definiert. Die entsprechenden
Aquivalenzklassen sind von der Form

e =2x4+M:={z+z:2eM}, zeX.

Die Menge aller dieser Aquivalenzklassen heift Faktorraum von X bez. M und wird mit X /M
bezeichnet. Wir definieren

Izl |l =[]~ llx jpr := f {[Je + 2[lx - 2 € M}, 2 € X,

und
a[m]w—{—ﬁ[y]N = [ax+/8y]N? .T,yGX, CY,,BEK-

Man nennt eine Abbildung zwischen metrischen Réumen eine offene Abbildung, wenn das
Bild jeder offenen Menge offen ist.

Satz 1.19 Fir die obige Konstruktion gelten folgende Aussagen:
(a) (X/M, ||||X/M) ist ein normierter Raum.
(b) Ist X ein Banachraum, so auch X /M.
(¢) Die Faktorabbildung X — X/M, x — [z]. ist stetig und offen.
Beispiel 1.20 Es seien A € L(X,Y) und M = N(A). Dann ist die Abbildung
¢ : X/M — AX), [z].— Az

linear, stetig und bijektiv.

Beispiel 1.21 Wir wihlen X = C|[0,1], to € [0,1], M = {f € X : f(top) = 0} und beschreiben
X /M.

Satz 1.22 (Open Mapping Theorem) Es seien X und Y Banachriume. Ist die Abbildung
A e L(X,Y) surjektiv, so ist sie auch offen.

Als Folgerung aus diesem Satz ergibt sich unter Verwendung von Satz 0.5,(c) wiederum der Satz
von Banach (Satz 1.17).
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1.7 Das Theorem von Hahn-Banach

Hier lernen wir nun das letzte der drei fundamentalen Prinzipien der Funktionalanalysis ken-
nen, das Theorem von Hahn-Banach, welches sich mit dem Problem der Fortsetzung linearer
stetiger Funktionale von linearen Teilrdumen auf den gesamten normierten Raum befasst. Zur
Vorbereitung auf seinen Beweis beleuchten wir einige Grundlagen der Mathematik, die im Zu-
sammenhang mit dem Auswahlaxiom von Zermelo stehen.

Eine beliebige (nichtleere) Menge A heifit partiell geordnet (mit der Ordnungsrelation <),
wenn

(Ol) a<aVa€e A,
(02) aus a < bund b < a stets a = b folgt,

(0O3) aus a < bund b < ¢ stets a < ¢ folgt.

Eine Teilmenge B C A nennt man linear geordnet, wenn fiir ein beliebiges Paar (a,b) € Bx B
wenigstens eine der Relationen a < b oder b < a gilt. Eine linear geordnete Teilmenge B C A
heifft maximal, wenn fiir jede linear geordnete Teilmenge By C A mit B C B; die Gleichheit
B = B; folgt.

Axiom: Jede partiell geordnete Menge besitzt eine mazximale linear geordnete Teilmenge.

Ein Element by € A nennt man obere Schranke der Teilmenge B C A, wenn b < by fiir alle
b € B gilt. Ein Element a¢ € A heifit maximal, wenn aus ag < a stets ag = a folgt.

Lemma 1.23 (Kuratowski-Zorn) Besitzt jede linear geordnete Teilmenge einer partiell ge-
ordneten Menge A eine obere Schranke, so existiert in A ein mazximales Element.

Lemma 1.24 (Zermelo) Es sei {Mqa} 7 ein beliebiges System nichtleerer Mengen. Dann
existiert eine Menge M mit der Figenschaft M = {my:a €L}, wobei my, € M, fir alle
acl.

Lemma 1.24 wird auch Auswahlaxiom genannt und ist zu obigem Axiom, welches auch Ma-
ximalkettensatz heifit, dquivalent. Wir verweisen noch auf das Theorem von Zermelo, welches
mittels des Zornschen Lemmas bewiesen werden kann. Eine linear geordnete Menge N nennt
man wohlgeordnet oder vollstindig geordnet, wenn jede nichtleere Teilmenge von N ein
kleinstes Element enthélt.

Theorem 1.25 (Zermelo) Auf jeder nichtleeren Menge N kann man eine Ordnung einfiihren,
beziiglich der N' wohlgeordnet ist.

Nun zum Theorem von Hahn-Banach. Es sei X ein Vektorraum. Eine Abbildung p : X — R
nennt man sublineares Funktional, wenn folgende zwei Eigenschaften erfiillt sind:

(L1) p(z +y) <p(z) +ply) Vz,y € X,

(L2) p(ax) =ap(zr) Vee X,Va>0.



24 KAPITEL 1. LINEARE OPERATOREN IN NORMIERTEN RAUMEN

Die Abbildung p : X — R, x — ||z||x ist ein Beispiel fiir ein sublineares Funktional. Wir
beweisen zuerst die reelle Version des Theorems von Hahn-Banach.

Theorem 1.26 (Hahn-Banach) Es seien X ein reeller Vektorraum und p : X — R ein
sublineares Funktional sowie M C X ein linearer Teilraum. Ist f : M — R ein lineares
Funktional mit der Eigenschaft f(x) < p(z) Vo € M, so existiert ein lineares Funktional F' :
X — R, welches den Bedingungen F(z) = f(z), z € M, und F(z) < p(z), v € X, gendiigt.

Sind nun X ein C-Vektorraum und F' = f 4+ ig € L(X,C) mit f = ReF, g = Im F', so folgt
aus F(ir) = iF(z), dass f(iz) + ig(iz) = if(x) — g(z) und somit f(iz) = —g(z). Es folgt
F(z) = f(x) —if(iz). Ist umgekehrt F' von dieser Gestalt mit einem R-linearen Funktional
f:X—R,soist ': X — C, .+ f(z) —if(iz) ein C-lineares Funktional auf X.

Theorem 1.27 (Hahn-Banach) FEs seien X ein normierter Raum iber K und M C X ein
linearer Teilraum von X. Ist f : M — K ein lineares Funktional mit |f(z)| < ||z|| , x € M,
so existiert ein lineares Funktional F: X — K mit F(x) = f(z), € M, und |F(z)| < ||z| ,
reX.

Ist ein normierter Raum Y stetig in einen normierten Raum X eingebettet, so ist leicht zu
sehen, dass X* stetig in Y* eingebettet ist. Die erste Folgerung 1.28 aus dem Theorem von
Hahn-Banach zeigt, dass fiir einen linearen Teilraum Xy C X mit der durch X induzierten
Norm der duale Raum X{ “nicht grofler” als X* ist.

Folgerung 1.28 Es seien X ein normierter Raum und Xg C X ein linearer Teilraum von
X, versehen mit der durch X induzierten Norm. Ist fo € X{j, so existiert ein f € X* mit

f(@) = folz), € Xo, und || fllx. = [[follx: -

Folgerung 1.29 Es seien X ein normierter Raum, Xg C X ein linearer Teilraum von X und
zo € X, wobei d := dist(zo, Xo) > 0. Dann existiert ein fo € X* mit || follx- = 1, fo(z) =0
Ve Xy und fo(zo) =d.

Folgerung 1.30 Sind X ein normierter Raum und xo € X\ {©} , so existiert ein Funktional
fo € X*, so dass || folx- =1 und f(zo) = ||zol|x gilt. Insbesondere trennen die Funktionale aus
X* die Punkte von X.

Folgerung 1.30 nennt man auch den Satz iiber die ausreichende Anzahl von Funktionalen.

Folgerung 1.31 Ist X ein normierter Raum, so gilt fir jedes x € X
lzllx = sup{[f(z)|: f € X", || fllx. <1} .

Wir zeigen nun, dass man die Aussage des Satzes 1.2 umkehren kann.
Satz 1.32 Ist £L(X,Y) ein Banachraum, so ist auch Y ein Banachraum.

Jedes z € X erzeugt iiber die Formel j,(f) = f(z) ein lineares stetiges Funktional j, : X* — K.
Folgerung 1.31 liefert sogar

gzl = sup{|f(2)| : f € X7, [[fllx <1} = [lz[lx - (1.3)

Jx : X — (X*)* =: X** | x> j, ist also eine lineare Isometrie. Man nennt den normierten
Raum X reflexiv, wenn Jx(X) = X** gilt. X** nennt man den bidualen Raum zu X . Aus
Satz 1.2 folgt, dass ein reflexiver normierter Raum mit Notwendigkeit ein Banachraum ist.
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Satz 1.33 Jeder abgeschlossene lineare Teilraum eines reflexiven normierten Raumes ist eben-
falls reflexiv.

Fiir Teilmengen Y C X und Y, C X* definieren wir
Vi={feX": fly)=0 VYyeY} und Vi={reX:f(z)=0 VfeV.}.

Man nennt nun einen abgeschlossenen linearen Teilraum Y, C X* gesédttigt, wenn fiir jedes
f € X*\ Y, ein € Y, mit der Eigenschaft f(z) # 0 existiert. Aus Folgerung 1.29 ergibt
sich, dass jeder abgeschlossene Teilraum Y, C X* im Falle eines reflexiven normierten Raumes
X geséttigt ist.

Lemma 1.34 FEin Teilraum Y, C X* ist genau dann gesdttigt, wenn eine Teilmenge Y C X
existiert, so dass Y, = yL gilt.

Folgerung 1.35 Ein Teilraum Y, C X* ist genau dann gesdittigt, wenn Y, = (YY) gilt.

Fine Teilmenge Y, C X* nennen wir *schwach abgeschlossen, wenn aus f € X* und aus der
Tatsache, dass fiir jedes © € X eine Folge (fy),~; C Y. mit der Eigenschaft f,(z) — f(z)
existiert, folgt, dass f € Y, gilt.

Satz 1.36 FEin linearer Teilraum Y, C X* ist genau dann gesdttigt, wenn er *schwach abge-
schlossen ist.

Satz 1.37 FEin Banachraum X ist genau dann reflexiv, wenn jeder abgeschlossene lineare Teil-
raum von X* gesdttigt ist.

Abschlieflend beleuchten wir noch die Eigenschaft der Separabilitit von X und X*.

Satz 1.38 Ist X* separabel, so gilt dies auch fir X.

Folgerung 1.39 Ist X reflexiv und separabel, so hat auch X* diese Eigenschaften.

1.8 Schwache und *schwache Konvergenz

In diesem Abschnitt sei X stets ein Banachraum. Eine Folge (f,,),~, C X* heifit *schwach

n=1

konvergent gegen f € X*, wenn f,(z) — f(z) fiir alle z € X gilt. Satz 1.9 liefert

Folgerung 1.40 Eine Folge (f,),~; C X* konvergiert genau dann *schwach gegen f € X*,
wenn (|| ful]), =y beschrinkt ist und fy,(x) — f(x) fir alle z aus einer in X dichten Teilmenge
gilt.

Satz 1.41 Ist X separabel, so besitzt jede beschrinkte Folge in X* eine *schwach konvergente
Teilfolge.

Man nennt eine Folge (z,,),~; C X schwach konvergent gegen x € X, wenn die Bedingung
limy, o0 f(zyn) = f(z) fir alle f € X* gilt (in Zeichen: x,, — x). Unter Beachtung von f(x,) =
Ju, (f) und f(z) = j.(f) sowie Satz 1.9 ergibt sich
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Folgerung 1.42 Eine Folge (), konvergiert genau dann schwach gegen x € X, wenn
(|znll) ey beschrinkt ist und f(xn) — f(x) fir alle f aus einer in X* dichten Teilmenge
gilt.

Satz 1.43 In einem reflexiven normierten Raum hat jede beschrinkte Folge eine schwach kon-
vergente Teilfolge.

1.9 Ubungsaufgaben

1. Man zeige, dass der Operator D; : <C(1)[O, 1], HHOO> — CJ0,1], f — [’ abgeschlossen
ist.

2. Es seien X und Y Banachrédume und A € L(X,Y). Ferner sei Y C Y* eine Menge von
Funktionalen, die die Punkte von Y separiert, d.h., fiir zwei beliebige Punkte y1,72 € Y
mit y; # yo existiert ein Funktional f € Y§, so dass f(y1) # f(y2). Man zeige: Ist die
Abbildung X — C, z — f(Ax) fir jedes f € Y| stetig, so ist auch A : X — Y stetig.

3. Auf dem Raum CJ0, 1] der stetigen Funktionen f : [0,1] — C sei eine Norm ||.||, gegeben,
so dass (CJ[0,1],||.||,) ein Banachraum ist und dass aus ||f, — f|l, — 0, fu, f € C[0,1],
folgt fn(t) — f(t) fiir alle ¢t € [0,1]. Man zeige, dass ||.||, zu ||.||, dquivalent ist.

4. Es seien X ein Banachraum und Y C X ein in X stetig eingebetteter Banachraum,
d.h. der Einbettungsoperator £ : Y — X, y — y ist stetig. Ferner seien A € £(X, X)
und Ay € Y Vy € Y. Man zeige, dass dann A € £(Y,Y) gilt.

5. Es sel X ein linearer Raum tiiber K.

(a) Man zeige, dass fiir jedes f € L(X,K) ein 2y € X existiert, so dass jedes z € X in
der Form = = axg+ 21 mit z; € N(f) dargestellt werden kann. Ist diese Darstellung
bei gewéihlten f und zg eindeutig?

(b) Man zeige: Sind f,g € L(X,K) und N(f) C N(g), so existiert ein v € K mit
g(z) = ~vf(x) fir alle z € X.

6. Esseien (X, ||.||) ein normierter Raum iiber K, (z,,),~; € X und (o), o, C K. Man zeige:

IfeX*: f(zn) =a, VneN

> Bray

k=1

<~ dM>0:

> Brak

k=1

<M VneN, V3, eK

7. Es seien X ein linearer Raum iiber R, p : X — R ein sublineares Funktional und zg € X.
Zeigen Sie, dass dann ein f € L(X,R) existiert, so dass

f(zo) = p(zo) und  —p(—z) < f(z) <p(r) VreX
gilt.
8. Man zeige, dass jeder endlichdimensionale Teilraum von X* geséttigt ist.

9. Man zeige, dass jeder endlichdimensionale normierte Raum reflexiv ist.
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Banachalgebren

2.1 Grundlagen

Definition 2.1 Fin Banachraum A iber C wird Banachalgebra genannt, wenn A nicht nur
aus dem Nullelement besteht, eine Abbildung A x A — A, (a,b) — ab erklirt ist und ein
Element e € A existiert, so dass folgende Azxiome erfillt sind: Va,b,c € A und Vo, € C gilt

(B1) (aa+ Bb)e = alac) + B(be), c(aa + Bb) = afca) + B(cb) ,
(B2) a(be) = (ab)e,

(B3) ea =ae =a,

(B4) [lab]l < [lall f[o] -

Man spricht von einer kommutativen Banachalgebra A, wenn ab = ba fiir alle a,b € A gilt.

Das Element e heifit Einselement und ist eindeutig bestimmt. Ein Element a¢ € A nennt
man regulir, wenn ein Element b existiert, so dass ab = ba = e gilt. Das Element b ist dann
eindeutig bestimmt, wird mit a~! bezeichnet und Inverses von a genannt. Die Menge der
reguldren Elemente von A bezeichnen wir mit GA. Unter der Resolventenmenge p(a) eines
Elementes a € A versteht man die Menge der Skalare A € C, fiir die a — Ae regulér ist. Das
Spektrum o(a) ist definiert als o(a) = C\ p(a).

Beispiel 2.2 Ist X ein Banachraum iber C, so ist L(X,X) eine Banachalgebra.

Beispiel 2.3 Ist E ein kompakter metrischer Raum, so ist der Raum <C(E,(C), H||OO) der

komplezwertigen stetigen Funktionen auf E mit || f|| ., = max{|f(z)|: x € E} eine kommutative
Banachalgebra.

Satz 2.4 Es seien A eine Banachalgebra und a € A.

o
a) Ist Z la™|| < o0, so iste —a € GA und es gilt
n=0

(e —a) Za (2.1)
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(b) Ist |la|]| < 1, soist e —a € GA und es gilt (2.1).
(¢) Der Grenzwert r(a) = limp_o0 ||a”||V/™ ewistiert und ist endlich. Dabei gilt

r(a) =sup{|A|: A € o(a)} (Spektralradius von a).

(d) Fir |¢| > r(a) ist (e — a reguldr, und es gilt

(Ce—a)™t=) ¢l

n=0

(e) Die Resolventenmenge p(a) ist eine offene Menge in C.

Satz 2.5 Ist p(¢) ein Polynom in (, so gilt fir jedes a € A
o(p(a)) = plo(a)) :={p(A) : A€ o(a)} .

Satz 2.6 Fir jedes a € A ist o(a) nicht leer.

2.2 Kommutative Banachalgebren

In diesem Abschnitt sei A eine kommutative Banachalgebra.

Ein lineares Funktional m € L(A, C) nennt man multiplikativ, wenn m # © und
m(ab) = m(a)m(b) Va,be A

gilt. Die Menge der linearen multiplikativen Funktionale auf A bezeichnen wir mit M 4 .

Lemma 2.7 Fiir jedes a € A gilt {m(a) :m € M4} C o(a).

Ein linearer Teilraum N von A heifit Ideal, wenn aus a € N und b € A folgt ab € N'. Man
nennt das Ideal N' maximal, wenn jedes a € A auf eindeutige Weise in der Form a = ag + Ae,
ag € N, A € C, darstellbar ist.

Beispiel 2.8 Ist £y C E eine Teilmenge des kompakten metrischen Raumes E | so ist
N(Ey) ={f € C(E,C): f(z)=0, x € Eyp}

ein Ideal in <C(E, C)
Punkt xg € E besteht.

, H||OO> . Dieses Ideal ist genau dann mazimal, wenn Ey aus genau einem

Beispiel 2.9 Ist m € My, so ist N(m) = {a € A: m(a) =0} ein mazimales Ideal.
Satz 2.10 Jedes Ideal N # A ist in einem mazimalen Ideal enthalten.

Beispiel 2.9 kann man in gewisser Weise umkehren, wie das folgende Lemma zeigt.



2.2. KOMMUTATIVE BANACHALGEBREN 29

Lemma 2.11 Ist N # A ein Ideal, so existiert ein m € M 4 mit der Eigenschaft N C N(m).
Satz 2.12 Fir jedes a € A gilt o(a) = {m(a) :m € M4} .

Wir listen noch einige Eigenschaften maximaler Ideale bzw. linearer multiplikativer Funktionale
auf.

Satz 2.13 In einer kommutativen Banachalgebra A gilt:

(a) Jedes mazximale Ideal ist abgeschlossen.
(b) Aus m € My folgt m € A* und |[m]| <1.

(¢) Das Ideal N C A, N # A, ist genau dann maximal, wenn fir jedes Ideal M C A mit
N #M und N ¢ M folgt M = A.

Erginzende Bemerkungen:

e Ein geordnetes Paar (X, F) aus einer nichtleeren Menge X und einem System F C P(X)
von Teilmengen von X nennt man topologischen Raum, wenn folgende Axiome erfiillt
sind:

(T1) 0,X e F.
(T2) Eine beliebige Vereinigung von Mengen aus F gehort zu F .
(T3) Der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus F gehort zu F .

Die Elemente von F nennt man offene Mengen in X . Der topologische Raum X heifit
kompakt, wenn aus jeder offenen Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung von
X ausgewdhlt werden kann. Man nennt X einen Hausdorff-Raum, wenn die Topologie
F die Punkte von X trennt, d.h., wenn fiir beliebige z,y € X mit x # y zwei Mengen
Iy, Fy € F existieren, so dass x € Fy, y € Fy und Fy N Fy = () gilt.

e Eine Abbildung zwischen zwei topologischen Riumen nennt man stetig, wenn das vollstén-
dige Urbild jeder offenen Menge bez. dieser Abbildung offen ist. Unter einer Basis des
Systems der offenen Mengen versteht man ein Teilsystem Fy von F mit der Eigenschaft,
dass jede Menge F' € F als Vereinigung von Mengen aus Fy geschrieben werden kann (vgl.
auch das Ende von Abschnitt 0.2 der Vorlesung). Es gibt noch den Begriff der Subbasis,
der ein System G C F meint, fiir welches das System aller Durchschnitte endlich vieler
Mengen aus G eine Basis von F ergibt.

e In der Aufgabe (Z),(c), Abschnitt 2.3 wird die Abbildung a — a(M) bei festem M €
M(A) betrachtet. Hilt man dagegen a € A fest, so ergibt sich eine Abbildung a :
M(A) — C, M +— a(M). Unter dem Raum der maximalen Ideale versteht man
die Menge M(A), versehen mit der schwichsten Topologie, in der alle Funktionen a :
M(A) — C, a € A, stetig sind. Eine geeignete Subbasis

{U(a,Mq,e) :ac A, Moe M(A), >0}
fiir diese Topologie bilden die Mengen
U(a, Mp,e) ={M e M(A) : [a(M) —a(My)| <e} .
e Es gilt: Der Raum der maximalen Ideale M(A) ist ein kompakter Hausdorff-Raum.

e Der Raum der maximalen Ideale M((¢}(Z),*)) (vgl. Aufgabe 2.3, 2) ist gleich (bis auf
Homoomorphie) dem Einheitskreis der komplexen Ebene.
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2.3 Ubungsaufgaben

1. Es sei B ein Banachraum iiber C, der die Axiome (B1), (B2) und (B4) erfiillt und kein
FEinselement besitzt. Man zeige, dass dann die Menge

A={(B,b):BeC, be B}
mit den Verkniipfungen

(8,0) + (v, 6) = (B+7,b+¢), alBb)=(af,ab), (B,0)(7,¢) = (B7,bc+ fc+b)

und der Norm
1(B,0)]| 4 = 18] + [Ibll 5

eine Banachalgebra ist.
2. Ist
gl(Z) = {5 = (fn)noi—oo : fn € (Ca ne Z? Z ’é.n’ < OO}

n=—oo

(e}
mit der Norm ||¢|| = Z |€n| und der Multiplikation

n=—oo

§xn= ( > En—kﬁk>

k=-o00 n=—o00

eine Banachalgebra?

3. Es sei (I',:) mit I' = {v1,...,7,} eine endliche Gruppe. Mit L;(I') bezeichnen wir die
Menge aller Abbildungen f : I' — C und versehen diese mit der linearen Struktur

(af +B9)(v) =af(v) +B9(v), a,feC,yel,

der Multiplikation
(f * 9)(w) Z Fowr )

und der Norm || f|| = Z |f(v&)| - Ist L1(T") eine Banachalgebra?

4. Man zeige, dass die Abschlieung jedes Ideals wieder ein Ideal ist.

(Z) Mit R bezeichnen wir den Durchschnitt aller maximalen Ideale der kommutativen Banach-
algebra A, das sogenannte Radikal von A. Man nennt A halbeinfach, wenn R = {©}
ist. Man zeige:

(a) Ist J # A ein abgeschlossenes Ideal, so ist die Faktoralgebra A/J eine kommutative
Banachalgebra ([a][b] := [ab]).
(b) A/R ist halbeinfach.

(c) A/M ist isomorph zu C, falls M ein maximales Ideal ist. Bezeichnet jrs : A/ M —
C den entsprechenden Isomorphismus, so hat die Abbildung A — A/ M — C,
a— [alpm =a+ M jm(lajam) =: a(M) folgende Eigenschaften:
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i (a+0)(M) = a(M) +bM),
ii. (aa)(M) =aa(M),
(ab)(M) = a(M)b(M),

iii.

iv. a M) =0 < aec M,
v. e(M) =1,
vi. |a(M)] < a] -

(d) Mit M(A) bezeichnen wir die Menge der maximalen Ideale in A. Fiir M € M(A)
definieren wir fuq: A — C, a — a(M). Man zeige, dass die Abbildung M(A) —
M4, M — faq eine bijektive Abbildung ist.
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Kapitel 3

Die Fredholmsche Alternative

In diesem Kapitel beschreiben wir eine Klasse von linearen beschrénkten Operatoren A € £(X)
in einem Banachraum X mit der Eigenschaft, dass die Gleichung

Az =y (3.1)
genau dann fiir jedes y € X l6sbar ist, wenn die homogene Gleichung
Az =0 (3.2)

nur die triviale Losung besitzt.

3.1 Der adjungierte Operator

Fiir A € £(X,Y) definiert man den adjungierten Operator A* : Y* — X* durch
(A*g)(z) = g(Az) VzxeX.
Lemma 3.1 Es gilt A* € L(Y*,X*) und [|[A*||y_x+ = [|Allx_v -
Es gilt ferner
(a) (tkA+pBB)* =aA*+pB*, o, €K, A,Be L(X,Y),
(b) (AB)*=B*A*, Ac L(Y,Z), Be L(X,)Y).

Sind (Hj,(.,.);), J = 1,2, zwei unitdre Rdume und A € £(H;,Hs), so kann wegen Theorem
1.4 der adjungierte Operator A* € L(H%, HY) identifiziert werden mit dem Operator AT €
L(Hy,H;), fiir den gilt

(Az,y)o = (z,ATy)1 VYreH, YyecHs.
Genauer: Sind Ji, : Hy — Hy, f — 2y mit f(z) = (x,25), Vo € Hy (vgl. Theorem 1.4) und
A e L(H,Hy), B € L(Hy,H;) mit (Az,y) = (x,By) Vz,y € H, so folgt (Vf € Hj, Vx €

H, )
(z, hA"f)1 = (A" f)(z) = f(Az) = (Az, Jof)2 = (z, BJ2f)1,

33
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also
J1A* = BJy bzw. A*=J 'BJ.

Die Menge A(X) = {Az : x € X} nennen wir Bild des Operators A und bezeichnen sie mit
R(A). Die Mengen N(A) und R(A) sind lineare Teilrdume von X bzw. Y . Das Element x ist
genau dann Losung von (3.2), wenn x € N(A) gilt, und die Gleichung (3.1) ist genau dann
losbar, wenn y € R(A) gilt.

Aus y € R(A) folgt g(y) = 0 fiir alle g € N(A*), d.h.
R(A) C TN (A%).
Frage. Wann gilt in dieser Beziehung die Gleichheit?

Satz 3.2 Fiir A € L(X,Y) gilt stets R(A) = LN (A*).
Folgerung 3.3 Es gilt R(A) = *N(A*) genau dann, wenn R(A) abgeschlossen (inY ) ist.

Frage: Wann ist R(A) abgeschlossen?

3.2 Operatoren mit abgeschlossenem Bild

Lemma 3.4 Es seien X und Y Banachriume sowie A € L(X,Y) mit N(A) = {0} . Dann ist
R(A) genau dann abgeschlossen, wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass

lellx < clldally Vo eX. (3.3)

Satz 3.5 Es seien X und Y Banachriume sowie A € L(X,Y). Dann ist R(A) genau dann
abgeschlossen, wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass

dist(z, N(A)) < c¢||Azly VzeX. (3.4)

Beispiel 3.6 Fir X =Y = C[0,1] und den Operator A € L(X) mit (Af)(t) =tf(t), t €[0,1]
erhalten wir unter Verwendung von Lemma 3.4, dass R(A) nicht abgeschlossen ist.

3.3 Kompakte Operatoren

Definition 3.7 Einen Operator T € L(X,Y) nennt man kompakt oder vollstetig, wenn fiir
jede beschrinkte Menge Xo C X das Bild T'(Xo) C Y relativ kompakt ist.

Die Menge der kompakten Operatoren T' € L(X,Y) bezeichnen wir mit £(X,Y),imFall X =Y
mit (X).

Lemma 3.8 T € L(X,Y) ist genau dann kompakt, wenn T (U1(©)) relativ kompakt ist. Ferner
gilt K(X,Y) C L(X,Y).



3.4. FREDHOLMOPERATOREN 35

Eine Familie F von Funktionen f : E — C auf einem metrischen Raum (E,d) nennt man
gleichgradig stetig, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

f@) — [l <e VfeF, VaycE mit d,y) <o
gilt. F heifit gleichmé&flig beschrinkt, wenn eine Konstante M > 0 existiert, so dass

lf@)| <M VfeF,VreE.
Theorem 3.9 (Arzela-Ascoli) Es scien E ein kompakter metrischer Raum und F C C(E,C)
eine Teilmenge der komplexwertigen und stetigen Funktionen auf E. Dann ist F genau dann

relativ kompakt in (C(E,C),|.||,,) , wenn die Funktionen aus F gleichmdfSig beschrdnkt und
gleichgradig stetig sind.

Beispiel 3.10 Es seien k : [0,1] x [0,1] — C eine stetige Funktion und T : C[0,1] — CJ0, 1]
mit

1
(TF) () :/0 k(t,s)f(s)ds, te]0,1]. (3.5)
Dann gilt T € K(CJ0,1]).

Das folgende Lemma bezieht sich auf Folgerung 0.4 (siehe auch Abschnitt 0.6, Aufgabe 4).

Lemma 3.11 FEine Teilmenge Xqg eines vollstindigen metrischen Raumes X ist genau dann
relativ kompakt, wenn zu jedem € > 0 ein endliches e-Netz fiir X existiert.

Satz 3.12 Aus T € K(X,Y) folgt T* € K(Y*,X*).

3.4 Fredholmoperatoren

Einen Operator A € £(X,Y) nennt man Fredholmoperator, wenn er ein abgeschlossenes Bild
hat und sowohl N(A) als auch N(A*) endlichdimensional sind.

Lemma 3.13 Ist Xy # X ein abgeschlossener Teilraum des normierten Raumes X, so existiert
fir jedes 6 € (0,1) ein xg € X mit ||xg|| =1 und dist(zg, Xo) > 6.

Lemma 3.14 Ist Sx = {z € X : ||z|| = 1} kompakt, so ist der normierte Raum X endlichdi-
mensional.

Lemma 3.15 Sind X und Y Banachriume, A € L(X,Y) und R(A) abgeschlossen, so gilt
R(A*) = N(A)*. Insbesondere ist R(A*) auch abgeschlossen.
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Theorem 3.16 Sind X ein Banachraum, T € K(X) und A =1 —T, so gilt R(A) = R(A).
Auflerdem ist dim N(A) = 0 genau dann, wenn dim N(A*) =0 gilt.

Folgerung 3.17 Unter den Voraussetzungen von Theorem 3.16 gilt entweder R(A) = X und
N(A) ={O} oder R(A) # X und N(A) # {6} .

Bemerkung 3.18 Unter den Voraussetzungen von Theorem 3.16 sind die Nullrdume N (A) und
N(A*) endlichdimensional und ihre Dimensionen gleich.

3.5 Uber das Spektrum kompakter Operatoren

Das Spektrum o(A) eines Operators A € L£(X) (vgl. Abschnitt 2.1) besteht aus allen Zahlen
A € C, fiur die A — Al nicht invertierbar ist. Man nennt A € o(A) einen Eigenwert von A,
wenn dim N(A — AI) > 0 gilt.

Beispiel 3.19 Fir den Verschiebungsoperator V : (P — (P (&9,&1,82,...) — (&1,82,&3,...)
ist (V) ={A e C: |\ <1}, wobei im Fall 1 < p < oo nur die A mit |A\| < 1 Eigenwerte sind,
wdhrend im Fall p = oo alle A € o(V') Eigenwerte sind.

Theorem 3.20 Sind X ein Banachraum und T € K(X), so besteht o(T) \ {0} aus hichstens
abzdhlbar vielen Eigenwerten, deren einzig mdglicher Haufungspunkt die Null ist.

3.6 Ubungsaufgaben
1. Man zeige, dass ein Operator T' € K(X,Y) schwach konvergente Folgen in konvergente
Folgen iiberfiihrt.

2. Esseien X ein reflexiver Banachraum und 7' € £(X) iiberfiihre schwach konvergente Folgen
in konvergente Folgen. Man zeige, dass dann T kompakt ist.

3. Ist die Menge Xo = {£ = (&), 50 € £ : €| < (n+1)"1, n=0,1,2,...} kompakt in £>?

4. Man zeige, dass K(X) ein zweiseitiges Ideal in £(X) ist, d.h., dass K(X) ein linearer
Teilraum von £(X) ist und dass aus A € £L(X) und T € K(X) folgt TA, AT € K(X).

5. Man zeige: Besitzt Xy C X fiir jedes € > 0 ein endliches e-Netz, so besitzt Xq fiir jedes
€ > 0 ein endliches e-Netz N, C X .

6. Es seien A, A€ L(Y,Z)und T € £(X,Y). Man zeige:
Aus A, — A folgt lim,, o ||AnT — ATHE(XZ) =0.

7. Es seien A, A € L(X,Y) und T € K(Y,Z). Man zeige:
Aus A, — A folgt TA,, — TA.



Kapitel 4

Riaume messbarer Funktionen

4.1 Einiges aus der Integrationstheorie

Im weiteren verstehen wir unter dem Tripel (2, X, P) einen Mafiraum, d.h., ¥ C P(Q2) ist eine
o-Algebra iiber der nichtleeren Menge € und P : ¥ — [0, o0] ein (o-additives und o-endliches)
Ma8R:

(M1) AneE(nzl,Q,...),AjﬂAk:(Z)(jaék:):>P<© An> :iP(An),
n=1 n=1

(M2) 34, €%: Q=[] A,, P(4;) <oo,n=12,...

n=1

Die Mengen A € ¥ nennt man messbar. Eine Funktion f : Q@ — C := C U {Py} heifit
messbar, wenn fiir jede offene Menge B C C das vollstéindige Urbild f~!(B) messbar ist. Wir
sagen, dass eine Eigenschaft P-fast iiberall (P-f.i.) gilt, wenn sie mit eventueller Ausnahme
einer Menge vom P-Mafl Null erfiillt ist.

Fine Funktion f : @ — C nennt man Treppenfunktion, wenn sie nur endlich viele Werte

21,22, ,2m (m=m(f), zj # 2 fur k # j) annimmt. Eine solche Treppenfunktion ist genau

dann messbar, wenn alle Mengen Aj := f~'({z}), ¥ = 1,...,m, messbar sind. Man nennt
m

eine solche Treppenfunktion P-integrierbar, wenn die Summe Z |zi| P(Ag) endlich ist, und

k=1
definiert das Integral einer integrierbaren Treppenfunktion als

/ fw)P(dw) =Y zpP(Ag) .
k=1

Q

Eine Funktion f : Q — C heifit P-integrierbar, wenn eine Folge (f,,) P-integrierbarer Trep-
penfunktionen existiert, so dass f,(w) — f(w) P-f.ii. auf Q gilt und fiir jedes € > 0 ein Index
N existiert mit

/‘fn(w) — fm(W)|P(dw) <e Vm,n>N.
Q

37
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Offenbar existiert dann der (endliche) Grenzwert

Jim - f (w) P(dw) -

Q

Dieser ist unabhiingig von der Wahl der Folge (f,) und wird mit
[ P (11)
Q

bezeichnet. Die Menge der P-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit L = L(Q, %, P).
Fiir A € ¥ definiert man

/ f(w)P(dw) = / xA(@)f () P(du)
A Q

1 : weAd,
0 : wéA,
bezeichnet. Das Integral (4.1) hat u.a. folgende Eigenschaften:

wobei x4 : 2 — C, w — { } die charakteristische Funktion der Menge A

1. f,geL,a,feC = af+BgcL,

/ (0f (@) + Bg(@)P(dw) = o / f(w)P(dw) + B / 9(w) P(dw),

Q Q Q

2. felL < |f|l€eL,

3. feL, f(w) >0 P-fii. auf Q =

/f(w)P(dw) >0 und =0 <= f(w)=0 P-A{.i.
Q

4. Ist f € L, so ist die Mengenfunktion @ : ¥ — C,

A~ | f(w)P(dw)
/

o-additiv und absolut stetig. (Man nennt eine Mengenfunktion @) : ¥ — C absolut stetig,
wenn aus P(A) = 0 stets Q(A) = 0 folgt. Dies ist dquivalent dazu, dass limp(4)—,0 Q(4) =0
gleichmiBig bzgl. A € ¥ gilt.)

Wir erinnern an einige Sitze aus der Maf- und Integrationstheorie. Es seien f, : @ — C
messbare Funktionen.

Satz 4.1 (Beppo Levi, Lebesgue) Gilt 0 < fi(w) < falw) < ... fidi. und fp(w) — f(w)
foi., soist f: Q — [0, 00| messbar und

/Q fw) P(dw) = lim [ fn(w)P(dw).

n—oo Q
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Satz 4.2 (Fatou) Fir messbare Funktionen f, : & — [0, 00| gilt

/Q lim inf f,,(w) P(dw) < liminf / fn(w

n—o0 n—oo

Satz 4.3 (Lebesgue) Es seien g : Q@ — [0, 00] integrierbar und fn(w) — f(w) f.i. sowie
|fn(w)| < g(w) fii., n=1,2,... Dann ist f : Q — C integrierbar, und es gilt

/ f(w = Jim [ fuw) Pdo).

n—oo

Mit S bezeichnen wir die Menge der bez. des Lebesgue-Mafles m messbaren Funktionen f :
[0,1] — C.

Satz 4.4 (Lusin) FEs seien f € S beschrinkt und ¢ > 0 beliebig. Dann existiert eine stetige
Funktion fo: [0,1] — C mit den Eigenschaften

mA{t € [0,1] : f(t) # fo(t)} <& wund sup{|fo(t)]:t € [0,1]} <sup{|f(t)]:¢e]0,1]}.

Satz 4.5 (Riesz) Konvergiert f, gegen f dem Mafle nach (vgl. Satz 4.7), so existiert eine
Teilfolge (fn, )y » die gegen f f.i. konvergiert.

Sind (94,%;,P;), j = 1,2, zwei Mafirdume, so bezeichnet man mit ¥; x ¥ die kleinste o-
Algebra, die alle Mengen der Gestalt Ay x Ay mit A; € ¥; enthélt. Auf 31 x 39 existiert ein
eindeutig bestimmtes (o-additives und o-endliches) Mafl P; x P, mit der Eigenschaft

(P1 X PQ)(Al X Ag) = Pl(Al)PQ(AQ), Aj S Ej .
Das Integral bzgl. dieses Mafles bezeichnen wir mit

/ f(W1,W2)(P1 X PQ)(dwldWQ) oder / f(wl,UJQ)Pl(dwl)PQ(UJQ) . (42)
01 xQo Q1 %x09

Theorem 4.6 (Fubini-Tonelli) Fine 3 X ¥y-messbare Funktion f : Q1 x Qo — C ist genau
dann Py x Py-integrierbar, wenn eines der iterierten Integrale

/ /f(whwz)P(dwl) P(dws)  oder / /f(whwz)P(dwz) P(dwy)

QQ Ql Q1 QQ

existiert. Diese beiden Integrale sind dann gleich dem Integral (4.2).

4.2 Der Raum S

Auf der Menge S betrachten wir die Aquivalenzrelation

frg = m{te[01]: f(t) #9()} =

und identifizieren im Weiteren die messbare Funktion f mit der zugehorigen Aquivalenzklasse
[f]~ . Mit S = SJ0, 1] bezeichnen wir den Raum dieser Aquivalenzklassen versehen mit der Metrik

IR - )
9= | T g
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Satz 4.7 (Fréchet) Jede Funktion aus S ist Grenzwert einer dem MafSe nach (vgl. Satz 4.7)
konvergenten Folge von Polynomen.

Satz 4.8 Die Konvergenz in S ist die Konvergenz dem MafSe nach, d.h., es gilt f, — f in S
genau dann, wenn fir jedes € > 0

im m {t € [0,1] = [fu(t) = f()] > e} =0

gilt.

Satz 4.9 Der metrische Raum S ist vollstindig und separabel.

4.3 Die L’-Riume

Sei 1 < p < oco. Unter L? = LP[0, 1] verstehen wir den Teilraum von S der Funktionen (genauer
Aquivalenzklassen von Funktionen) f, fiir die | f|P integrierbar ist. Auf L? definieren wir

1
1 P
My 22— & g ([ ropa)”
Satz 4.10 Die Riaume (LP,|.[[,), 1 <p < oo, sind separable Banachrdume.

Mit L*° = L*°[0, 1] bezeichnet man die Teilmenge von S der wesentlich beschrankten Funktionen.
Man definiert ||.|| : L™ — R,

fresssup{|f(t)]:t€[0,1]} :==inf{M e R:m{t €[0,1] : |f(t)| > M} =0} .

Satz 4.11 (L*,|.||,,) ist ein Banachraum.



Kapitel 5

Anhang B: Ausgewihlte Beweise

5.1 Zum Abschnitt 0.2 (Metrische Ridume)

Beweis von Satz 0.10. Fiir jedes n € N wihlen wir ein z,, € A, . Sei € > 0 beliebig. Dann
existiert ein ng € N mit d(4,) > e Vn > ng. Da z,,xy € Ap, Yn,m > ng, folgt d(x,, ) < &
Vn,m > ng. Also ist (z),°, eine Cauchyfolge und somit konvergent, xz, — z*. Aus der
Abgeschlossenheit der A,, folgt * € A,, Vn € N. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus d(A,) — 0.

O

o
Beweis von Satz 0.11. Wir nehmen an, dass X = U A, mit nirgends dichten Mengen

n=1
A, gilt. Wir setzen g9 = 1 und wahlen 2y € X beliebig. Die Kugel K., (xo) enthélt eine Kugel
K., (z1), die zu A; durchschnittsfremd ist, wobei £ < 1/2 gewihlt werden kann. Diese Prozedur
lasst sich beliebig fortsetzen:

K5n+l(wn+1) - K{fn (xn) ) KEn (I’n) N An - ®7 En <

oo oo
Nach Satz 0.10 existiert ein z* € ﬂ K., (z,). Aber z* ¢ U A, =X. O

n=1 n=1

5.2 Zum Abschnitt 1.2 (Das Theorem von Banach-Steinhaus)

Beweis von Lemma 1.6. Nach Voraussetzung existiert eine Zahl a € (0,00) , so dass || Az| < «
VAe F,Vxe K (z*) gilt. Seien nun z € X, ||z|| < 1 und 7 := ez + z*, so dass T € K.(z%).
Es folgt

[AZ]| = |leAx + Az > e || Az[| - [|A2™]| ,

also

[ Az <

[AZ| + [|[Az"]| _ o+ [|Az7]
€ - € '
[l

Beweis von Theorem 1.7. Wir nehmen an, dass sup {||A4|| : A € F} = oo ist, und wéhlen ein
gp > 0 und ein zg € X beliebig. Nach Lemma 1.6 ist

M (zg,e0) = sup{||Az||: A € F,x € X, ||z — zo|| < e} = o0,

41
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so dass ein x; € K. (x9) und ein A; € F mit ||Ajz1]| > 1 existieren. Aus der Stetigkeit von
A, folgt die Existenz einer Kugel K, (z1) C K (vo) mit 1 < €9/2 und ||Aiz|| > 1 Vz €
K. (x1). Auf diese Weise folgt die Existenz einer Folge (K., (xy)),~; abgeschlossener Kugeln

mit K., (n41) C Ke, (@), en —> 0, und einer zugehorigen Folge (A,),~; von Operatoren
o

A, € F mit ||Az| >n Va € K., (x,). Nach Satz 0.10 existiert ein a* € ﬂ K., (x,), woraus
n=1

|Apz*|| > nV¥n=1,2,... im Widerspruch zur punktweisen Beschrinkheit der Familie F folgt.

]

5.3 Zum Abschnitt 2.1 (Grundlagen Banachalgebren)

Zum Beweis des folgenden Satzes brauchen wir folgende Fakten aus der Theorie holomorpher
Funktionen: Eine Funktion f : 2 — C auf einer offenen Menge €2 C C nennt man holomorph,
wenn sie in jedem Punkt z € C differenzierbar ist, d.h., fiir alle z € § existiert der Grenzwert

f/(Z): lim f(Z+h)_f(Z) )

h—0 h

Die Funktion f(z) heifit holomorph im unendlich fernen Punkt, wenn die Funktion g(z) := f(1/2)
in einer Umgebung des Punktes 0 holomorph ist. Eine Funktion f(z) ist genau dann im unendlich
fernen Punkt holomorph, wenn eine Potenzreihenentwicklung

z):Zanz*” VzeC:|z| >R

mit (eindeutig bestimmten) a,, € C existiert. Dabei gilt diese Entwicklung fiir alle R > 0, fiir
die f: {z € C: |z| > R} — C holomorph ist.
Beweis von Satz 2.4.

o
(a) Aus Z |a™|| < oo folgt ||a™|| — 0 und somit
n=0

o
(e —a) E a® = lim ( e—a)g "= lime—a" =e.

(b) Die Aussage (b) folgt aus (a).

(c) Sei ¢ € C mit |¢| > limsup ||a”||¥™ . Dann existieren ein & € (0,1) und ein ng € N mit

n—oo

la™[['/" < 8|¢| ¥n > ng. Fir b= ¢~ta gilt || = —— [la"]| < 6", d.h. ZHb"H < oo

IC " o
Aus (a) folgt die Existenz von (e — b)~ Z b" und somit (e —a = ((e —b) € GA, d.h.
¢ € p(a), wobei "
(Ce—a)™! = %(e )l i c=lgn (5.1)

n=0
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gilt. Definieren wir r(a) :=sup{|\| : A € o(a)} , so folgt

r(a) < limsupHa"Hl/n =:rg(a) <|al . (5.2)

n—oo

Seien nun n € {2,3,...} und A € C, A" € p(a™). Aus a" — \"e = b(a — Xe) = (a — Ae)db
mit b= a""! + "2 + ... + A" Le folgt die Existzenz von

(a—Xxe) L =bla™ — Xe)™t = (a™ — A"e) "1
und somit A\ € p(a). Ist also A € o(a), so gilt A" € o(a™). Es folgt |A|" < [[a"] , also
Al < Jla™|"™" VX € o(a), Vn € N und somit

< . . n l/n ]
(@) < limint o

Sind A € p(a) und A € C mit e = [A — Xo| - ||(a — Aoe) || < 1, so ist
a—Xe=(a—Xoe)[e—(A=Xo)(a—Aoe) '] €GA,

also A € p(a). Das bedeutet, dass p(a) offen in C ist (womit bereits (e) bewiesen ist).
Dabei gilt

(a—Xxe)™t = (a—Xe)! Z(A —Ao)(a—Xoe) ™™,
n=0
also

|(a — )t — (a— Aoe)le < Zs” = 1—; — 0 (¢ — +0).
n=1

Die Abbildung p(a) — A, A — (a — Xe)~! ist also stetig. Es gilt sogar

1 1

P [F) = FQo)] = — » (a—Xe) " [(a = Age) — (a — Ae)] (a — Age) "

= (a—Xe) H(a—Xoe)! Ao (a— Xoe) 2.

Fiir ¢ € A* definieren wir ¢(\) := o(f(N)), A € p(a). Es folgt

P(A) =¥ (o) 1
X — o _*D<A—Ao

>\—>>\0

[f(A)—f(Aon) o (@-M)F) . (53)

so dass ¢¥'(A) = ¢ ((a—A)"%), A € p(a) gilt. Die Funktion 1 : p(a) — C ist also

o
holomorph. Die Potenzreihe —Z)\_"_lgo(a") = 9(\) konvergiert also fiir |A| > r(a),

n=0
woraus

sup {lp(A™"a")|:n €N} <o VA€ C:|A > r(a)
folgt. Das Prinzip der gleichméfigen Beschrénktheit liefert damit

A" = sup {[gA"a™)] < ¢ € S} = sup {lir-nan ()] 0 € S} < ) < o0
VYA eC: Al > r(a). Wir erhalten [|Ja™|Y™ < A [¢(A)]*™ und somit

ro(a) = limsup [|a”||Y/™ < AV A € C: |A] > r(a),
n—oo

so dass ro(a) < r(a) gilt. Zusammen mit (5.2) ergibt das r(a) = ro(a).
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(e) Die Aussage (e) wurde bereits bei (d) mit bewiesen.

O

Beweis von Satz 2.5. Sind A € o(a) und p(z) — p(A) = (z — A)g(z), so folgt p(a) — p(N)e =
(a(—()\)e))q(a) = g(a)(a— Xe). Wire also p(\) € p(p(a)), so wiirde A in p(a) liegen, d.h. p(o(a)) C
o(p(a)).

Ist p(2) —p = ap(z—p1) ... (2—pn) , ac # 0, so haben wir p(a) — pe = ag(a—p1e) ... (a—ppe).
Liegen also alle 41 in p(a), so folgt p € p(p(a)). Umgekehrt ergibt sich aus u € o(p(a)), dass
wenigstens ein p, zu o(a) gehort, also p = p(ug) € p(o(a)) gilt, womit o(p(a)) C p(o(a)) gezeigt
ist. U

Im folgenden Beweis benétigen wir aus der Funktionentheorie das Theorem von Liouville,
was besagt, dass eine beschriankte und auf ganz C holomorphe Funktion f : C — C konstant
ist.

Beweis von Satz 2.6. Wir nehmen an, es gibt ein @ € A\ {O©} mit p(a) = C. Dann ist die
Funktion f(\) = (a — Ae)~ ! fiir jedes A € C definiert, und wir koénnen fiir jedes Funktionial
¢ € A* die Funktion ¢ : C — C, XA — ¢(f(A)) betrachten. Nach (5.1) gilt

e}

PA) ==Y A" Tp@”), [A>0

n=0
und wegen (5.3) ist 1) : C — C eine auf ganz C holomorphe Funktion. Ist |A| > 2 ||al , so gilt
o

()| < lollas flall” _ Nellas o (V)| < i |
n n=0

= 2+ o)t lall

lla- llal® Nl 4
A2 [|a]™ RY

woraus die Beschrénktheit von ¢ : C — C und ¢(c0) = 0 folgt. Nach dem Theorem von
Liouville ist damit ¥(A) = 0, und das fiir jedes p € A*, so dass auch f(\) = © gilt im
Widerspruch dazu, dass f(A) das Inverse eines (von © verschiedenen) Elementes ist. O

5.4 Zum Abschnitt 2.2 (Kommutative Banachalgebren)

Beweis von Lemma 2.11. Nach Satz 2.10 existiert ein maximales Ideal M D N . Fiir a =
aj + Ae mit a; € M definieren wir m(a) := X. Es folgt m € L(A,C) und

m(ab) = m ((a1 + Ae)(by + pe)) = m(a1by + Ao — 1 + pag + Ape) = Ay = m(a)m(b),

d.h. m e My. Nun ist N C M = N(m). O

Beweis von Satz 2.12. Nach Lemma 2.7 ist noch zu zeigen, dass o(a) C {m(a) : m € M4} gilt:
Sei X € o(a), woraus b(a— \e) # e fiir alle b € A folgt. Andererseits ist N := {b(a — Xe) : b € A}
ein Ideal, so dass wegen Lemma 2.11 ein m € M 4 mit m(b(a— Xe)) = 0 Vb € A existiert. Damit
folgt 0 = m(a — Xe) = m(a) — A. O
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Beweis von Satz 2.13.

(a) Seien N C A ein maximales ideal und a, € N', a,, —a. Mita=b+ e, be N, A€ C
folgt a, —b — Ae. Wire A # 0, so wiirde a,, —b € GA fiir alle hinreichend grofien n und
somit e € N folgen, was N # A widerspricht. Also ist A = 0 und damit a =b € N .

(b) Ist m € M4, so ist N := N(m) ein maximales Ideal (vgl. Beispiel 2.9). Wir nehmen an, es
gibt ein a € A mit |la]| < 1 und |m(a)| = 1. Es folgt |m(a™)| =1 und [|a™]| < |Ja]|" — 0
(n — 00). Somit existiert eine Teilfolge (a*)y~; mit m(a") — X\, wobei a™* — ©
(k — 00). Nun haben wir a™ = by, + A\ge, b € N = N(m), woraus m(a™) = A folgt.
Das liefert by = a™ — A\ge = a™ —m ((a™) e — —Xe. Da nach (a) das maximale ideal N
abgeschlossen ist, folgt Ae € N und somit A = 0 im Widerspruch zu |m (a"*)| = 1. Wiirde

nun ein b € A mit |m(b)| > ||b]| existieren, so hitte a := ) die Eigenschaften ||a|| < 1
m

und |m(a)| = 1, was nach dem bereits Bewiesenen nicht sein kann.

(c) Es seien N' C A ein maximales Ideal, M D N ein weiteres Ideal und a € M \ N'. Dann
ista=b+ Xemitbe N und A # 0, woraus a — b € M und e € M folgen, was M = A
impliziert.

Umgekehrt geniige nun N den Bedingungen in der Aussage (c¢). Dann ist A abgeschlossen,
denn nach Satz 2.10 gibt es ein maximales Ideal M > N, und aus a, € N, a, — a
folgt mit a = b+ Xe, b, € M die Bezichung a, —b — a — b = Ae. Wie in (a) sieht
man, dass A = 0 sein muss, also a = b € M # A und somit N' = M. Wir setzen nun
M ={ax+y:ze€ A ye N}, wobei a € M\ N fest gewiihlt sei. Dann gilt N' C N
und N # N7, also N7 = A. Somit existieren ein g € A und ein yo € N so dass e =
azo+yo - Dies bedeutet [e]xr = [a]n[yo]ar - also ist jedes [a]n € A/N\{[O]n} invertierbar.
Da o ([a]a) nicht leer ist (Satz 2.6), existiert ein A € C mit [a]pr — Ae]y = [O]n bzw.
b=a— Xe € N. also kann jedes a € A in der Form a = b+ Ae mit b € N dargestellt
werden. Da e ¢ N gilt (wegen N # A), ist diese Darstellung eindeutig.

5.5 Zum Abschnitt 3.3 (Kompakte Operatoren)

Beweis von Theorem 3.9. Es seien F priakompakt und € > 0 beliebig. Wegen Folgerung
0.4 ist F beschriankt, d.h. die Funktionen aus F sind gleichméflig beschriankt, und auflerdem
existiert eine endliches e-Netz {fi,..., fim} C C(E,C) fiir F. Fiir jedes f € F existieren somit
ein k€ {1,...,m} und ein 6 > 0, so dass || f — fz||,, < ¢/3 und

|fi(x) — frly)| <e/3 Vz,yeE mit d(z,y) <J.

Es folgt
[f(@) = fW)I < [f(@) = ful@)] + [fe(@) = S| + [ frly) = fy)] <e

fir z,y € E, d(z,y) < ¢, womit auch die gleichgradige Stetigkeit der Funktionen aus F gezeigt
ist.

Es seien nun umgekehrt die Funktionen aus F C C(E,C) gleichméfig beschrinkt und gleich-
gradig stetig. Nach Folgerung 0.4 ist E separabel, d.h., es existiert eine in E dichte Punktfolge
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(zn),%, . Fiir eine beliebige Folge (fn), =, = (f})., C F hat die Zahlenfolge (fl(z1))

n/n=1 n=1
eine konvoe;“gente Teilfolge ( f,%(xl))nojl . Ebenso hat ( fg(xg))noil eine konvergente Teilfolge
( f;?(xg))n:l . Setzen wir diesen Prozess fort, so erhalten wir eine Folge von Funktionenfol-
gen (f,lf)noil , k = 1,2,..., mit der Eigenschaft, dass (fr]fﬂ)noil Teilfolge von (fr]f)noil ist

und die Zahlenfolgen ( fr]f(xk_l))nojl konvergieren. Es folgt die Konvergenz jeder Zahlenfolge
(fi(@r)) ey » B = 1,2,... Wir zeigen, dass (f}),—; eine Cauchyfolge in C(E,C) ist. Es sei

n=1 ">

e > 0. Dann existiert ein § > 0, so dass |f}(z) — fi(y)| < /3 fiir alle z,y € E mit d(z,y) < 0
N

und fiir alle n = 1,2, ... Da E kompakt ist, existiert ein N € N, so dass E = U Us(zy) . Ferner

k=1
existiert ein M € N, fiir das

o) — f )l < /3 Yhk=1,...,N, ¥mn =M

gilt. Ist nun = € E beliebig, so existiert ein j = j(z) € {1,...,N} , so dass x € Us(x;)) . Es folgt
fir m,n> M

(@) = S @) < Uf7 (@) = ()| + 1 fa(5) = F (@) + [ () — [ ()] <&
O

Beweis von Lemma 3.11. Nach Folgerung 0.4 geniigt jede relativ kompakte Menge der
angegebenen Bedingung. Wir nehmen umgekehrt an, dass fiir jedes € > 0 ein endliches e-Netz
{vi,..., 45}, m=m(e), fir Xy existiert, und betrachten eine beliebige Punktfolge (z,,),~; C
X, . Wir setzen 20 = z,, . Dann existieren Teilfolgen (mk)noil C (:U’fl_l)noil , k=1,2,..., mit

n n
(wﬁ)nojl C Uy (yjl/k> , j = j(k). Die Teilfolge (z]!),=; C (25),— ist dann Cauchyfolge. O

Beweis von Satz 3.12. Sei ¢ > 0 beliebig. Da T' € K(X,Y), existieren 1, ..., 2, € UX(0) =
{zeX:|z|x <1}, so dass [Tz — Tx|ly < /4 fiir alle z € U{*(©) und ein gewisses j =
j(z) € {1,...,m} . Fiir g € Y* definieren wir Bg = [ g(Tz1) -+ g(Txm) ]T € C™. Dann ist
B (UY"(0)) relativ kompakt, so dass g1,..., g, € UY (©) existieren, fiir die || Bg — Bg|| < ¢/4
fiir alle g € UY ™ (©) und fiir ein gewisses k = k(g) € {1,...,n} gilt. Das bedeutet

lg(Tx;) — gi(Txy)| <e/4 Vie{l,....,m}, k=k(g).

Wir erhalten fiir alle 2 € UX(0), g € UY (©), j = j(x) und k = k(g)

((T%9)(z) = (T"gr) (@) = 19(Tx) — gr(T)l
< 9(Tx) = g(Txy)| + [9(Tx;) — gr(Txj)| + |gr(Txj) — gr(Tx)]
€ 3¢
< gl e — Ty + & + lgul |2 — T < 22,
dh., {T*gr : k=1,...,n} ist e-Netz fiir T* (UY (9)) . O

5.6 Zum Abschnitt 3.4 (Fredholmoperatoren)

Beweis von Lemma 3.15. Es sei f € R(A*), d.h. A*g = f fiir ein gewisses g € Y*. Aus
r € N(A) folgt f(z) = (A*g)(x) = g(Ar) = g(©) =0, d.h. R(A*) C N(A)*L.
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(z). (Diese Definition von
T

Sei umgekehrt f € N(A)*. Fiir y = Az € R(A) setzen wir g(y) =
| =2)| < |fl[llx = =] und

f
g € L(R(A),C) ist korrekt.) Fiir alle z € N(A) gilt dann |g(y)| = | f(
somit nach Satz 3.5 mit einer gewissen Konstanten ¢ > 0

lg(w) < [If]l dist(z, N(A)) < clflllyll, vy R(A).

Sei nun g € Y* eine Fortsetzung von g auf ganz Y , so dass fir alle z € X gilt g(Az) = g(Ax) =
f(x),dh. f=A%G€ R(A"). O

Beweis von Theorem 3.16.

1. Wir zeigen, dass eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass
dist(z, N(A)) < c||Az|| VzeX (5.4)
gilt. Wir nehmen an, es gebe eine Punktfolge (), ~; C X mit den Eigenschaften
|Azyp| >0 und dist(z, N(A)) = ¢, |Azy]|| , ¢n — 0.
Wir setzen 20 = [cn | Az, | ] _1:cn . Dann gilt
dist(z?, N(A)) =1 und HAJU?LH =c, ! —0.

Nun existieren z, € N(A) mit |29 — ]| < 2. Fiir 2z, = 2 — 2}, folgt

dist(z,, N(A)) =1, [|z,]]| <2 und |Az,|| — 0.

Da T € K(X), existiert eine Teilfolge (zl)nozo

" C (2n),25, mit Tz} — 2. Es folgt

1
b =Tzl + Azl — 2 und somit Azl — Az =0,

d.h. z € N(A). Andererseits ist aber Hz}L —z” > dist(z}, N(4)) = 1. Somit ist (5.4)

gezeigt.

2. Ist nun dim N(A4*) = 0, so folgt R(A) = *N(A*) = X. Ist 21 # © und Az; = O, so
existieren also z,11 € X mit Az, =x,,n=1,2,... Wegen A"z, = Arlg, 1 =... =
Ary = © und A" 'z, = ... = Ary = x1 # O steht in dieser Inklusionskette N(A) C

N(A%) C ... C N(A") C ... nirgends das Gleichheitszeichen. In Anwendung von Lemma

3.13 erhalten wir eine Folge (2,,),25, mit 2, € N(A"), ||zn|| = 1 und dist(zy,, N(A""1)) >

1/2. Somit hat (T'zy), =, eine konvergente Teilfolge. Andererseits gilt aber fiir n > m
Tz, — Tzm|l = ||l2n — (2m — Az + Azp)|| >

DO =

Also: dim N(A) =0.

3. Ist umgekehrt dim N(A) = 0, so folgt wegen R(A*) = N(A)+ = X* (siche Lemma 3.15)
und 7% € K£(X*) (siche Satz 3.12) wie im vorhergehenden Beweisschritt dim V(A*) =0.
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5.7 Zum Abschnitt 3.5 (Das Spektrum kompakter Operatoren)

Beweis von Theorem 3.20. Ist A # 0 und dim N(7'— A\I) = 0, so gilt wegen Folgerung 3.17
R(T —X)=R(=AI —X"'T)) =X, so dass A € p(T).

Wir nehmen nun an, dass paarweise verschiedene \,, € o(T), n =1,2,... , mit |\,| > & > 0 exi-
stieren. Dann gibt es z,, € X\{©} , so dass T'z,, = \,z,, . Dann ist das System {z,, : n =1,2,...}
linear unabhéngig. Sonst wiirde ein Index m existieren, fiir den das System {x1,...,2,,} linear

unabhéngig ist und x,, 11 = 121 + - - - + AT, gilt. Dann folgt
TTmi1 = AMnt1Tmt1 = Admp1Q1T1 + - + A 10Ty

und
Trpmir =T+ +apTrm =gz + - + A AmTm,

also
al()\erl - Al)xl +--- am()\erl - )\m)xm =0.

Das bedeutet aber a; = -+ - = a, = 0 im Widerspruch zu x,,+1 # O .

Wir setzen X,, = span {x1,...,z,} . Dann gilt X; € Xy C -+ € X,, € X471 C ---, wobei an
keiner Stelle Gleichheit auftritt. Aus Lemma 3.13 folgt die Existenz von Elementen y,, € X,, mit
dist (Y, Xn—1) > 2 und ||yn| = 1, n =2,3,... Es gilt T(X,,) C X,, und (T =X\, 1)(X,,) C Xpo1
Wegen

Tyn - Tym = (T - )\nI)yn - Tym + )\nyn = )\n [yn - )‘gl(Tym - (T - )‘nI)yn)]

folgt fiir n > m die Ungleichung ||Tyn — Tym|| > |An|/2 > €/2, so dass (T'yy), -, keine konver-
gente Teilfolge besitzt im Widerspruch zur Kompaktheit von T'.

Damit ist o(T) N {z € C: |z| > 1} endlich fiir jedes n € N, so dass o(T") hochstens abzihlbar
ist. U

5.8 Zum Kapitel 4 (Rdume messbarer Funktionen)

Beweis von Satz 4.8. Sind p(f,, f) — 0, e > 0 und
An = An(e) = {t € [0’ 1] : |fn(t) - f(t)| < 5} )

i ! ult) = F0)] dt
e = [ s [T g S oD o

Sind umgekehrt f,, — f dem Mafle nach, £ > 0 beliebig und A,, = A,(¢) wie oben, so gilt

LUl — )]t folt) — SO _ . -
pfn: ) = /A L+ 1) — FO) +/[071}\An L+ 1 — o) = A T T

Da hierbei € > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt p(f,, f) — 0. O

so folgt

Beweis von Satz 4.9. Es sei (fy),~; C S eine Cauchyfolge. Wir wihlen n; < ng < ... so,
dass p(fn, fn,,) < 27F fiir alle n > ny, gilt, und setzen

k |fnj+1(t) —fnj(t)|
gk(t) - Z 1+ |fnj+1(t) - fnj(t)|

Jj=1
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sowie g(t) = klim gk (t) . Da
— 00

1 k
/O Gt =" p(fuyas fy) < 1,
j=1

1
folgt aus Satz 4.1 / g(t)dt < 1. Daraus schlieBen wir, dass fir G := {t € [0,1] : g(t) = oo} gilt

0
m(G) =0, so dass gg(t) fiir K — oo fiir fast alle ¢ € [0, 1] gegen eine endliche Zahl konvergiert,
d.h.

& ) = SO _
2 T o @~ fo] = HEINE (55)

Fiir diese t konvergiert dann aber auch die Reihe

Fanr@®) + D [ (8) = (D]
k=1

denn fiir alle hinreichend grofien & ist |fy, , (t) — fn,| < 1 wegen (5.5) und somit

2| frgar (8) = Fni ()]
+ o () = Fu (O]

‘fnkﬂ(t) - fnk(t)’ S 1

Also gibt es eine Funktion f € S, gegen die f,,, f.ii. und somit auch dem Mafle nach konvergiert
(beachte: Die Grenzfunktion einer f.ii. konvergenten Folge messbarer Funktionen ist messbar).
Nach Satz 4.8 folgt f,, — f in S und, da (f,),=; eine Cauchyfolge in S ist, f, — fin S.

Die Separabilitdt von S folgt aus Satz 4.7 und aus Satz 4.8. Dabei ist zu beachten, dass ein
Polynom gleichméBig iiber dem Intervall [0,1] (d.h. in der .|| ..-Norm) durch Polynome mit
komplex-rationalen Koeffizienten approximiert werden kann und dies wegen p(f,g) < [|f — 9l
gleichzeitig eine Approximation in der Metrik des Raumes S ist. g

Beweis von Satz 4.10. Aus [£(t) + g(t)” < (If(8)] + lg(t))? < 2L (F (&) + |g(t)|?) folat,
dass mit f € LP und g € L? auch f + g € L? gilt.

Sind A := [|f|, > 0 und B := ||g||, > 0, pl+qgt=1,1<p<o0,sofolgt mit at) = f(t)/A
und ((t) = g(t)/B aus der Ungleichung (0.1)

/\a Plde < /ya P dt + - /!ﬁ )9 dt =1

und somit die Hélder’sche Ungleichung fiir Integrale

[ ssnas ([ 1o dt)‘l’ ([ o dt); (56)

Ifglly < IIfl, llglly »  feLP, geLd.

bzw.
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(Offenbar gilt letzteres auch fiir p = 1 und ¢ = oo!) Sind nun f,g € L?, so folgt aus (5.6),
glp—1)=pundp/g=p—1

1
I +gl? = /0 F(8) + gl

IN

1 1
[ 15117 + 9P e+ [ 1o 156+ gt d
0 0

1

[</o1 IAGE dt) % * </01 9@ dt) ;] (/01 |£(t) + g(t) 7P~V dt) ‘

—1
= (71, + gl ) 1+ gl
also die Dreiecksungleichung || f + gll, < [If[, + llgll,, -

IN

Es sei nun (f,),~; C L? eine Cauchyfolge. Mit der Metrik p in S und der Hélderschen Unglei-
chung (fiir ¢ = 1 angewandt) gilt

1 1 +
p(fmafn) S/O ‘fn(t) _fm(t)‘dt < </0 ‘fm(t) _fn(t)‘pdt> = Hfm_anp7

so dass (fn),—, auch eine Cauchyfolge in S ist. (L? ist also stetig in S eingebettet!) Somit
existiert wegen der Vollstdndigkeit von S eine Funktion f € S, gegen die f, dem Mafle nach
konvergiert. Nach Satz 4.5 existiert eine Teilfolge (fy, ), , die f.ii. gegen f konvergiert. Ist nun
€ > 0 beliebig, so folgt unter Verwendung von Satz 4.2 die Existenz eines mq, so dass

1 1 ] »
[t = s = [ 1) = s (0 a

IN

1
liminf/ | frn(t) — fn, ()P dt <P Vm>myg.
0

k—o0
Also gilt f € L? und f,,, — f in LP.
Die Separabilitdt von LP kann man wie folgt zeigen: Fiir f € LP definiert man
o { no >,
f@) = [f@<n.
Es folgt f,(t) — f(t) und |fn(t) — f(t)| < 2P|f(¢)|P, t € [0,1], so dass nach Satz 4.3 gilt
| fn = fll, — 0. Aus Satz 4.4 schlussfolgert man nun, dass der Raum (CI0, 1], .|,,) der stetigen

Funktionen dicht in L? ist. Es bleibt nur noch die Separabilitéit des Raumes (CI0, 1], ||| ,) und
seine stetige Einbettung in L” (|| f[, < [|f]|,,) anzuwenden. O

o Ist f € L*>, so gilt m(A4,) =0 fiir jedes n € N, wobei

an={te 0 01 < Il + 1}

Somit gilt auch m(B) = 0 fir B = {t € [0,1] : |[f(t)| > || fllo} = U Ay, . Also: Zu jedem
n=1

f € L™ existiert eine Menge By C [0, 1] mit den Eigenschaften
m(By) =0 und ||fll =sup{[f(t)]: ¢ €[0,1]\ By} .
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e Umgekehrt folgt aus B C [0,1], m(B) = 0 und sup{|f(¢)| : t € [0,1] \ B} =1 M < o0,
dass f € L und ||f|| . < M.

Beweis von Satz 4.11. Sind f,g € L>, so folgt [ f(t) + g(t)| < [f()] +19t)] < || flloo + 19l
fiir alle t € [0,1] \ (by U By) und somit f+g € L, ||f + gl < [Ifllo + 19l -

Sei nun (f,), =, eine Cauchyfolge in L> . Dann existieren eine Konstante M > 0 und eine Menge
A C [0,1] mit m(A) =0, so dass

@ < [fulloe <M und  [fn(t) = fu(®)] < Ifn — fille VEE[0,1]\A, VRneN
(vgl. obige Uberlegungen). Damit ist die Funktion f : [0,1] — C mit

lim, oo f(t) : t€]0,1]\ A,
{ 0 : te A,

ft) =

wohldefiniert, gehort zu S und ist beschréankt, also f € L. Ist nun € > 0 beliebig gew&hlt, so
existiert ein ky € N mit

£ = ful®)] = Jim 1£a(t) = Fult)] < minf £, = fello <& V1€ 0.1\ A, VE > ko.

Dies liefert ||f — fill,o <€ Vk > ko. O
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Kapitel 6

Hinweise und Losungen fiir
ausgewihlte Beispiele und
Ubungsaufgaben

Beispiel 0.7: Um zu zeigen, dass d (in s) die Dreiecksungleichung erfiillt, braucht man nur die
Dreiecksungleichung fiir die Betragsfunktion |.| : C — [0, 00) und die Montonie der Funktion

A
[0,00) — [0,00), A > zu verwenden.
1+ A

Wir untersuchen den Raum (s, d) auf Vollstdndigkeit. Dazu seien eine Cauchyfolge (5 (”))noil Cs,
€M = (&) ko » und ein beliebiges ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein Index N mit

o

— ek 7 omhl o Ymyn > N, 6.1

25 T+ e — o)

also auch
ST Sl TN Ym,n>N, Vk=0,1,2,...

Hieraus schlieBt man, dass jede Folge (§,1),~; C C, k=0,1,2,... , eine Cauchyfolge in (C,|.|)

ist und somit einen Grenzwert &; besitzt. Aus (6.1) folgt fiir jedes K = 0,1,2,... durch den
Grenziibergang m — oo

K

Zi—|5nk_52| <eg Vn>N
LF Tl = "=

und mit X — oo
o

ZLMQ Vn> N

Also ist £ = (£}),>, Grenzwert von (£(™)

[eS)
n=1 "

Beispiel 0.8 und Ubungsaufgabe 0.6, 2: Die Vollstindigkeit von (£>°,d,,) und (P, dy) ,
1 < p < oo, zeigt man analog, wobei der Nachweis, dass (&) ko:oo zu £° bzw. (P gehort, nicht
vergessen werden darf.

53
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Man zeigt, dass ¢ und cg abgeschlossene Teilrdume von £°° sind, und erhélt somit nach Folgerung
0.2 die Vollstéandigkeit dieser Rdume.

Aus der Tatsache, dass die Grenzfunktion einer gleichméfiig konvergenten Folge stetiger Funktio-
nen stetig ist, ergibt sich die Vollstédndigkeit von (C[0, 1], d~ ) . Fiir den Nachweis der Vollsténdig-
keit von (C(™]0, 1], doom), m=1,2,... , benttigt man noch den Fakt, dass man bei gleichméfi-
ger Konvergenz der Folge der Ableitungen Grenziibergang und Differentiation miteinander ver-
tauschen kann.

Die Menge der Zahlenfolgen {(ro,r1,...,7,,0,0,...) :7; € Q, n=0,1,2,...} ist abzahlbar und
dicht in ¢y, ¢, 7,1 <p < oo, und s, so dass diese Ridume separabel sind.

Der Raum ¢*° ist nicht separabel, da man zu jeder Folge (f("))noil C £°° eine Folge £ = (&), 5 €
¢ fnden kann, deren Abstand zu allen €™ nicht kleiner als 1 ist, nimlich z.B. die Folge mit
k
&1 g <,
§ = ®)
0 cog > 1.
Beispiel 1.5: Ausgangspunkt ist die folgende Uberlegung: Bezeichnet X einen der zu betrach-
oo

tenden Réume, so lésst sich jedes Element z = (&,), =, € X in der Form z = Zgnen mit

n=0
[e.e]
en = (6jn)j°:°0 schreiben. Damit folgt fiir ein ¢ € X* | dass p(z) = annn, wobei 1, = p(ey),
n=0

und ¢ lésst sich mit der Folge y = (1), identifizieren.

Beispiel 2.8: NV (F)) ist offenbar ein linearer Teilraum, und aus f € N (Ey), g € C(E,C) folgt
fg € N(Eqp).

Seien Ey = {xo} und f € C(E,C). Dann gilt f(z) = g(z) + f(xo)e(z), wobei e(x) = 1 das
Einselement in C(E, C) bezeichnet und die Funktion g(x) := f(z) — f(z0) zu N'(Ep) gehort. Da
e & N(Ep) gilt, ist diese darstellung eindeutig, also N (Fp) ein maximales Ideal.

Sind dagegen zp und 7 zwei verschiedene Punkte in Ey, so kann die stetige Funktion f(z) =
d(z,z) (d - Metrik in E) nicht in der Form f(z) = g(z) + Xe(z) mit g € N(Ey) dargestellt
werden, da dann f(zg) = f(x1) = A gelten miisste, aber f(xo) = 0 # d(x1,z0) = f(z1) gilt.

Beispiel 2.9: Aus a € N(m) und b € A folgt m(ab) = m(a)m(b) = 0, d.h. ab € N(m). Sei
weiter b € A beliebig. Wir setzen a = b — m(b)e. Es folgt a € N(m) und b = a + m(b)e.
Diese Darstellung ist eindeutig, denn aus b = a3 + A\je mit a3 € N(m) und A\; € C folgt
a—a; = (A —m(b)]le € N(m) und somit \; = m(b) (da m(e) = 1).

Ubungsaufgabe 3.6, 3: Die Menge
Xp = {§ = (&) €L 6] < (n+ )l n= 071’27_”}

ist offenbar abgeschlossen. Es seien € > 0 beliebig. Wir wihlen N € N so, dass N™! < ¢. Die
Menge

f(éV:{[go & - Enoa ]T:§€X0}CCN
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ist beschrinkt in (CV,].||,.) und somit prikompakt. Ist
5 i e i 1"
{§J:|:§O §1 §N—1] ;]:L___jm}
ein e-Netz fir f(év Cc CN, so ist

{gj:(gg, {',...,g{v_l,o,o,...):j:l,...,m}
ein e-Netz fiir X C £°°.
Ubungsaufgabe 3.6, 5: Es sei {zf,...,25,} € X ein ¢/2-Netz fir Xo. O.E.d.A. kénnen

wir voraussetzen, dass Ua/z(ﬂzj) NXg # 0 fiir alle j = 1,...,m gilt. Sei z; € UE/Q(ﬂzj) N Xg,
j=1...,m. Wegen d(z,z;) < d(z,25) + d(x5,z;) ist {z1,...,m} C Xp ein e-Netz fiir Xo.
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