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Kapitel 1

Einiges aus der Funktionentheorie

1.1 Holomorphe und harmonische Funktionen

Mit C bezeichnen wir die Menge der komplexen Zahlen und mit G C C eine offene Teilmenge.

Fine Funktion f : G — C heifit im Punkt zg € G komplex differenzierbar, wenn der Grenz-

wert
o 1G2) = £(z0)
2—20 zZ— 20

=: f'(20)

existiert und endlich ist. Die Funktion f nennt man in G holomorph (bzw. analytisch), wenn
sie in jedem Punkt zg € G komplex differenzierbar ist. Sie heiffit im Punkt zg € G holomorph
(bzw. analytisch), wenn sie in einer Umgebung U.(z9) = {2z € C: |z — 29| < e} C G (fiir ein
e > 0) des Punktes zp holomorph ist.

oo
Satz 1.1 Hat die Potenzreihe Zan(z — 29)" mit gegebenen a, € C den Konvergenzradius

n=0

r >0, soist die Funktion f :U,(z9) — C mit f(z) := Z an(z — 29)" holomorph, und es gilt
n=0

f/(z) = Znan(«z - ZO)nil Vz € UT(ZO) .
n=1

Satz 1.2 Ist die Funktion f : G — C im Punkt zg € G holomorph, so lisst sie sich in diesem
Punkt in eine Potenzreihe entwickeln, d.h. es existiert ein r > 0, so dass

f(z) = Z en(z — 20)", Vz € Ur(20) (1.1)
n=0

F™ (2)
n!

mit eindeutig bestimmten ¢, € C, n=20,1,2,... , ndmlich ¢, = , gilt.
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Jede Funktion f : G — C konnen wir als Abbildung f : G — R? betrachten und aufilerdem in
der Form
f(z)=u(z,y) +iv(z,y) mit z=z+iye G

schreiben, wobei u,v : G — R reellwertige Funktionen auf G C R? sind und wir die komplexe
Zahlenebene C mit dem zweidimensionalen euklidischen Raum R? identifizieren.

Satz 1.3 Die Funktion f : G — C ist genau dann holomorph, wenn f : G — R? (reell) diffe-
renzierbar ist und Real- sowie Imagindrteil von f auf G den Cauchy—Riemannschen Differenti-
algleichungen

ou Ov ov ou
Ou _dv v _ _Ou 1.2
or Oy und ox oy (12)

gentigen.

Es zeigt sich, dass jede holomorphe Funktion automatisch unendlich oft differenzierbar ist. Aus
den Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen (1.2) folgt dann, dass sowohl Real- als auch
Imaginérteil von f harmonische Funktionen sind, d.h. es gilt

Ugg + Uyy =0 und vz +vyy =0 auf G. (1.3)

Ist umgekehrt v : G — R eine harmonische Funktion, d.h. sie ist mindestens zweimal stetig
differenzierbar und geniigt auf G der ersten der beiden Gleichungen (1.3), so existiert eine bis
auf eine (reelle) Konstante eindeutig bestimmte (harmonische) Funktion v : G — R, so dass
f=u+1iv: G — C holomorph ist. Die Funktion v heifit zu v konjugiert harmonisch.

Beispiel 1.4 Die Funktion u : R\ {0} , (z,y) — In+/22 + y? ist harmonisch. Da die Funktion
f(2) =1In|z| +ip (mit z = |z]el¥, —1 < ¢ < 7) in C\ (—o0,0] bekanntlich holomorph ist (mit
f'(z) = z71), miisste die zu u konjugiert harmonische Funktion v(z,y) bis auf eine additive
reelle Konstante gleich v(x,y) = v(z) = ¢ sein. Dies Funktion ldsst sich aber nicht auf R\ {0}
stetig fortsetzen, so dass u auf R%\ {0} keine konjugiert harmonische Funktion besitzt.

1.2 Cauchyscher Integralsatz

Auch hier sei G C C eine offene Teilmenge der komplexen Zahlen.

Unter einem Weg ~ in G verstehen wir eine stetige Abbildung v : [a,b] — G des Intervalls
[a,b] C R. Der Weg ~ heifit stiickweise glatt, wenn die Abbildung  : [a,b] — G stiickweise stetig
differenzierbar ist und mit eventueller Ausnahme hochstens endlich vieler Punkte |7/(t)] # 0,
t € [a,b], gilt. Fiir einen stiickweise glatten Weg v : [a,b] — G nennt man I' := {7(t) : ¢ € [a,b]}
eine stiickweise glatte Kurve. Diese Kurve heift doppelpunktfrei, wenn v : [a,b) — G
injektiv ist, und geschlossen, falls v(a) = () gilt.

Es seien nun I' = {~(¢) : t € [a,b]} C C eine stiickweise glatte Kurve und f : I' — C eine stetige
Funktion. Dann ist das Kurvenintegral von f entlang des Weges v bzw. entlang der Kurve I’
definiert durch

JRCLE / fe)dz= [ P (0 dr
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Wir formulieren den Cauchyschen Integralsatz fiir die folgende Situation: Es seien I';, j =
0,1,...,m, stiickweise glatte, doppelpunktfreie und geschlossene Kurven (m = 0 ist zugelassen),
wobei die Kurve I'g so orientiert ist, dass das von ihr begrenzte und beschrinkte Gebiet links liegt,
bei den restlichen Kurven dagegen rechts. Die einzelnen Kurven mdgen sich nicht iiberschneiden
und die Kurven I'y, ..., I';, mégen innerhalb von I'g liegen, aber kein I'; innerhalb einer anderen
Kurve I'y,, k =1,...,m. Die Abbildung 1.1 zeigt eine mogliche Situation im Fall m = 2.

I

o)
+

—

Abbildung 1.1

Das Gebiet, welches links von allen Kurven I';, 7 = 0,1,...,m, liegt, bezeichnen wir mit Q. ,
die Vereinigung I'yUT'; U... UT,, aller Kurven mit I" und C\ (@4 UT") mit Q_ . Ferner sei

/Ff(z)dz = ]i::o/rj f(z)dz.

Satz 1.5 (Cauchyscher Integralsatz, Cauchysche Integralformel) Wir nehmen an, dass
f:Qp — C holomorph und f: Q. U — C stetig sind. Dann gilt

/Ff(z) dz =0

L f(Z) g f(a’) ) a€Q+7

und

2ri Jrz—a 0 Caeq.

Fiir die Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung (1.1) einer in 2y analytischen Funktion
ergibt sich die Cauchysche Koeffizientenformel

1
Cn=—./ f(Z)dz+1’ n=0,12,...,
27 AU (20) (Z — Zo)n

wobei 0 < p < r. Der Kreis 0U,(29) = {z € C: |z — 29| = p} ist dabei als mathematisch positiv
orientiert zu betrachten.

Eine auf ganz C holomorphe Funktion nennt man ganze Funktion.

Satz 1.6 (Liouville) Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.
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Der folgende Satz stellt eine Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes dar.

Satz 1.7 (Morera) Ist die Funktion f : G — C stetig und gilt fir jede in G liegende Dreiecks-
fliche mit dem Rand I' C G
[ 1@==0.
I

so ist f holomorph in G .

Satz 1.8 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip) Es seien G C {z:Imz > 0}, [a,b] = GNR
(siehe Abbildung 1.2), f : GU(a,b) — C stetig, f : G — C holomorph und f(z) € RVz € (a,b).

Dann ist
f(z) : Imz>0,

fe)=9
f@ : Imz<O,
auf G := G U (a,b) U{z : Z € G} holomorph.

1y

4

a b xr

Abbildung 1.2

1.3 Identitéitssatz, Gebietstreue, Maximumprinzip

Unter einem Gebiet verstehen wir ein offene und zusammenhéngende Menge G C C.

Satz 1.9 (Identitédtssatz) Sind f und g zwei auf dem Gebiet G C C holomorphe Funktionen,
die auf einer Teilmenge von G, die wenigstens einen Hdufungspunkt in G besitzt, ibereinstim-
men, so sind f und g auf dem gesamten Gebiet G identisch.

Satz 1.10 (Gebietstreue) Ist f : G — C auf dem Gebiet G holomorph und nicht konstant,
so ist auch f(G):={f(z): z € G} ein Gebiet.

Satz 1.11 (Maximumprinzip) Ist f auf dem Gebiet G holomorph und nicht konstant, so
ezistiert kein Punkt zo € G mit der Eigenschaft

[f () < |f(z0)] Vz€G.

Ist also zusitzlich f : G — C stetig, so kann |f(2)| nur auf dem Rand von G sein Mazimum
annehmen.



1.4. LAURENTREIHENENTWICKLUNG, RESIDUENSATZ, ARGUMENTPRINZIP 9

Satz 1.12 (Schwarzsches Lemma) Es seien f : U;(0) — Up(0) holomorph und f(0) = 0.
Dann gilt |f'(0)| < 1 und |f(2)| < |z| fiir alle z € U1(0). Ezisiert ein zp € U1(0) \ {0} mit der
Figenschaft | f(z0)| = |20| oder ist |f'(0)| = 1, so ist f einfach eine Drehung um einen Winkel
6 € R, d.h. es gilt f(z) =€z fiir alle z € U (0).

1.4 Laurentreihenentwicklung, Residuensatz, Argumentprinzip

Ist fin U,(20) \ {20} holomorph, so heifit zy isolierte Singularitéit von f. Fiir 0 < r < R und
zp € C bezeichnen wir mit K, r(z9) den Kreisring K, r(z0) :={2 € C:r < |z — 2| < R} .
Satz 1.13 (Laurentreihenentwicklung) Ist f im Kreisring K, r(z0) holomorph, so ist

o0 —00

f(z) = Z cn(z —20)" = Z en(z —20)" + ch(z — )" (1.4)

n=-—00 n=-—1 n=0

fir alle z € K, g(20), wobei fir jedes p mitr < p < R

1
Cn:—./ %CLZ, n=0,+1,£2,...,
211 Ju, (20 (z — z0)

gilt.

Sind zj eine isolierte Singularitdt von f und (1.4) die Laurentreihenentwicklung von f in einer
1

punktierten Kreisscheibe Ko r(20), so nennt man den Koeffizienten c¢_; = e f(z)dz
m UP(ZO)

Residuum der Funktion f im Punkt 2o, c_1 =:res,, f .

Satz 1.14 (Residuensatz) Es seien f in dem einfach zusammenhingenden Gebiet G mit Aus-
nahme endlich vieler isolierter Singularititen holomorph, I' C G eine doppelpunktfreie, stiick-
weise glatte, geschlossene Kurve, auf der keine Singularitit von f liegt und innerhalb derer (auf
der linken Seite von T', Orientierung beachten) die isolierten Singularititen zi,...,zy von f

liegen. Dann gilt
f(z)dz = 27i res,, f.
[ ) > ress,

Die isolierte Singularitit zp von f heift Pol der Ordnung k von f (k > 0), wenn in (1.4)
c_ # 0 und ¢, =0 fiir alle n < —k gilt. Ist f : G — C bis auf Pole holomorph, so heif}t f in G
meromorph.

Satz 1.15 (Argumentprinzip) Es seien f in dem einfach zusammenhingenden Gebiet G me-
romorph und I' C G eine doppelpunktfreie, stiickweise glatte, geschlossene Kurve, auf der keine
Nullstellen und Pole von f liegen und die so orientiert ist, dass das von ihr begrenzte und be-
schrinkte Gebiet links liegt. Ferner seien N und P die (entsprechend der Ordnung) Anzahlen
der Nullstellen und Polstellen von f innerhalb von I'. Dann gilt

1)

=N-—-P.
271 Jr f(2) dz




10 KAPITEL 1. EINIGES AUS DER FUNKTIONENTHEORIE

1.5 Konforme Abbildungen

Es sei G C C ein Gebiet.

Eine Abbildung f : G — C heifit (lokal) konform im Punkt zy € G, falls f in zy holomorph
mit f/(29) # 0 ist. Ist f in jedem Punkt z € G lokal konform, so nennen wir f konform im
Gebiet G.

Satz 1.16 (Riemannscher Abbildungssatz) Es seien G und G* einfach zusammenhdingen-
de, echte Teilgebiete von C. Dann gibt es eine konforme Abbildung f : G — G*, die auflerdem
bijektiv ist.

Satz 1.17 (Rénderzuordnung) Die Rinder der Gebiete G und G* seien einfache (d.h. dop-
pelpunktfreie) geschlossene stetige (d.h. durch einen Weg gegebene) Kurven, und f : G — G* sei
konform und bijektiv. Dann ist f auf G stetig fortsetzbar, und f : G — G* ist bijektiv.
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Randwerte Cauchyscher Integrale

Nach dem Cauchyschen Integralsatz 1.5 gilt fiir ein einfach zusammenhéngendes Gebiet 2 C C
mit stiickweise glattem Rand 02 und fiir eine stetige Funktion f : Q@ — C, die auf 2 holomorph

1st
o) = — [ L©) dcz{ fz) + zeQ.

T2 fpa C— 2

0 : z2&0Q.
Allgemeiner betrachten wir jetzt fiir eine absolut integrierbare Funktion ¢ : I' — C, d.h.

/ lp(¢)]|dz| < oo, die Funktion
r

() = 1 ¢(¢)

_2—7T'i FC_Z

¢, z¢l,

wobei I' eine doppelpunktfreie und stiickweise glatte Kurve ist. Wir definieren ®({y) auch fiir
(o € I'° unter Verwendung des Cauchyschen Hauptwertes

oy = [ 29 4y v(©) 4 e
() /I‘C_COC EEEO/F\UE(@)C—@ Cr CE

Dabei verstehen wir unter I'° die Kurve I" ohne die Endpunkte (im Fall einer nicht geschlossenen
Kurve) und die Punkte, in denen I" nicht glatt ist.

Beispiel 2.1 Wir berechnen ®(z) fir I' = [a,b] C R und erhalten fir Imzy > 0 (vgl. Abbildung

2.1)
1 b— 20 ﬁo — Q)
o =—1
(20) 27i . a— zp + 27
sowie fiir Imzy < 0 (vgl. Abbildung 2.2)
1 b— 20 ap — ﬂo
B(2) = — .
(20) 27i a— 2 + 27
Fiir ¢y € (a,b) und z — (o, Im z > 0 folgt also
1 b— 1
B(z) — — w20 g

2ri (p—a 2

11
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und fiir z — (o, Imz <0

1 b—¢ 1
B(2) — —1 -
(2) i Co—a 2

=27 (o) -

1 b-
Andererseits ist ®((p) = gy In R CZ
T 0—

() — @ (C) =1 und D(¢o)+ P (¢o) =2%(¢) Vo € (a,b)

, S0 dass

gilt.
20

Bo

aQ

a b 20
Abbildung 2.1 Abbildung 2.2

Satz 2.2 Ist p : I' — C absolut integrierbar, so ist die oben definierte Funktion ®(z) auf C\T
holomorph.

Bemerkung 2.3 Im Fuall einer beschrinkten Kurve I' ist ®(2) auch in z = oo holomorph mit
P(c0) =0.

Die Uberlegungen aus Beispiel 2.1 lassen sich auf eine beliebige Strecke
F'=la,b]={a+tb—a):te0,1]} cC
und ebenso auf eine beschrinkte, offene, doppelpunktfreie Kurve I' C C mit Anfangspunkt a und

Endpunkt b ausdehnen. Die Abbildung f(z) = z=b bildet dabei I' auf einen (i.a. krummlinigen)
z—a

Strahl £(T') von oo nach 0 ab. Das Auflere einer Kreisscheibe, die T' enthlt und symmetrisch zu
Strecke [a, b] liegt, wird dabei auf das Innere eines Kreises abgebildet, der in der rechten Halb-
ebene und symmetrisch zur reellen Achse liegt. Unter In : C\ f(I") wollen wir den holomorphen
Zweig des natiirlichen Logarithmus verstehen, der innerhalb dieses Kreises mit dem Hauptzweig
des Logarithmus zusammenfillt. Wir erhalten dann

z—b
27“/ = In VzeC\T (2.1)

oM z—a

und
F(C) = F (¢)=1 VY{eT°. (2.2)
Im Fall einer geschlossenen Kurve gilt wegen der Cauchyschen Integralformel

1 z2eQy,
F(z) =
0 : zeQ_,

und somit ebenfalls (2.2).
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Ubungsaufgabe 2.4 Man gebe fir Ry > 1 das Bild der Kreisscheibe Ur (“T‘Lb) mit R = —R°|g_a|
bei der Abbildung f(z) = j:

b
" an, wobei a,b € C, a#b.

Fiir das Weitere nehmen wir an, dass I' eine glatte, doppelpunktfreie Kurve mit Anfangspunkt
a und Endpunkt b ist sowie 7 : [0, L] — C ihre Parametrisierung bzgl. der Bogenlinge, d.h.
I' ={v(s) : s € [0, L]} . Dabei sei auBerdem vorausgesetzt, dass eine Konstante ¢; > 0 existiert,
so dass

[7(s1) —v(s2)] < [s1 — 82| < eafv(s1) —v(s2)| Vs1,82 € [0, L] (4)

gilt. Ferner sei ¢ : ' — C absolut integrierbar und mit evtl. Ausnahme von Anfangs- und
Endpunkt der Kurve I' lokal holderstetig, d.h., fiir jedes (y € I'° existieren ein § > 0, ein
A € (0,1] und ein ¢g > 0 mit

lp(C) — 0(Co)| < ol — G V¢ eTNUs(Co).

Mit 'y C C bezeichnen wir eine glatte Kurve von (y nach oo, die rechts von I' liegt und senkrecht
auf T" steht. Ist nun In(z —(p) ein fiir z € C\ 'y holomorpher Zweig des natiirlichen Logarithmus,
so gilt

1 : 1L [ 9(Q) = () 0
) = —[In(b— —In(a — — | r 2.
(60) = 5z = o) ~tnla = o) + mile(Go) + 5 [ ES=2D ag wgeere, (23)
wobei das Integral zumindest im uneigentlichen Sinne existiert. Im Fall einer geschlossenen Kurve
I' verschwinden die In-Terme in (2.3).

Satz 2.5 Sind I' eine glatte, doppelpunktfreie Kurve und ¢ : I' — C absolut integrierbar und
lokal holderstetig, so besitzt

_ 1 (e
@(Z)—Q—ﬂ/ﬁdé_, ZG(C\F,

in allen Punkten (o € I'° nichttangentiale Grenzwerte ®((y) , wobei die Formeln von Sochozki-
Plemelj

*(Go) = 5 9(o) + 2(G) (24)
giiltig sind.

Nichttangentialer Grenzwert bedeutet dabei, dass z lediglich innerhalb eines Doppelsektors
W (Co,w) mit 0 < w < 5 gegen (o strebt, und zwar links von I fiir ®*(¢y) und rechts von I' fiir
@~ ({o) . Unter W((p,w) verstehen wir dabei die Menge der z € C\ {(p} , fiir die der Winkel
zwischen z — {p und der Geraden durch (y, die senkrecht auf I' steht, betragsméBig kleiner als
w ist.

Im Weiteren sei I' glatt, doppelpunktfrei und beschrinkt. Fiir o € (0,1] verstehen wir unter
C*(T") den Banachraum der zum Exponenten a holderstetigen Funktionen f : ' — C mit der

Norm
|f(¢&) — f(&)]

171 = 11+ sup { LS

(G, G el Cl#Cz} ;
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wobei || f]l,, = sup{|f(¢)] : ¢ € I'} . Wir betrachten nun das folgende Randwertproblem: Gege-
ben sei eine Funktion ¢ € C%(I") und gesucht eine holomorphe Funktion F': C\ I', so dass

F(co) =0 und F(¢)—F () =(¢) V(CeT”. (2.5)

Wir nennen eine Funktion F(z) stiickweise holomorph bzgl. I', wenn F' : C\I' — C
holomorph ist, F' in {y € I' \ I'y von links und von rechts stetig ist und fiir jedes zy € I's ein
B € (0,1), ein € > 0 und ein ¢ > 0 existieren, so dass

|F(2)] < Vze (C\T)NU:(20)

|z — 20|8

gilt. Dabei sei I'y = I's(F') eine endliche Menge von Punkten der Kurve I'. Die Menge aller bzgl.
I" stiickweise holomorphen Funktionen bezeichnen wir mit H(I").

Ubungsaufgabe 2.6 Man zeige: Sind F € H(T') und FT(¢)— F~({) =0V (¢ €T°, soist F(z)
eine ganze Funktion.

Der folgende Satz verschérft die Aussagen des Satzes 2.5 unter der Voraussetzung, dass ¢ €

C*(T) gilt.

1
Satz 2.7 Es seien ¢ € C*(T"). Dann ist (z) = ﬂ/ g)(cl d( stiickweise holomorph bzgl. T,
s r¢—
1 ~
wobei Ts(P) C T'\T° gilt. Dabei ist ®({) = v.p. e / f(—o d(¢ hélderstetig mit dem Ezponenten
s T —
a : ae(0,1),
1—¢ : a=1,

auf jedem abgeschlossenen Teilbogen von 1'° .

Ubungsaufgabe 2.8 Man zeige, dass unter den Voraussetzungen von Satz 2.7 und ¢(¢) = 0,
CeT\I* gilt ® € C*(I).

Ubungsaufgabe 2.9 Was kann man im Sinne von Satz 2.7 aussagen, wenn ¢ stickweise
holderstetig auf T ist und/oder wenn T stiickweise glatt ist?

Im Weiteren verstehen wir das Randwertproblem (2.5) in dem Sinne, dass wir ein F' € H(I")
suchen, welches den Bedingungen (2.5) geniigt.

Folgerung 2.10 Das Randwertproblem (2.5) ist eindeutig losbar, wobei

F@__l ﬂodg

_2—7T'i FC—Z

Folgerung 2.11 Es seien ¢ € C*(I') und I' geschlossen. Dann sind die Funktionswerte ¢(C),
¢ €T, genau dann die Randwerte einer in 4 holomorphen Funktion, wenn

/w(C)C"dCZO Vn=0,1,2,...
r

gilt.
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Folgerung 2.12 Unter den Voraussetzungen der Folgerung 2.11 sind ¢(¢), ¢ € ', genau dann
die Randwerte einer in €4 holomorphen Funktion, wenn

! /Mdgzo VzeC\Q

% T C— z
gilt.

Folgerung 2.13 Es seien die Voraussetzungen von Folgerung 2.11 erfillt. Die Werte ¢((),
¢ €T, sind genau dann die Randwerte einer in (C\ ) U {oo} holomorphen Funktion, wenn

L,/mdgzconst VzeQy
2ri FC_Z

gilt.
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Kapitel 3

Randwertprobleme der
Funktionentheorie

3.1 Das Hilbertsche Randwertproblem

Es seien I eine geschlossene (und damit beschrinkte), doppelpunktfreie, glatte Kurve und a,b €
C*(T") zwei gegebene Funktionen mit a(¢) # 0 V¢ € T'. Mit Q4 bezeichnen wir das von T
berandete beschrénkte Gebiet, Q_ = C\ (24 UT"). Gesucht sind zwei holomorphe Funktionen
ff:9, — Cund f~:Q_U{oo} — C, die auf Q, bzw. Q_ stetig sind und der Bedingung

F(Q)=alQ)fT () +b(¢) VCeT (3.1)
geniigen. Das dazugehorige homogene Problem lautet
fQO=alQf () V(CeT. (3.2)

Die Zahl

(@) = 5-fargofQ))r = o-na(Q)lr

der (stetige) Argumentzuwachs der Funktionswerte a({) bei einem Durchlauf der Kurve I, ist
wegen a(¢) # 0 auf I' wohldefiniert und heifit Index der Funktion a(¢). O.E.d.A. nehmen wir
fiir das Weitere an, dass 0 € € gilt.

(I) Sei k(a) =0, d.h. Ina(¢) ist eine Funktion der Klasse C*(I") . Wir setzen

TN | In a(¢)
F (Z)—% FC—Z

¢, ze€ Q4 (3.3)

und

fi(z) — Ae~F*@) , 2 € Q4

mit einer beliebigen Konstanten A € C. Mit F'({y), (o € ', bezeichnen wir den Cauchy-
schen Hauptwert des Integrals in (2.3). Aus den Formeln von Sochozki-Plemelj (2.4) folgt

FH(Q) = +5ma(Q) + F(Q), CeT,

17
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also
fi(o — AetzmalQ),~F()

)

so dass a(Q)fT(¢) = eI () = £7(¢), d.h., [f(2), fT(2)] geniigt (3.2). Es seien

+
[f1 (2), fi (2)] eine weitere Losung von (3.2) und g*(2) = }123 . Dann folgt fiir € T’

d.h.

g(z):{g+(z) oz EeQL
g (2) : z€Q_

ist holomorph in C U {co} . Es folgt f(z) = Aof*(2) mit einer Konstanten Ay € C. Die
Losungsmenge des homogenen Problems ist also im Fall x(a) = 0 gleich
{[Af7(2), AfF(»)] : A€ T},
wobei f*(z) in (3.3) definiert ist.
Sei jetzt k(a) = —n (n € N = {1,2,...}). Fiir a1(¢) = ¢("a(¢) gilt dann k(a;) = 0. Wir

suchen f*(z) in der Form f*(z) = ff(2)f(2) mit f7(¢) = a1(¢)f;(¢), ¢ € Q. Wiihlen
wir (vgl. (I)

1 1
FEe = O R = o [ g

so erhalten wir aus (3.2) fiir f(2) die Bedingung

_ 17 _ alQf* Q)

NN o
B Q=570 T m@irQ ~ ¢ O e

Somit muss
) zey
9(2) = _
2"f(2)2 : z€_
in C holomorph sein mit einer Polstelle in co der Ordnung < n. Wir erhalten
_ a a
ff(z)=ag+2"+a2" '+ .. +a, und f, :6104‘;14‘---‘1‘2—2
mit beliebigen Konstanten ay € C.

Sei k(a) = n € N. Wir setzen a;(¢) = ¢""a(¢) und withlen fif(z) wie in (IT). Dann folgt
aus (3.2) die Bedingung f; (¢) = ¢" £, (¢) . Somit ist

fo(z)  zeQ_
h(z) =
=) { f(z) 1 oz €Qy

ist holomorph in CU{c0}, also konstant. Da h(0) = 0 ist, folgt h(z) = 0, d.h. (3.2) besitzt
im Fall x(a) > 0 nur die nichttriviale Losung.
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Satz 3.1 Flir k(a) = —n < 0 besitzt das Problem (3.2) n + 1 linear unabhingige Lisungen
[f~(2), fT(2)], die man in der Form [z~ *G~(2),2*G*(2)], k=0,1,...,n, mit

+ 1 In[C™
6o = O, R = o [ Mg sean,

schreiben kann. Im Fall k(a) > 0 besitzt (3.2) nur die triviale Lisung.

Im folgenden suchen wir eine spezielle Losung fiir das inhomogene Problem (3.1).

(IV) Sei x(a) = —n < 0. Wir suchen eine Losung in der Form f*(z) = f(2)fF(z), wobei
wieder fif(z) = e Fi ) sei, d.h.

f1(€) = ar(O)f7 () mit  a1(¢) = ¢"a(C).

Aus der Bedingung (3.1) folgt dann

OB Q) = alQ)f(OFf Q)+
= a(Q)f;F (¢ () +b(C)
= IO (O +0b(0),
also

b(<)
f(©)

= ("5 (Q) + e Op(¢).

f2(Q) = RO+

L[ b(O)efr (©
Fir Fy(2) = —55 Cide, z € C\ T gilt nach den Formeln von Sochozki-Plemelj
F _
(2.4)

Ff(Q) = Fy (Q) = —=b(Q)e"T @, (e,

so dass wir f; (2) = Fy (2) und f5 (z) = 2"F; (2) setzen konnen. Wir erhalten

F(2) = [ao n % T Z—" +F2_(z)] G ()

n

und
fH(z) = [aoz" + a2 dan + 2"Fy (2)] G ()

als allgemeine Losung von (3.1).

(V) Sei k(a) =n > 0. Wie eben erhalten wir

F5 Q) = ¢ Q) +b(¢)e’ .
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Aus Folgerung 2.10 ergibt sich
fy(2)=A+Fy(2), [fi(2)=2"[A+Fy(2)]

mit A € C. Dabei st f*(2) genau dann in zyp = 0 holomorph, wenn A + F;(z) in zg = 0
eine Nullstelle der Ordnung > n hat. Fiir |z| < e hinreichend klein folgt

+ (C) F (C) dC n—1
B )= 271'1 P12 Z 2ri / S
Also: Im Fall k(a) =n € Nist (3.1)

/b(C) —Fr Q) g = k=1,...,n,

CkJrl

genau dann l6sbar, wenn die Bedingungen

erfiillt sind. Die Konstante A ist eindeutig bestimmt,
= i/ meFf(C)dc_
27 T C

Das Riemann-Hilbertsche Randwertproblem

Es seien I wie in Abschnitt 3.1 und a,b,c € C*(T") gegebene reellwertige Funktionen mit
[a(Cﬂ2 +[b(¢)]2 # 0 V¢ € T'. Gesucht sei eine in Q holomorphe Funktion f = u + iv, die
auf {2 stetig ist und der Bedingung

a(Q)u(¢) — b)) = e((), CeT (3.4)
geniigt. Wir betrachten den Fall, dass Q = {z € C: |z| < 1} ist, d.h.
P=T={CeC:|=1}
Die Bedingung (3.4) ist dquivalent zu
a(Q) + BOLF(C) + [a(€) — QT = 2¢(C).

Wir setzen

{f(z) Flal <1,
@ colzl > 1.

mit
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(IT) Gegeben sei eine reellwertige Funktion f € C%([a,b]) mit —oco < a < b < oo und gesucht
eine holomorphe Funktion F = U +iV : CT U {oc} — C (C* := {z € C:Imz > 0}), die
auf (C+ U {oo}) \ {a,b} stetig ist und

flx) :+ x€(a,b)
0 : xzeR\]a,b]

geniigt. Die Funktion F(z) kann durch Spiegelung holomorph auf (C U {oc}) \ [a, b] fort-
gesetzt werden. Fiir z € (a,b) gilt dann

Ff(z) — F~(z) =2iV(z) = 2if(z).

Nach Folgerung 2.10 ist dann
1 b
F(z)=— J@) dx + A,
T )y T—2

wobei A den Wert von F'(z) in oo angibt und somit reell sein muss.

3.3 Ein Sickerproblem

y A
A(h,1
ez faen
|
| Freier Rand S (Sickerlinie): y = ¢(z)
| ~
Sickerbereich €2
| L(1,0) | B(b,0)
0 h . .
Drainage

Wir betrachten das ebene Problem der Durchstrémung eines Staudamms aus homogenem pordo-
sen Material mit einer Drainage und einem undurchlidssigen Dammboden OL (siehe Abb.). Die
Dammfront sei durch die Funktion y = f(z), 0 <2 < h, mit f(0) = 0 und f(h) = 1 gegeben.
Das Stromungsgebiet 2 wird begrenzt durch die Bogen AO und OB sowie den unbekannten
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freien Rand BA, die Sickerlinie, welche den feuchten Teil des Damms vom trockenen trennt.

Bezeichnet man mit p(x,y), (z,y) € , den Druck und mit u(z,y) = y—i—M das modifizierte
Py

Geschwindigkeitspotential (piezometrischer Druck) mit der Dichte p und der Erdbeschleunigung
g, so gilt nach dem Darcy’schen Gesetz v = —vygradu(x,y), wobei v den Geschwindigkeits-
vektor und v den Permeabilitidtskoeffizienten bezeichnen. Die Kontinuitéitsgleichung div v =0
liefert dann

Au(z,y) =0, (x,y) € Q.
Die gesuchte, in € harmonische Funktion u(z,y) hat folgende Randbedingungen zu erfiillen:
(R1) u =1 auf dem Bogen AO, da dort p(z,y) = pg(1l —y) ist,
(R2) uy =0 auf OL, da OL undurchléssig ist,

(R3) uw =0 auf LB, da freier Abfluss,

(R4) u=1y, % = 0 auf dem freien Rand BA.

Es sei v(z,y), (z,y) € Q, eine zu u(z,y) konjugiert harmonische Funktion. Aus der zweiten
Bedingung in (R4) folgt, dass v(z,y) auf dem Bogen BA konstant sein muss. Wir wihlen

(R4’) v =0 auf dem Bogen BA.
Aus (R2) folgt ebenso
(R2") v=gqauf OL

mit einer unbekannten Konstanten ¢ € R. Das Integral

b b
0< /l Uy (,0) de = —/l v (x,0)dz = v(l,0) — v(b,0) = ¢

ist ein MaB fiir die Wassermenge, die durch LB fliefit, so dass ¢, die sogenannte Durchflussrate,
eine positive Konstante sein muss. Unser Problem besteht im Auffinden einer in 2 holomorphen
und in € stetigen Funktion w = w + v, die obigen Randbedingungen geniigt. Wir bestimmen

das Bild w(0f?) . Es gilt
w(0) =14+1i¢, w(l)=1ig, w(b)=0 und wh+i)=1.

Das Bild von  ist das in der Abbildung dargestellte Rechteck R. Die Abbildung w : BA — [0, 1]
ist bijektiv, wenn ¢(x), x € [h,b], stetig und streng monoton fallend ist. Auf [0,{] ist offenbar
—yuy = (V) positiv, d.h. u(z,0) ist monoton fallend, so dass w : OL — O'L’ bijektiv ist. Auf
LB ist —yu, = (v), <0, d.h. v, <0, so dass dort v monoton fallend und w : LB — L'B’

0 0
bijektiv. Auf AO gilt (v), = —’ya—u < 0, so dass die tangentiale Ableitung von v, d.h. 8—U,
v

-
positiv und w : AO — A’O’ ebenfalls bijektiv ist. Unter physikalisch sinnvollen Gesichtspunkten
ist die Rénderzuordnung w : 9Q2 — JR also bijektiv.
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L’ O’

B? A?

Nun gilt folgender

Satz 3.2 (Prinzip des Randes) Fs seien Q und ' einfach zusammenhingende Gebiete und
QO beschrinkt. Ist die Funktion w = f(2) in Q holomorph und besitzt sie stetige Randwerte auf
0, die O eineindeutig auf 9 abbilden, wobei der Durchlaufsinn erhalten bleibt, so bildet f(z)
das Gebiet Q konform und bijektiv auf Q' ab.

Mit z(u,v) = z(u,v) + iy(u,v) bezeichnen wir die Umkehrabbildung zu w : @ — R. Aus

(R1)-(R4) folgt dann
(R'1) y(L,v) = f((1,0) fiir (1,0) € A0,
(R'2) y(u,q) = 0 fiir (u,q) € O'L,

(R'3) y(0,v) = 0 fiir (0,v) € L'B’,

(R'4) y(u,0) = u fiir (u,0) € B'A’.

Um zu garantieren, dafl A" auf A, O" auf O und L’ auf L abgebildet werden, mufl der Realteil
x(z) die zusitzlichen Bedlngungen

(21) 2(1,0) = h,
) z(1,q) =0,
(Z3) z(0,q) =1

erfiillen. Wir verwenden nun eine konforme Abbildung der oberen (¢, #)-Halbebene auf das Recht-
eck R in der (u,v)-Ebene:

(72

1 1
w=u+iv=_-+ F(k &), E=t+i0.

2 " 2K (k)
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Dabei sind 0 < £ < 1 und

_ [t dg
e = /o VI - - k23

das elliptische Integral erster Gattung sowie K (k) = F'(k, 1) das vollstindige elliptische Integral
erster Gattung, und es gilt

Flk. 1 1 1 F(k, -1
LBk AR L L FR R 0= B

1
1— 1)=A4 -
(0.1) =4, 2 " 2K (k) k2 2K (k)

1
- —
k

Beriicksichtigen wir die Beziehung (Subst. s? = 1 — (1 — k?)o?)

do

1/k ds B 1 — K(K 1 — \/—k‘2
/1 \/(82_1)(1_k232)_/0 \/(1_‘72)(1—(1—/€2)02)_ (), =v1-k2,

so erreichen wir durch die Wahl

_ K(K)

17 oK (k)

dass ) 1
——(l,9)=0" und ———(0,q)=1L

k k

9 A
L77 B77 A77 077

! ! | ! >
-1/k -1 1 1/k t

Es entsteht somit folgende Aufgabenstellung: Gesucht ist eine konforme Abbildung z = z(§) =
z(€) + iy(€) der oberen Halbebene Ct = {¢ € C : Im& > 0} auf das Gebiet 2, wobei die
Abbildung z : {£ € C: Im¢ > 0} U {oo} — € stetig ist und folgende Randbedingungen, die sich
unmittelbar aus (R’1)-(R’4) und (Z1)-(Z3) ergeben, zu erfiillen sind:

(1) y(t) =0, —co<t < -1, - <t < o0,

| =

(2) y(t) = fla) 1 <1< T,

1 1 t ds
(3) y(t)=§{1+K(k)/0 \/(1_52)(1_k282)} =rk,t), -1<t<1,
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(4) z(—1/k)=1,2(1)=h, z(1/k) =0.

Damit haben wir ein nichtlineares Riemann-Hilbertsches Randwertproblem erhalten (vgl. Ab-
schnitt 2.3, Problemstellung (II)). Aus der Formel (2.5) folgt, dass sich die Losung z(€) in der

Form
17" s)ds 1/k71'8 ds
Z(f)—l/ M+l/1 &%—D

m)_1 s—¢& us s—§&

mit einer Konstanten D = z(o0) = x(00) schreiben ldsst. Dabei gilt z(§) = 2(£) = z(&) — iy(§),
also

z(§) =z(§) und y(§) = —y(&).

Hieraus folgt aus den Formeln von Sochozki-Plemelj fiir ¢ € (—1,1/k)

1 T S)as l/k (s S
x(t):%[ﬁ(t)—i—z(t)]:l/ rik, s)ds +1/1 fatsDds (3.6)

m™)_1 s—t us s—1

Wir erhalten also die folgende nichtlineare singuléire Integralgleichung vom Cauchyschen Typ
fiir die unbekannte Funktion z(t), 1 < t < 1/k (genauer: z(k,t)) und die unbekannte Konstante

DeR
1 [k 1 /! 1
a:(t)——/ falsDds gy ::—/ ik s)ds g oL
™ )1 s—t ™)1 s—t ]{?

mit den Zusatzbedingungen
z(1)=h, =z(1/k)=0, =z(=1/k)=1 mit (3.6).

Ist g(y), 0 <y <1, die Umkehrfunktion zu f(z), 0 < x < h, so geht letzteres Problem iiber in

9y (1)) - %//k Y p=rw). 1<y,

und (vgl. (3.6))

1 1/k
l/ r(k,s)ds_i_l/ y(s) D=1
TN

™)1 S—{—% S—{—%

Ist y(t) = y(k,t), 1 <t < 1/k, eine Losung, so ergibt sich sofort eine Parameterdarsstellung fiir
die Sickerlinie:

x(t):l/lw+l/l/kM+D7 y(t):r(k,t)7 —-1<t<1.
_ 1

™)1 s—1 ™ s—t
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3.4 Das Doppelschichtpotential

Es sei I' eine einfache, glatte, geschlossene Kurve, die das Innengebiet 2 = {2, berandet. Wir
betrachten das Dirichlet-Problem fiir harmonische Funktionen, suchen also ein u € C?(2,R) N
C(Q,R) mit

Au=0 in Q (3.7)

und
u=f auf T (3.8)

fiir ein gegebenes f € C(I',R). Da wir wissen, dass Real- und Imaginérteile holomorpher Funk-
tionen harmonisch sind und holomorphe Funktionen mit Hilfe von Cauchyschen Integralen dar-
gestellt werden konnen, machen wir den Ansatz

¢(¢)
(—=z

mit einer absolut integrierbaren Funktion (Dichte) ¢ : I' — R. Fiir die Funktion u(z,y) ist
damit (3.7) erfiillt (vgl. Satz 2.2), und unter der Annahme, dass ®(z) eine stetige Fortsetzung
auf ) besitzt, ist (3.8) dquivalent zu

u(z,y) = Re ®(z), @(z):%m,/r ¢, z=z+iyeQ, (3.9)

Re®(¢) = f(¢), CeTl. (3.10)

Mit einer Parametrisierung ((s) = £(s) + in(s) von I' bzgl. der Bogenlénge s € [0, L] schreiben
wir
L FeCs)
P(z) = — e ds.
(2) 2mi /0 C(s)—z Cls)ds
Wegen |¢'(s)| =1 gilt

ls) _ [E(s) +in(s)][€(s) —in(s) — o + iy]
((s) =2 C(s) — 2
_ EB)EB) 2] ' (s)nls) —yl  n(s)[E(s) — a] — €s)In(s) — o]
C(s) — 2 C(s) — 22
(T(¢(5)),¢(s) = 2)

+i

(v(¢(5)), C(s) = 2)
C(s) = 2 C(s) — 22

mit dem Tangentialvektor 7({(s)) und dem Normalenvektor v(((s)) an I" im Punkt {(s). Mit
dem Ansatz (3.9) gilt also

Re®(z) = % /F 7@??’_{4_2 2 o(¢) ds

und
1 [(r(¢),{—2)

e(()ds.
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Fiir eine holderstetige Dichte ¢ € C%(I', R) und ({y € T existiert ®(¢{p) im Sinne des Cauchyschen
Hauptwertes (siehe die Sétze 2.5 und 2.7), so dass auch Re ®((p) und Im ®((p) fiir p € I' in diesem
Sinne existieren. Ist ¢’ € CA([0, L)), so gilt fiir (g = ((s¢) € T

¢(s) = <(s0)
s — S50

= (s) =&'(51) = &'(s) + il (52) = ' (s)]

d.h.
C(s) = C(s0) + C'(5)(5 — 50) + 0 (ys - so\1+ﬁ> .

Da ¢/(5) # 0 uf 0. 2] ist wegen tinn 15 =EE00 — jr(55)) = 1 anch ()~ g(00)| = s

in einer hinreichend kleinen Umgebung von sy mit einer Konstanten ¢,, > 0. Wegen (v(¢), (') =0
folgt
<V(C)7 ¢— <0> — <V(C(S))7 C(S) — C(SO) — C/(S)(s — 30)> -0 <|S _ SO|B—1) ]
¢ —Gol? C(s) = C(s0)[?
D.h., in diesem Fall existiert Re ®((p), (o € I', sogar fiir jedes ¢ € L>°(I") als uneigentliches
Integral. Gehen wir in der Formel (vgl. (2.4))

#(%)

OF (o) = (¢o) + 2

zum Realteil iiber und beriicksichtigen (3.10), so erhalten wir die Integralgleichung

o —Kp=2f (3.11)
mit dem Integraloperator
1 _
(o)) = — [ =D p0as, e (312)

Die Funktion (K¢)((p) heiit Dipolpotential (oder Doppelschichtpotential), welches von
der Belegung ¢ erzeugt wird. Die Funktion

0. &)
k(CO7C)_ T ’C_CO’Q ’ COaCera
nennt man Dipolkern und den Operator K Dipoloperator. Ist ¢ € C?([0, L]), so haben wir
Cs0) = € + )50 — ) + 2 (s — 892 + of 0 — o)

und somit ,

((C()), () = Cs0)) _ 3 (V(C5)), ¢"(9)) + 2

[C(s) = C(s0)? 1¢'(s) + O(]s0 — s)I”

In diesem Fall ist der Dipolkern also stetig auf ', und es gilt (beachte |('(s)| = 1) fiir (o = ((s0)

(¢o)
2T

(G, Q) = 5 [ (50) (50) = o) (50)] = ==
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mit der Kritmmung £(¢) der Kurve I' im Punkt ¢ (siehe G. M. Fichtenholz, Differential- und
Integralrechung, Bd.I, Nr. 250).

Driickt man das Skalarprodukt zweier Vektoren mittels des Cosinus des eingeschlossenen Winkels
aus, so erhélt man fiir den Kern des Dipoloperators die Darstellung

1oosv(). ¢~ &)

k(Co,¢) = —
(60:) <Gl
Wir definieren den singuléren Integraloperator
Srep / ¢, ¢erl,
(Sre)(Co = C
als Cauchysches Hauptwertintegral, so dass
ICLP = —Re Sp(p .

Ist ¢ € C*(T',R) eine Losung der Integralgleichung (3.11) fiir gegebenes f, so ist

ua) =Rew(s) = - [ LE2E piyas

harmonisch in 2, und nach den Formeln von Sochozki-Plemelj gilt auf I

u(Go) = Re ®(Go) + 5(o) = 5 [Re (Sr)(@) + () (@) + 2/ (6o)] = (&)

Sind 1, w2 € C*(T',R) zwei Losungen von (3.11) fiir ein und dasselbe f, so folgt mit ¢ = @1 —¢»
wie oben

u(C) =0, (eTl.

Damit ist u(z) = 0 fiir alle z € Q (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) und somit
v(z) = Im ®(z) = ¢ in  mit einer Konstanten ¢ € R. Wir setzen ¢ = Im Sry und erhalten

e = Im&* (o) = 2(o)

also 1) = 2c¢. Andererseits ist

2() = 5(SR)G) — 50()

[(=K)(Co) + itb(Co) — ¢(Co)]

N = N

= 51/1@0) —¢(Co)

= ic—¢(Co)-

Es folgt v( ) = cin ©_ und somit (C.-R.-Dgln.) u(z) = ¢; € R in Q_. Das ergibt ¢({y) =
Dt (Co) =P (o) = —c1 auf T'. Wegen (Sr1)(¢p) = 1 folgt K = —¢. Andererseits ist p—Kp =0
(wegen (3.11)) und somit ¢ =0.
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Satz 3.3 Ist p € C¥(I',R) eine Ldsung der Integralgleichung (3.11), so ist

1

§/k<z,<>u<<>ds, c—atigeQ,

r

u(x’y) =

die (eindeutige) Losung von (3.7),(3.8). Ferner gibt es in C*(I',R) keine weitere Lisung von
(3.11).

Wir stellen nun die Frage nach der Existenz einer Losung ¢ € C*(I",R) von (3.11).

Satz 3.4 Es seien ' glatt mit ¢’ € CP([0, L]) und 0 < o < 3. Dann besitzt die Integralgleichung
(8.11) fiir jedes f € C*(I',R) genau eine Lisung ¢ € C*(I',R).

Satz 3.5 und Folgerung 3.6 sowie die Ubungsaufgaben 3.7-3.9 bereiten den Beweis von Satz 3.4

vor.

l

Satz 3.5 Es seien h(z,y) = M,
|z —y|'=F

®([a,b]?) und

z,y € [a,b], 0 < B < 1, mit einer Funktion { €

b
(Tu)(z) = / W, yyuly) dy, =€ [ab].

Es mogen Konstanten C1 > 0 und Cs > 0 existieren, so dass

x — 11|
|z =yl

gilt. Dann ist T : C([a,b]) — CP([a,b]) ein linearer und beschrinkter Operator.

[(z,y) — Uz1,y)] < Co | fir m,x1,y €la,b] mit |y— x> Cilry —

Beweis. Aus

(Tu)( |_/,m Mu y)ldy < ], /, Ui e

T N PO B ‘
/a lz—y|'=F /a (v —y)t-0 +/m (y—a)—8 3 [(x a)” + (b —x)”| < const

folgt || Tul|,, < Ch ||lul|, fir beliebiges u € C([a,b]). Fiir beliebige x1,x € [a,b] betrachten wir
jetzt

und

J(x1, / |h(z1,y) — h(z,y)| dy .
Wir setzen ¢ := |1 — x| und nehmen o.E.d.A. an, dass C; > 2 gilt. Mit
Iy =[z — Cie,x + CielNfa,b] und I =[a,b]\ [z — Cie,x + Ci¢]

ist dann

J(w1, @) = Ih(:vl,y)—h(:v,y)ldy+/ \h(z1,y) — bz, y)| dy =: Jo(z1,2) + J1(z1, 7).
Io I
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Es folgt

Joaro) < [ (bl + G w) dy

I

< el [ (lmr o e —al?)
I
z+Che 1 1
< Nl / <|a;1 —yP 7 |z — )P ) dy
z—Che Iy
g -
— —H goo (1‘1 —x+ Cle’:‘)ﬁ + (1’ + 015 - xl)ﬁ + 2(018)5}
g -
_ % (Che — 5)5 + (Che + e)ﬁ + 2(015)6}
g -
. 6\00 (C1 =1+ (C1+1) + 2016] e = Csle1 —af”.
Fiir Ji(x1,x) erhalten wir
K(xl,y) K(x,y)

Ji(z1,7) = /l

- d
|21 —y|'=F !w—yll‘ﬁ‘ !

ewlay —gl',y — —
< [ (B [l -y~ o - o) a
I ‘xl_y‘
dy _ _
< Clor - o 5+t [ Jlon = vl = o - ay.
nle—yl-lz1 -yl I

Fiir y € [x 4+ C1e,00) gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
(y—2)" ' = y—2)" =B -y - Pz —x)

mit ¢ zwischen z1 und . Wegen |y — &| =y — & >y — (z + ¢) folgt, falls x + Cie < b,

N

b ')
/ -y ey dy < (1-p)e / (y—z— )2 dy

+Cie +C1e
= —¢ {(y —z— E)ﬁfl]

= e(Cre—e)P = (01 —1)P1P = Cylzy — ).

o0

z+Che

Analog erhilt man, falls a < z — C1¢,

/:13015
a

o1 =yt — o — yP7| dy < Cs|zy — 2|
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Fiir y € [x 4+ Cy¢e,b] gilt mit 29 =z + (C1 — 1)e
ly—z1| >y -z und |y—z[>y -0,

also

/b dy < /b dy
eicie 1T =yl -z =yt P T S (y —x0)2 7P

b—xo oo /8*1
- / tﬁ—thg/ P2gp ==
£ £ 1_6

z—Che dy 66_1
<
a [z —yl-|z1 =yl 1-5

dy
nle—yl |z —y=>

Analog ergibt sich

und somit
< Cglzy —z|P.

Colz1 — =
Insgesamt erhalten wir
(Tu)(@1) = (Tu)(z)| < Ca |y — 2| |lull o, Vu e C(la,b]).

Zusammen mit dem ersten Teil des Beweises ergibt das ||T'ul|qs((q) < (Cy + Co) ||ull,, , ue
C([a,b]) und damit die Beschrinkheit des Operators T : C([a,b]) — CP([a,b]). O

Der Satz von Arzela-Ascoli tiber die Charakterisierung der kompakten Mengen in C([a, b]) liefert
nun

Folgerung 3.6 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.5 ist T : C([a,b]) — C([a,b]) ein
kompakter Operator.

Ubungsaufgabe 3.7 Auf der Menge [a,b])?\ {(z,y) € [a,b]* : @ # y} existiere die partielle Ab-
9(z,y)
Ox

leitung , wober

ol(x,y) C
Or |7 |z —y

mit einer gewissen Konstanten C gelte. Man zeige, dass dann Konstanten C1 > 0 und Cy > 0
existieren, so dass die entsprechende Voraussetzung in Satz 3.5 erfillt ist.

Wir verschérfen die Definition der lokalen Holder-Stetigkeit und nennen eine Funktion f : M —
C auf dem metrischen Raum (M, d) stark lokal holderstetig zum Exponenten a € (0, 1], wenn
zu jedem x € M ein € = e(x) > 0 und ein ¢ = ¢(z,e) > 0 existieren, so dass

|f(z1) = f(22)] < cd(w1,22)" Var,71 € Ue(x)

gilt.
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Ubungsaufgabe 3.8 Man zeige: Sind f : M — C stark lokal holderstetig zum Ezponenten
a € (0,1] und der metrische Raum (M,d) kompakt, so ist f € C*(M,C).

Ubungsaufgabe 3.9 Wir schreiben den Dipolkern in der Form

_ 1 e _ (), ¢ — <o)
k(COaC) T |C — <0|1,5 t €(C07C) |C _ <0|1+5 :
Man zeige, dass dann
Ay o O.CE) Q. () e e

gilt.

Ubungsaufgabe 3.10 Man zeige: Sind Q € M und f € C¥(Q,C), so ist f auf Q stetig
fortsetzbar, und es gilt f € C*(Q,C).

Ubungsaufgabe 3.11* Es seien I’ C C eine glatte, doppelpunktfreie, geschlossene Kurve und
v € C*T) fir ein a € (0,1). Man zeige, dass dann die Funktion

I Y (S 1Y
@(Z)—%/adg : Z€Q+,

2
o7 (¢) 1 (eT,
zu C¥(Q4) gehort (vgl. Satz 2.7).
Beispiel 3.12 Die Funktion
2 20 —

u(z,y) = u(rcosf,rsinf) =: u(r,) = rs sin

ist auf dem Gebiet Q = {(x,y) = (rcosf,rsinf) e R?:0<r <1, F <6 <2r} harmonisch.
Auf 00N {(m,y) ER?:2>0,y> 0} verschwinden die Randwerte von u(z,y), so dass offenbar
u e CYI) mit T = 0N fir jedes o € (0,1) gilt. Da aber u € C*(Q) nur fiir a € (0, %] gilt, kann
nach Ubungsaufgabe 3.11 die Integralgleichung (3.11) mit f = u|p keine Lésung ¢ € C*(I") fiir
o € (%, 1) besitzen.

Wir betrachten jetzt die Aulenraumaufgabe
Au=0 in Q_, u=f auf I'=00, u(c0)=0, (3.13)

fiir die wir eine Losung u € C(Q_,R) N C?(Q_,R) suchen. Dazu machen wir wieder den Ansatz
(3.9), d.h.

u(x,y):%/r%go(ods, z=x+1iy. (3.14)
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Aus (2.4) folgt mit der Randbedingung in (3.13)

f(¢) =Re® (o) = Re®((o) — @ :
also )
o) - 7 [ s = £, e
bzw.

0+ Kp = —2f . (3.15)

Satz 3.13 Ist ¢ € C*(I',R) eine Lisung von (3.15),s0 ist u(z,y) aus (3.14) die (eindeutige)
Lésung von (3.13). Zwei Lisungen von (3.15) unterscheiden sich durch eine (reelle) additive
Konstante.

Ubungsaufgabe 3.14 Wir machen die gleichen Voraussetzungen wie in Satz 3.5, nur dass
Jetzt % < B < 1 gelte. Man zeige, dass dann

T L2((a,b)) — C°~3([a,b])
ein linearer beschrankter Operator ist.
Sei nun ¢’ € C#(I'), 2 < B < 1. Dann ist £ : C(I',R) — C(I',R) ein kompakter Operator

(vel. Satz 3.5 und Folgerung 3.6). Dabei gilt (vgl. Satz 3.13) kergrg)(Z + K) = {c:c € R},
d.h. dimkerc(rr)(Z + K) = 1. Auch der Operator K : L*(I',R) — L*(T',R) ist kompakt, es

gilt sogar (vgl. iibungsaufgabe (3.14)), dass K : L?(I', R) — Cﬁfé(l“, R) beschrinkt ist, woraus
auch
kerC(F,R) (I + ,C) = kerLz(nR) (I + IC)

folgt. Wir haben also einen Operator A = 7 + K € £(X,X) mit einem Banachraum X =
C(I',R) und einen Operator B € £(H,H) mit einem Hilbertraum H = L2(T,R), wobei das

innere Produkt in H durch (f,g) = / f(Q)g(¢) ds gegeben ist und wobei A = B|x gilt. Beide
r

Operatoren sind Fredholmoperatoren mit dem Fredholmindex x(A) = x(B) = 0, wobei kerx A =
kerg B gilt. Es folgt B* = A*|g+ und kery- B* = kerx~ A* . Fiir f € H = H* gilt

750060 = [ [ 1600000001461 £(@o) ol = [ | 16, )G ol () dc],
also (K*f)(¢) = / k(Co, C)f(Co) |dCo]| - Ist somit (¢ # 0 eine Losung von
I

(O = 7 [ Ko, Onlo) il =0, e,

so besitzt (3.15) genau dann eine Losung ¢ € C*(I',R) fiir f € C*(I',R), 0 < o < 3, falls

/ F(O)o(¢) ds =

gilt. Dabei ist fF o(¢) ds # 0, da andernfalls die Integralgleichung (3.15) fiir f = 1 eine Losung
 besitzen wiirde. D1e elndeutlge Losung von Au=0in Q_, uw = 1 auf I' ist aber u = 1, so
dass u(oo) = 0 in (3.13) verletzt wére.
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3.5 Die Tangentialableitung des Einfachschichtpotentials
Wir machen jetzt fiir eine Losung von (3.7),(3.8) den Ansatz (vgl. (3.9))

) = —m () = 5 [ O o)

Aus (3.8) und (2.4) folgt

f(Co) = =Im®*(¢o) = ~Im [‘P(CO) + @] =—Im®(¢), Cel,
also .
(To)G) = e T ol ds = (G, e (3.16)
Fiir die Funktion g(¢p,¢) = In|¢ — ¢o| = In\/(z — 20)2 + (y — yo)? gilt
_ (—Co
VQ(CO,g) - ‘C — CO‘Q )

so dass der Kern des Integraloperators in (3.16) bis auf den Faktor % gleich der Tangential-

ableitung (bzgl. der Kurve I') des Kerns In |[( — (o] des Einfachschichtpotentialoperators (vgl.
Abschnitt 4.2) ist. Der Operator 7 bildet die konstanten Funktionen auf Null ab, da bekanntlich

O(z)=1,dh. Im®(z) =0, gilt fir 2 € Q4 und p = 1.



Kapitel 4

Die Integralgleichungsmethode

4.1 Singularitdtenfunktionen

Fiir 2,y € RY, 2 = (21,...,24), y = (y1,...,yq) definieren wir das innere Produkt (z,y) und
den Betrag (Norm) |z| durch

d
vy) =Y apyr und o) = /(z,2) =
k=1

Ferner definieren wir fiir d =2 und d = 3

1
—2—ln\x—y\ d=2
T
s(z,y) = 11 i a (4.1)
dr o — y]
und erhalten
VSDC I ) d —
) = ey {47r d=3
Es folgt
0? 1 1 (z; — yj)?
_ - _ —d J J
5x?3(w’y) wd (!w—y!d |z — y|d+2
und somit
1 2
Aps(z,y) = —————07 —yl dz i—y)’ ] =0, z#y.

wqlz — y|d+?

Man nennt s(z,y) eine Singularititenfunktion oder Fundamentallésung fiir die Laplace-
Gleichung —Au = 0 in R¢. Fiir aj, B € N? sind auch

Zaaj,@ DY D) s(z,y)

35
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Singularitatenfunktionen fiir die Laplace-Gleichung. Fiir d > 3 kann man allgemein

(3)
(2)

setzen. Die Funktion % |z — y|?In|z — y| ist Singularititenfunktion fiir die biharmonische
Gleichung A%u = 0.

_ |2—d o
s(x,y):w mit wy =

(d —2)wq T

N[

[\GlisH

4.2 Das Einfachschichtpotential

Es seien Q@ = Q € R?, d = 2,3, cin Gebiet mit dem Rand 9Q = T' und s(z,y) die in 4.1
definierte Singularitdtenfunktion fiir —Awu = 0. Fiir eine L*-Funktion ¢ : I' — R heif}t

B(x) = / s(z,y)p(y)dT, (4.2)

Einfachschichtpotential mit der Belegung ¢(z). Ist d = 2, so ist dI'y in (4.2) das Differential
der Bogenlidnge bzgl. der Kurve I'. Im Fall d = 3 ist das Integral in (4.2) als Oberfldchenintegral
zweiter Art zu verstehen, d.h., ist ((¢1,t2), (t1,t2) € K, eine Parametrisierung der Fliche I'
(¢ : K° — R? injektiv, stetig differenzierbar mit det ¢'(t) = 2, t € K°), so ist

_ a¢(t)  od(t)
/FS(%y)w(y)dFy—/L(s(x,g(t))ap(g(t)‘ 5 B

Fiir jedes z € R?\ T sind die partiellen Ableitungen nach x von s(z,y) in einer Umgebung von
00 (x) B / 0s(z,y)
8.%']‘ N T 31‘j

d(ty,ta).

gleichméfig bzgl. y € I stetig, so dass
auf RO\ T .

o(y) Ty usw. usf. gilt, also A® =0

BEsseien D CR?, d=1,2,...,und f: D\ {xo} — R eine gegebene Funktion. Fiir jede Um-
gebung U von z° moge das Integral i) D\U f(x) dx existieren. Wir sagen, dass das uneigentliche
Integral [, f(z)dxz existiert, falls fiir eine beliebige Folge (Uy), =, von Umgebungen von 20,

die sich fiir n — oo auf 2° zusammenzieht, der Grenzwert lim f(z) dx existiert. Dieser
Grenzwert ist dann von der Wahl der Folge (U,,), =, unabhéngig und definiert den Wert des

Integrals / flx)dx.
D

d
Beispiel 4.1 Die Integrale / * R > 0, existieren als uneigentliche Integrale fiir A < d.

Kn@©) l2[*’

b
t)dt
Beispiel 4.2 Wir zeigen, dass die Funktion G : C — C, z — / |tSD( ) 0<pB <1,
L =

z|1=8"
—o0 < a<b< oo, firjedes p € L*((a,b),R) stetig ist.
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b
Ubungsaufgabe 4.3 Zeigen Sie, dass die Funktion F : C — C, z — / In|t — 2| o(t)dt
—o0 < a<b< oo, firjedes p € L*((a,b),R) stetig ist. ‘

Ubungsaufgabe 4.4 Es seien D = Kg(2°) = {2 = (21,22,0) e R®: |z —2®| < R}, 2% =
(29,29,0) und ¢ € L>®(D,R). Zeigen Sie, dass fiir 0 < a < 2 die Funktion

F:R —>R .%'!—>// yl’y2 ylayQ)
ly — x|

stetig ist.

Im Weiteren sei d =2 oder d = 3.

Satz 4.5 Das Einfachschichtpotential ist auf R? stetig. Fiir d = 3 gilt ®(c0) = 0. Fiir d = 2

gilt ®(00) = 0 genau dann, wenn / pdl =0 ist.
r

Fiir z € R\ " haben wir

1 T —y

V() =~ | g e dry, (4.3)

wq Jr lx —

® : R4\ T' — R ist sogar unendlich oft differenzierbar. Fiir 2 € I" existiert das Integral in (4.3)
i. Allg. aber nicht mehr im uneigentlichen Sinne. Wir definieren fiir z € T’

*(z
aa(y ) = ali}rgo (v(z), VO (z + av(x))) , (4.4)

falls diese Grenzwerte existieren, wobei v(z) die duflere Normale an I' im Punkt x bezeichnet.

Satz 4.6 Im Punkt z° € I' gelte | (v(2°),2° — y) | < c|2® — y|1*7 fiir ein 8 € (0,1] und fiir alle
y € I'. Ferner seien ¢ € L®(I') und ¢ in 2° stetig. Dann existieren die einseitigen Normalen-
ableitungen (4.4). Dabei gilt
09*(2%) 99~ (2Y) _ 0
o v Pl

und

CCO 1% CE —
W) ) L[ 0) i,

ov —yld

wobei das Integral im uneigentlichen Sinne existiert.

Es sei jetzt 7(2°) eine Tangentialrichtung an I' im Punkt 2° € ', d.h. 7(2°) L v(2°). Firz ¢ T
betrachten wir

(rtat), Vo) = - [ TERLZ0 o,
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Satz 4.7 Ist p(x) im Punkt z° hélderstetig, so gilt im Sinne nichttangentialer Grenzwerte

lim (7(z"), Vo(z /<T 2 —y) o(y)dry,

P —yl|
wobei das Integral im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes zu verstehen ist.

Definition des Cauchyschen Hauptwertes: fl‘ = lim._,g fF\{meRd:\x—mOKe} . Unter Verwendung

der Sitze 4.5 und 4.6 kann man fiir eine im Punkt 2° € T hélderstetige Belegung ¢ zeigen, dass
(wieder im Sinne nichttangentialer Grenzwerte)

Vot (2?) — Vo~ (2°) = p(a®)v(z)

und

Vot (20) + Vo (2°) = —3/ oy o(y) dD
wq Jr |20 —y[? Y

gilt, wobei das Integral wiederum als Cauchyscher Hauptwert erklért ist.

Wir schreiben T' € C*# | wenn T' kompakt, zusammenhiingend und doppelpunktfrei ist und
wenn fiir jedes z° € T" eine Umgebung U C I von 2V existiert, so dass U das Bild einer bijektiven
Abbildung ¢ : D — U mit einer offenen Menge D C R4 ist, so dass ¢’ holderstetig mit dem
Exponenten 3 ist (¢’ € CA(D,R(E-Dxd)),

Bemerkung 4.8 Es scien Tg C T und Ty € C*P sowie p € C#(I'g,R) NL>®(T,R). Ferner sei

U C R? eine offene Menge, die durch T' in zwei disjunkte Teilmengen Ut c QF zerlegt wird,
wobei T NU C Ty gelte. Dann sind V®* auf Uy stetig.

4.3 Die Dirichlet-RWA und das Einfachschichtpotential

Sind u,v € C?(Q,R) N C(Q), so folgt aus dem GauBschen Integralsatz die Greensche Formel

/ (Vu, V) dx = v Ou dr — / vAudz. (4.5)
Q v Q

Ist also Au =0 in Q, so folgt fiir v =u

/yvu\Qdm_/u—dr (4.6)

ou
[ G =0. (4.7)

und firv =1
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Neben den folgenden Dirichlet-Randwertaufgaben betrachten wir auch die entsprechenden
Neumann-Randwertaufgaben fiir Funktionen u € C?(2) N C*(Q):

(A)

(B)

(©)

(D)

(E)

Au=0 in Qp, wu=f auf T, (4.8)

Au=0 in Q, % =f auf T, (4.9)

Au=0 in Q_, wu=f auf I, (4.10)

Au=0 in Q_, Ou =f auf T, (4.11)
ov

Sind wuy,ug zwei Losungen von (4.8) bzw. (4.9) (Innenraumprobleme), so ist u = u; — ug
Losung von (4.8) bzw. (4.9) fir f = 0. Es folgt aus (4.6) Vu =0, also u = const . Im Fall
der Gleichung (4.8) folgt daraus u =0.

Sei jetzt u Losung von (4.10) bzw. (4.11) (AuBlenraumprobleme) mit f = 0. Fir R >
max {|z| : x € T'} setzen wir Qp = {x € Q_ : || < R} . Aus (4.6) und den Randbedingun-
gen in (4.10) bzw. (4.11) folgt (v auf dem duBeren Rand v von Qp nach aufien gerichtet)

/ ]Vu\de:—/u@dF—l—/u@dvz/u%dv.
Op r Ov 5 Ov 5 Ov

Setzen wir voraus, dass
(@) = O(al™) wnd [Vu(@) = O(al™) fir |a| — oo (412)
gilt, so folgt
/ |Vul|? de < / lu| | (v, Vu) |dy = O(R™Y).
Qr ol

Fiir R — oo erhalten wir [;, |Vu|?dz = 0 und somit unter Verwendung von u(co) = 0
(vgl. (4.12)) auch u=0.

Fiir das Einfachschichtpotential ®(x) zur Belegung ¢ € L®(T) gilt |®(z)| = O(|z|™1),
falls man im Fall d = 2 zusiitzlich [ ¢ dI’ = 0 voraussetzt (vgl. Beweis von Satz 4.5).

Setzen wir generell (auch im Fall d = 3) voraus, dass / @ dl’ = 0 ist, so folgt fiir |z| — oo
r

[ (5=t ) ety

1 / T —y —d
—a||e(y)| dl'y = O(|z|™).
wdlz|? Jr (1_%61 !

Die AuBlenraumaufgabe (4.10) besitzt hochstens eine Losung mit den Eigenschaften

lu(z)| = O0(1) und |Vu(z)| = O(|z|79). (4.13)

1

Vo) = —
wq
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(F) Ist u Losung von (4.9), so ist notwendigerweise [ f dI' = 0 wegen (4.7). Das gilt auch fiir
die AuBenraumaufgabe (4.11), falls |Vu(z)| = O(|z|~%) gilt.

Wir suchen nun eine Losung von (4.8) bzw. (4.10) in Form eines Einfachschichtpotentials
u(w) = (o) = [ s(a.p)ply)dr. (1.149)
r

wobei s(x,y) durch (4.1) gegeben ist. Nach Satz 4.5 ist ® auf R? stetig, so dass die Randbedin-
gung u = f auf I' zu der Integralgleichung

[ sewetwar, = ). wer. (4.15)

fithrt. Fiir das Weitere setzen wir voraus, dass die Vorausetzung | <u(x0), 20 — y> < |z —y|1*h,
y € ' von Satz 4.6 fiir alle 20 € T erfiillt ist.

Satz 4.9 Es gibt hichstens eine stetige Losung ¢ : I' — R der Integralgleichung (4.15), falls
man im Fall d = 2 zusitzlich [ dl =0 fordert.

Es sei ¢ € L>®(I") eine Losung der Integralgleichung (4.15) fiir d = 2, f € C(I') und den
Einheitskreis I' = {x ER?: |z| = 1} . Unter Verwendung der folgenden Ubungsaufgabe ergibt

[ 0= [ [ sty [ [ saao, -0

Ubungsaufgabe 4.10 Es seien d = 2 und 04 = {x eR?:|z| < 1} Man zeige, dass fir ¢ =1

qgilt
0 ox ey,
®(x) = i
—Injz| : ze€Q_.

D.h., ¢ =1 lost die Integralgleichung (4.15) im Fall f = 0.

Satz 4.11 Es seien f € CY(T") und d = 3. Dann besitzt die Integralgleichung (4.15) eine
Lésung ¢ € CA(T).

4.4 Ein Integraloperator mit logarithmischer Singularitéit
Wir betrachten das Randwertproblem im R?
Au=0 in Q=0 =R?\[-1,1], u=f auf (-1,1).

Suchen wir die Losung als Einfachschichtpotential, so erhalten wir die Integralgleichung

1
(e (2) = == [ mly—ale)dy=2/(@), -1<z<1.
T™J
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(A)

(B)

Ist p € LY(—=1,1) N CA([—1 + 8,1 — §) fiir jedes 6 € (0,1), so gilt

</<so>'<w>=1/1 oW g cger.

) y—=

Wir definieren
L To(x) : n=0,
s

pulz) = f
=Tu(xz) :+ n>0,

wobei T),(z) mit T, (coss) = cos(ns) das Tschebyscheff-Polynom ester Art und n-ten
Grades bezeichnet. Das System (py,), =, ist ein vollstéindiges Orthonormalsystem im Hil-

bertraum L2 der zum Tschebyscheff-Gewicht o(x) = (1— x2)7% iiber dem Intervall (—1,1)
quadratisch summierbaren Funktionen versehen mit dem Skalarprodukt

und der Norm |jul|, = \/(u,u), . Es gilt fir n =0,1,2,...

1M T(y)  dy

p.= — = U,_(z), —-l<z<1, 4.16
ppﬂ/_ly_m 0 n—1() T (4.16)
sin(n 4+ 1)s

sin s
n-ten Grades bezeichnet, U_1(z) = 0. Hieraus kann man die Beziehung

wobei U, (x) mit Uy(coss) = das Tschebyscheff-Polynom zweiter Art und

(In2)py : n=0,
Kopn = 1 (4.17)
Epn : n>0,

ableiten.

Der Operator

1 [t dy
Ko : L2 L2 ——/ 1 —. R
0 o bk, U T _1n’y ‘U,(y) 1_y2

ist linear und beschriinkt. Der Raum L2 ist isometrisch isomorph zu ¢? vermittels der

Abbildung J : L2 — 2, u — ((u,pn),), >

neo > Wobei

= {(sn),f"o 1 €C, ) Gl < oo} c G =D s Il = VIEE) -
n=0

n=0

Wegen (4.17) ist J 'KoJ gleich der Diagonalmatrix A = [ a;djx |
undozj:%,j>0.

o0 .
k=0 mit g = In2
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e Fiir s > 0 definiert man den Sobolev-Raum L?;S als den Teilraum

{w € L2 [[Yll7s = D (n+ D> (W, pa), [* < OO} :

n=0

Die Abbildung J : L?* — /2 ist isometrisch isomorph, wobei

0 = {5 €C:lglg =D (n+ 1%l < OO} :

n=0

Man sieht nun leicht, dass A : /2 — £§+1 und Ko = JAT 1 L2* — L2 lineare
und beschriankte Operatoren sind.

Wie kénnte man die Gleichung
Ko = g € L25H! (4.18)

numerisch approximativ 16sen? Wir betrachten dazu X,, = span{po,p1,...,Pn-1} ,
versuchen g durch g, € X, in L2*™ zu approximaieren, d.h. lim,_.s lgn — 9llysq1 =
0, und suchen ¥, € X,, mit

Kotn = gn - (4.19)

Wir wissen, dass dann

n—1

— 9n, PO

P =Ky lgn = %po + g k<gn’pk>gpk
k=1

gilt (beachte Ky : X,, — X,,). Es ist auflerdem

1
-1
[ =l < 165 lgzesr gzt l9n = lloers = g lom = ol -

Eine Moglichkeit der Wahl von g, wére die folgende:

(@) = g(@nk) (),
k=1

wobel x,; = cos %w, k=1,...,n, die Nulstellen von 7, (x) und

n
T — Tnk Tn(x)

€k$= Il L = s /{::1,...,77,,

" ( ) =1,k Tnj — Tnk (1‘ - wnk)t;z(xnk)

die entsprechenden Lagrangeschen Grundpolynome sind.
Lemma. Fiir g € L(Q,-’S7 5> % und 0 <t < s gilt

lgn = gll5, < constn'™* |lgll,, -

Ist also g € L% fiir ein s > 0, so gilt fiir die Losungen v und 1, der Gleichungen
(4.18) und (4.19)

o = ¥l gy < constn’™*[lgll, oy 0<t<s.
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o Zur Berechung der Néherung ¢, benétigt man die Fourierkoeffizienten (gy,p;), ,
7=0,1,...,n— 1. Dazgu verwenden wir die Gauf3-Tschebyscheff-Quadratur

1 n
™
| t@otde~EY" faw).
1 n
k=1
die fiir Polynome f(x) bis zum Grad 2n — 1 exakt ist, und erhaten
T n
TYnj ‘= <gn,pj>g = E Zg(xnk)pj(xnk) .
k=1

Es gilt also

Yno g(xnl)
Tn = : =Py :
Yn,n—1 g(xnn)
mit - )
]P)n = E [ p](xnk‘) j|?=0:kil = Dncn,
wobel
Dnzﬁdiag[l V2 o \/5]
n
und

n—1. n . _ n—1, n
_ . ) _ j(2k—1) .2
Cn = [ Tj(xnk) ]j Ok=1 — [ CcOS e e =01 = Cn

Die Matrix C2 ist die zweite diskrete Kosinustransformation, welche man mit einer
Komplexitéit von O(nlogn) auf eine Vektor der Linge n anwenden kann.

Ubungsaufgabe 4.12 Man berechne die Parameter A2 der Gauf-Tschebyscheff-Quadratur

1 n
| eI e~ Y Ak )
- k=1

km

zum Tschebyscheff-Gewicht zweiter Art, ynr = cos i

4.5 Die Neumann-RWA und das Einfachschichtpotential

Im Weiteren sei die Bedingung von Satz 4.6 fiir alle 2 € T erfiillt:
3B € (0,1] : | (w(x),z —y)| < const|z —y|*™? Va,yel. (4.20)

Machen wir fiir (4.9) bzw. (4.11) den Losungsansatz als Einfachschichtpotential ®(z) , so erhalten
wir

e im Fall der Innenraumaufgabe (4.9) die Integralgleichung

¢+ Kip=2f, (4.21)
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e im Fall der Aulenraumaufgabe (4.11) die Integralgleichung
¢ —Kip=-2f, (4.22)

wobei

(K1g) () = / k(2 p)p(y)dly, z€T,

' 2 (v(z) )
v(z),r—y

kj x, = -
oY) == T

Beachte: In Abschnitt 3.4 hatten wir (fiir d = 2) den Kern

1 (v(y),z—y)
T |z —yf?

zu verwenden.

Satz 4.13 Es sei (4.20) erfillt.

(a) Beide Integralgleichungen (4.21) und (4.22) haben hichstens eine Lisung ¢ € L*(T") mit
fl‘ pdl' =0.

(b) Der Operator Ky : C(I') — C(I") ist kompakt.

(c) Die Gleichung (4.21) bzw. (4.22) besitzt genau dann eine Losung ¢ € C(T'), wenn f € C(I)
der Bedingung / fdl' =0 geniigt.
r

4.6 Das Doppelschichtpotential

Allgemein definiert man den Dipolkern als

ds(z,y)

ij('Iay) =2 ayy

=2(v(y), Vys(z,y))
und das Doppelschichtpotential mit der Belegung ¢ : I' — R als

os(x,

@D(x):/%ap(y)dl“y, zeRI\T.
T Vy

Beispiel 4.14 Fiir € > 0 seien I'® = {x ER3:0< 2,29 <1, 23 = 5} und

P, — / 5(z,y) e (y) dT5,

©e(y1,y2,€) = ©(y1,2,0), y € I'°. Es folgt

1 1
Do(a(= /0 /0 s,y + ()l v, 0) dyndys . v(Y) =
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und somit

o(y)dl'y = ®p(x)

lim
e—+40 IS

O:le)=S0la) _ [ 0tz
r Ouy

mit T =T°. Deshalb nennt man ®p(x) Doppelschichtpotential.

—%h’l|$—y| : d:2,
S(.%',y): 1 1 . d

4m Jo—y]

Im Weiteren sei

also
2 (v(y)y—z) L [ (v(y),y—=)

kp(z,y) = —— , Ppx)=—— | —/————F0(y)dy.
)= el S S T
Aulerdem sei wieder folgende bedingung erfiillt:
INe (0,1] : [ (v(z),z —y)| < const |z —y[* Vaz,yel. (4.23)
e Wir betrachten die folgende Situation:

— 2 e, T =TI NUA(a"),
- Ie= {ﬁ(wl) = (x/,g(m’)) 12’ € Sg(xo)} , wobei

S.(z%) { Tangentenebene bzw. Tangente an I' in xo} .

Es gilt dann

, —Vg(z') ,
(i) V(x):ml ) ],xzﬂ(x)el“g,

(ii) |g(2')] < const 2" — 20" +* 2" € S,
(i) |(Vg(z'),2’ —2°) | < const |2’ — 20!t} 2’ € S..

Satz 4.15 Sei (4.23) erfillt. Dann ist

/\kp(x,y)]dfygconst VzeR?.
r

Folgerung 4.16 Ist (4.23) erfiillt, so existiert eine Konstante ¢ > 0 mit
n@)| < cllpl Yo L), Vo e R,

In Analogie zu Satz 3.5 kann man folgenden Satz beweisen.

Satz 4.17 Es sei (4.23) erfillt und k(x,y) besitze die Darstellung

U(z,y)
k(x,y)zm, ryel', z#y,
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wobei positive Konstanten cyj, j = 1,2,3, existieren mdgen, so dass |[((x,y)| < ceq, v,y €',
und

|z — 2]
|z — |

fiir alle x,y,2° € T mit |z — y| > co 3]z — 2°| gilt. Dann ist der Operator

[0(z,y) — (2", y)| < coo

K:CT)—C(I'), wvp+ /Fk(.,y)go(y) ary,
linear und beschrinkt.

Satz 4.18 Es seien (4.23) erfullt und
(op) (@) = [ h(e.pl)dr, . zet.

Dann gilt Kp € L(C(T),CNI)).

Folgerung 4.19 Unter der Vorausetzung (4.23) sind die Operatoren Kp : C(I') — C(I") und
Kp:C¥I') — CYI'), a € (0,\], kompakte Operatoren.

e Fiir 0 < |a| < ag, ap > 0 - hinreichend klein, und 2° € " definieren wir

U(a) = U(a,2°) = &p(a® + av(2?)).

Satz 4.20 Sind (4.23) fir x = 2" € T° erfillt und ¢ € L*°(T) in 2¥ stetig, so existieren die
Grenzwerte ¥(+£0), wobei

U(+0) — U(—0) = p(z°) und T(+0)+ ¥(-0) = (Ky) (z)
gilt.

e Sind 2° € T° und U.(2°) eine solche Umgebung, so dass I' diese Umgebung in die offenen
Mengen U (z°) und UZ (2°) zerlegt, so definieren wir

N dp(x) : 2 eUF@Y),
imy—+0Pp(zFav(z)) : zelNU(z).

Nach Satz 4.20 gilt dann

o) (2%) — @5 (2°) = —p(2), (4.24)
O (") + @5 (%) = (Ky) («°) (4.25)

bzw.
h(a%) = 75 0 + 5 (Kg) (22). (4.26)

Bemerkung 4.21 Sei (4.23) erfillt.
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(a) Sind 2° € T° und ¢ € C(I') , 80 sind % auf UF(2°) U (T NU(2%)) gleichmdpig stetig. Ist
I' geschlossen, so sind @li) : Q4 — R gleichmdf$ig stetig.
(b) Sind T' geschlossen und o € C*(T') fiir ein a € (0, )], so gilt 5 € C*(Q).
(c) Eine zu (b) analoge Aussage gilt auch fiir x° € T° und UF (z°) U (D' N U.(2°)) statt Q.
Beispiel 4.22 & p(x) ist fir ' = {(ml,xQ) ER?:—1<z1 <1, 29 = 0} und

nglgla
—-1<x <0,

o0 ={ 4

im Punkt 2 = © unstetig.

Folgerung 4.23 Sind Q4 und Q1_ das Innen- bzw. Auflengebiet zu I' und ¢ =1 auf I', so gilt

0 : 2z€Q_,
2ole) = 1 : z€Q2
- . Jr.

e Wir erkliren Vo(z) fiir z € T': Fiir a € [—¢,¢, € > 0 - hinreichend klein, 2° € T" setzen
wir p(z° + av(z?)) = ¢(2). Damit ist Vip(z?) fiir alle 2° € T erklirt. Offenbar gilt
Vi(2) L v(2%), d.h., Vi(z?) liegt in der Tangentialebene zum Punkt x° bzgl. T'. Fiir
p € (0,1] schreiben wir ¢ € CLH(T), falls Vo € CH(I',RY) erfiillt ist. Es gilt nun der
folgende Satz.

Satz 4.24 Es seien (4.23) erfiillt, T geschlossen und ¢ € CYM(T') fiir ein pu € (0,1]. Dann

besitzt der Gradient VO®p(z), x € Q4 , stetige Fortsetzungen V@f)(az) auf x € T'. Dabei gilt fiir
zel

Vo i(z) — V@, (z) = —V(z)

und

_ 2 v v(y),y—x -z
Vo) (z) + VO, (z):w—d/r[w_(yi'd—d( (y)|;_x|zlg ) o(y) dly

wobei das letzte Integral im Allg. ein hypersingulires Integral ist (vgl. Abschnitt 4.9). Die Nor-
malableitung des Doppelschichtpotentials ist beim Durchgang durch T' stetig, d.h.

0%p(z) _ 0%p()

81/ - ay 3 Xz G F
Dabei gilt
005 (x) 1 (v(y),v(z)) wiy),y — ) (y — z,v(z))
ov _w_d/p[ ly — |4 —d g — 2|02 ¢(y)dly, =zel.

Finige Bemerkungen zu Satz 4.24:
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(a) Nach Folgerung 4.23 ist fiir 2 € R?\ T' nahe bei T

1 v(y) vy —2)y—a)] _
o et <o,
so dass fiir solche x gilt

Vo) = = [ |G - a M E B o) - par,.

(b) Wegen |o(y) — ¢(z) — (V(x),y — ) | < const |y — x|+ folgt, dass das Integral in (4.27)
auch fiir x € I' als Cauchysches Hauptwertintegral existiert.

(c) Die Aussage zur Stetigkeit der Normalableitung kann wie folgt abgeschwicht werden: Wir
definieren

Y(a) == (Vep(z® + av(z?)),v(z")) , a€(—¢,e),
und setzen voraus, dass ¢ € L>°(T'), dass (4.23) erfiillt ist und dass 2 € T°. Ist ¢ in 2°
stetig und g = 1 oder gilt |o(z) — p(x°)| < const |z — 2°|* und A+ p > 1, so ist

Jim fi(a) — d(~a)] = 0.

4.7 Die Dirichlet-RWA und das Doppelschichtpotential

Fiir (4.8) und (4.10) machen wir den Losungsansatz u(x) = ® p(z) mit einer gesuchten Belegung
p:I'— R,
1 [ (vy)y—x) d
p(e) = —— [ YILY 2 oyar,, zeRI\T.
( ) wq Jr ‘y-l"d ( ) Y \

Man erhélt die Integralgleichungen

o~ Kpp = —2f (4.28)
fiir die Innenraumaufgabe (4.8) und

ot Kpp = 2f (4.20)
fiir die AuBlenraumaufgabe (4.10).

Satz 4.25 Es seien (4.23) fir ein A > L1 erfillt, T = 9Q = 0Q4 und f € L*®(T'). Dann
hat die Integralgleichung (4.28) hichstens eine Lisung ¢ € L°(T"). Zwei Lisungen von (4.29)
unterscheiden sich nur durch eine additive Konstante.

Wir modifizieren die Gleichung (4.29):

v+ Kpp=2f+a, /godF:b. (4.30)
r

Dabei sind neben f auch b € R gegeben und neben ¢ auch a € R gesucht.

Satz 4.26 Es seien (4.23) erfillt und f € C(I'). Dann besitzen (4.28) und (4.30) eine eindeu-
tige Losung ¢ € C(T') bzw. (p,a) € C(T') x R. Ist f € CH(T) fiir ein p € (0,A], so gilt auch
p e CHT).
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4.8 Die Neumann-RWA und das Doppelschichtpotential

Fiir eine in © = Q4 harmonische Funktion u(x) gilt die Darstellungsformel (I" = 02)

_ L0 1 [y -2) .
u(z) = o /F (z,y) ED dr, + oa ) y—al (y)dry, €N. (4.31)

Wir definieren deshalb fiir die gegebenen Neumann-Daten f : I' — R und die unbekannten
Dirichlet-Daten u : I' — R

@(m):wid Fs(x,y)ag—(yy)df‘y—kwid F%u(g)dry =: ®p(z) — Pp(x), z€Q.

Fiir das Innenraumproblem (4.9) erhélt man damit die Integralgleichung
u+ Kpu=20g. (4.32)

Ubungsaufgabe 4.27 Zeigen Sie, dass das Neumann-Problem fir den Aufenraum (4.11) zu

der Integralgleichung
u—Kpu=-20p (4.33)

fir die unbekannten Dirichlet-Werte von u fiihrt.

Wir betrachten nochmal die Dirichlet-Aufgabe (4.8) fiir den Innenraum. Aus der Darstellungs-
formel (4.31) folgt

u(z) = — / s@y)el) dly + fa), ze,,
Wqa Jr
mit p(z) = 825_(53), zeT,und f(z) = wid/r%f(y) dry . Es folgt
fd [ s )e) dT, = gla) = £() + (Kpf) (). weT

(vel. (4.15)).

4.9 Hypersingulire Integrale

Fiir —oo < a < b < 0o definieren wir das Finite-Part-Integral oder hypersingulére Integral

b b — oz b

falls das Hauptwertintegral auf der rechten Seite existiert. Dabei ist

¢ /b dy 1 1
'p'a(y—x)Q_x—b r—a’

Folgende Eigenschfaten dieses Begriffes lassen sich ableiten:
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e Fiir p € Ch%a, b] gilt

o [t am[([[) g2 e

und

f.p. /b (90& dy = pla) go(bl . ./b 7 () dy, =€ (a,b). (4.34)

y—x)? a—x b-—
e Aus Formel (4.34) erhalten wir (vgl. auch Abschn. 4.4)

f.p. /1 Un(y) VL —y? dy=—(n+1)p.p. /11 Tun(y) _ dy =—7m(n+ 1)U, (x),

1 (y—ao)? y—x /1 -2

€ (—1,1). Definieren wir also

I V1—192
() ) =~ .2 [ YOV <,
) (y—z)
so ist H auf dem vollstéindigen Orthonormalsystem (pn) *o mit p (z \/7 Un(x) in L?a ,

o(x) = /1 — 22, wohldefiniert. H lisst sich eindeutig zu einem hnearen und beschrankten
Operator H : Li’SH,L?;S, s > 0, fortsetzen, wobei HHHL%SJAHL%S =1 gilt.

e Der Operator D der verallgemeinerten Differentiation ist ein Element von £(L& Lzt Li’s,
s > 0. Dabei gilt

o0
Du=Y (n+1){u,pf), 5, uwel'.
n=0
Ferner sit

_ T 2,5+1 2,5+1 2.5
H=DS: L — Ly — L7,

wobei Li:g = {u eL>®: (u,pg), = 0} und

I d
(Su)(x):p.p.—/ uy) y, -l<z<1.
m) 1 y—=x
Im Fall a = —oc0, b = 0o definieren wir
00 A
fp/ dy—hmAB—>oofp/ %dy, zeR.
oo( 7B(y_x)

Fir f € Cloc( ) NBC(R) gilt dann

o0 T o0 / d
f'p'/_ (yf(y 5 dy = p.p. / f((yy) 3{)(2 ) =D.p. /_OO fy(@i) xy , x€eR,

und

> d & d
f.p./ y‘fﬂd = - DP-P. 1) y’ rEeR,

—$)2 Y —0 Y=

falls das Cauchysche Hauptwertintegral fiir wenigstens ein x € R existiert.

—oo (
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