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Kapitel 1

Einiges aus der Funktionentheorie

1.1 Holomorphe und harmonische Funktionen

Mit C bezeichnen wir die Menge der komplexen Zahlen und mit G C C eine offene Teilmenge.
Eine Funktion f : G — C heifit im Punkt zg € G komplex differenzierbar, wenn der

Grenzwert
() = f(z0)

Z—20 zZ— 20

=: f'(20)

existiert und endlich ist. Die Funktion f nennt man in G holomorph (bzw. analytisch), wenn
sie in jedem Punkt zg € G komplex differenzierbar ist. Sie heiffit im Punkt zg € G holomorph
(bzw. analytisch), wenn sie in einer Umgebung U.(z9) = {z € C: |z — 29| < e} C G (fiir ein
e > 0) des Punktes zy holomorph ist.

oo
Satz 1.1 Hat die Potenzreihe Zan(z — 29)" mit gegebenen a, € C den Konvergenzradius
n=0

r >0, so ist die Funktion f :U,(z0) — C mit f(z) := Z an(z — 20)" holomorph, und es gilt
n=0

f/(Z) = Znan(«z - ZO)nil Vz € UT(ZO) .
n=1

Satz 1.2 Ist die Funktion f: G — C im Punkt zg € G holomorph, so lisst sie sich in diesem
Punkt in eine Potenzreihe entwickeln, d.h. es existiert ein r > 0, so dass

f(z) = Z en(z — 20)", Vz € Ur(20) (1.1)
n=0

F™ (2)
n!

mit eindeutig bestimmten ¢, € C, n=20,1,2,... , ndmlich ¢, = , gilt.
Jede Funktion f : G — C kénnen wir als Abbildung f : G — R? betrachten und auBerdem in
der Form

f(z)=u(z,y) +iv(z,y) mit z=z+iyed

schreiben, wobei u, v : G — R reellwertige Funktionen auf G C R? sind und wir die komplexe
Zahlenebene C mit dem zweidimensionalen euklidischen Raum R? identifizieren.
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Satz 1.3 Die Funktion f : G — C ist genau dann holomorph, wenn f : G — R? (reell)
differenzierbar ist und Real- sowie Imagindrteil von f auf G den Cauchy-Riemann’schen Diffe-
rentialgleichungen

ou Ov ov ou
a_x_ﬁ_y und %——a—y (1.2)

gentigen.

Es zeigt sich, dass jede holomorphe Funktion automatisch unendlich oft differenzierbar ist (vgl.
Satz 1.2). Aus den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen (1.2) folgt dann, dass sowohl
Real- als auch Imaginérteil von f harmonische Funktionen sind, d.h. es gilt

Upg + Uyy =0 und vy +vyy =0 auf G. (1.3)

Ist umgekehrt v : G — R eine harmonische Funktion, d.h. sie ist mindestens zweimal stetig
differenzierbar und geniigt auf G der ersten der beiden Gleichungen (1.3), so existiert eine bis
auf eine (reelle) Konstante eindeutig bestimmte (harmonische) Funktion v : G — R, so dass
f=u+1iv: G — C holomorph ist. Die Funktion v heifit zu u konjugiert harmonisch.

Beispiel 1.4 Die Funktion u : R?\ {0} — R, (x,y) + In /22 + y? ist harmonisch. Da die
Funktion f(z) =In|z| +ip (mit z = |z]€?, -1 < ¢ < 7) in C\ (—00,0] bekanntlich holomorph
ist (mit f'(z) = 271, miisste die zu u konjugiert harmonische Funktion v(z,y) bis auf eine
additive reelle Konstante gleich v(x,y) = v(z) = ¢ sein. Diese Funktion lisst sich aber nicht auf
R2\ {0} stetig fortsetzen, so dass u auf R%\ {0} keine konjugiert harmonische Funktion besitzt.

1.2 Cauchy’scher Integralsatz

Auch hier sei G C C eine offene Teilmenge der komplexen Zahlen. Unter einem Weg v in
G verstehen wir eine stetige Abbildung 7 : [a,b] — G des Intervalls [a,b] C R. Der Weg ~
heiftstiickweise glatt, wenn die Abbildung v : [a,b] — G stiickweise stetig differenzierbar ist
und mit eventueller Ausnahme héchstens endlich vieler Punkte |7/(t)| # 0, ¢ € [a,b], gilt. Fiir
einen stiickweise glatten Weg ~ : [a,b] — G nennt man I' := {y(¢) : t € [a,b]} eine stiickweise
glatte Kurve. Diese Kurve heifit doppelpunktfrei, wenn v : [a,b) — G injektiv ist, und
geschlossen, falls y(a) = ~(b) gilt.

Es seien nun I' = {7(¢) : t € [a,b]} C C eine stiickweise glatte Kurve und f : I' — C eine
stetige Funktion. Dann ist das Kurvenintegral von f entlang des Weges v bzw. entlang der Kurve
I" definiert durch

[ = [ reras = | )@ dt.

Wir formulieren den Cauchy’schen Integralsatz fiir die folgende Situation: Es seien I';, j =
0,1,...,m, stiickweise glatte, doppelpunktfreie und geschlossene Kurven (m = 0 ist zugelassen),
wobei die Kurve I'g so orientiert ist, dass das von ihr begrenzte und beschrinkte Gebiet links liegt,
bei den restlichen Kurven dagegen rechts. Die einzelnen Kurven mégen sich nicht iiberschneiden
und die Kurven I'y, ..., I, mogen innerhalb von I'g liegen, aber kein I'; innerhalb einer anderen
Kurve I'y, k =1,...,m. Die Abbildung 1.1 zeigt eine mogliche Situation im Fall m = 2.
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—

Abbildung 1.1

Das Gebiet, welches links von allen Kurven I';, 7 = 0,1,...,m, liegt, bezeichnen wir mit Q. ,
die Vereinigung I'oUT'; U... UT,, aller Kurven mit I" und C\ (Q4 UT") mit Q_ . Ferner sei

/Ff(z)dz = g]/l“j f(z)dz.

Satz 1.5 (Cauchy’scher Integralsatz, Cauchy’sche Integralformel) Seien f:Q, — C
holomorph und f : Qy UL — C stetig. Dann gilt

/Ff(z) dz =0

1 &dzz{f(a) DacQy,

27mi Jr z —a 0 : a€Q_.

und

Fiir die Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung (1.1) einer in zy analytischen Funktion
ergibt sich die Cauchy’sche Koeffizientenformel

1 f(z)dz

Cn = =)

- — n:0,1,2,...,
27i AU, (

20)
wobei 0 < p < r. Der Kreis 0U,(29) = {z € C: |z — 29| = p} ist dabei als mathematisch positiv
orientiert zu betrachten.

Eine auf ganz C holomorphe Funktion nennt man ganze Funktion.
Satz 1.6 (Liouville) Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Der folgende Satz stellt eine Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes dar.

Satz 1.7 (Morera) Ist die Funktion f : G — C stetig und gilt fiir jede in G liegende Drei-
ecksfliche mit dem Rand I' C G
/ f(z)dz=0,
r

Satz 1.8 (Schwarz’sches Spiegelungsprinzip) FEs seien G C {z€ C:Imz > 0}, [a,b] =
G NR (siehe Abbildung 1.2), f : G U (a,b) — C stetig, f : G — C holomorph und f(x) € R
Va € (a,b). Dann ist

so ist f holomorph in G .

f(z) : Imz>0,
fe)=9 ___
fZ) : Imz<0,

auf G := GU (a,b) U{z € C: %z € G} holomorph.
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a b x

Abbildung 1.2

1.3 Identitéitssatz, Gebietstreue, Maximumprinzip

Unter einem Gebiet verstehen wir ein offene und zusammenhéngende Menge G C C.

Satz 1.9 (Identititssatz) Sind f und g zwei auf dem Gebiet G C C holomorphe Funktionen,
die auf einer Teilmenge von G, die wenigstens einen Hdufungspunkt in G besitzt, ibereinstim-
men, so sind f und g auf dem gesamten Gebiet G identisch.

Satz 1.10 (Gebietstreue) Ist f : G — C auf dem Gebiet G holomorph und nicht konstant,
so ist auch f(G):={f(z): z € G} ein Gebiet.

Satz 1.11 (Maximumprinzip) Ist f auf dem Gebiet G holomorph und nicht konstant, so
ezistiert kein Punkt zo € G mit der Eigenschaft

[f () < |f(z0)] Vz€G.

Ist also zusdtzich f : G — C stetig, so kann |f(2)| nur auf dem Rand von G sein Mazimum
annehmen.

Satz 1.12 (Schwarz’sches Lemma) Es seien f : Ui (0) — Ui(0) holomorph und f(0) = 0.
Dann gilt |f'(0)] <1 und |f(2)] < |z| fiir alle z € Uy(0). Exzisiert ein zy € U1(0) \ {0} mat der
FEigenschaft | f(z0)| = |20| oder ist |f'(0)| = 1, so ist f einfach eine Drehung um einen Winkel
0 € R, d.h. es gilt f(z) =€z fiir alle z € Uy (0).

1.4 Laurentreihenentwicklung, Residuensatz, Argumentprinzip
Ist fin Ur(20) \ {20} holomorph, so heifit z( isolierte Singularitét von f. Fiir 0 <r < R und
zp € C bezeichnen wir mit K, r(z9) den Kreisring K, r(z0) :={2 € C:r < |z — z| < R} .
Satz 1.13 (Laurentreihenentwicklung) Ist f im Kreisring K, r(z0) holomorph, so ist

o0 —00

f(z) = Z cn(z —20)" = Z en(z — 20)" + ch(z — )" (1.4)

n=-—00 n=-—1 n=0

fir alle z € K, p(20), wobei fiir jedes p mitr < p < R

1
cnz—./ G g 04142,
27 Jou,(z0) (2 — 20)

gilt.
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Sind zj eine isolierte Singularitdt von f und (1.4) die Laurentreihenentwicklung von f in einer

punktierten Kreisscheibe Ko r(2p), so nennt man den Koeflizienten ¢ = e f(z)dz
m UP(ZO)
Residuum der Funktion f im Punkt 2o, c_; =:res,, f .

Satz 1.14 (Residuensatz) Es seien f in dem einfach zusammenhingenden Gebiet G mit Aus-
nahme endlich vieler isolierter Singularitdten holomorph, I' C G eine doppelpunktfreie, stiick-
weise glatte, geschlossene Kurve, auf der keine Singularitit von f liegt und innerhalb derer (auf
der linken Seite von T', Orientierung beachten) die isolierten Singularititen zi,...,zy von f

liegen. Dann gilt
f(z)dz = 27i res,, f.
[ ) > ress,

Die isolierte Singularitit zy von f heift Pol der Ordnung k von f (k > 0), wenn in (1.4)
c_ # 0 und ¢, = 0 fiir alle n < —k gilt. Ist f : G — C bis auf Pole holomorph, so heift f in
G meromorph.

Satz 1.15 (Argumentprinzip) Es seien f in dem einfach zusammenhdingenden Gebiet G me-
romorph und I' C G eine doppelpunktfreie, stiickweise glatte, geschlossene Kurve, auf der keine
Nullstellen und Pole von f liegen und die so orientiert ist, dass das von ihr begrenzte und be-
schrinkte Gebiet links liegt. Ferner seien N und P die (entsprechend der Ordnung) Anzahlen
der Nullstellen und Polstellen von f innerhalb von I'. Dann gilt

1P
271 Jr f(2)

dz=N-—-P.

1.5 Konforme Abbildungen

Es sei G C C ein Gebiet. Eine Abbildung f : G — C heifit (lokal) konform im Punkt zy € G,
falls f in 29 holomorph mit f’(zg) # 0 ist. Ist f in jedem Punkt z € G lokal konform, so nennen
wir f konform im Gebiet G.

Satz 1.16 (Riemannscher Abbildungssatz) Es seien G und G* einfach zusammenhdingen-
de, echte Teilgebiete von C. Dann gibt es eine konforme Abbildung f : G — G*, die auferdem
bijektiv ist.

Satz 1.17 (Rénderzuordnung) Die Rinder der Gebiete G und G* seien einfache (d.h. dop-
pelpunktfreie) geschlossene stetige (d.h. durch einen Weg gegebene) Kurven, und f : G — G* sei
konform und bijektiv. Dann ist f auf G stetig fortsetzbar, und f : G — G* ist bijektiv.
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Kapitel 2

Randwerte Cauchy’scher Integrale

Nach dem Cauchyschen Integralsatz 1.5 gilt fiir ein einfach zusammenhéngendes Gebiet 2 C C
mit stiickweise glattem Rand 02 und fiir eine stetige Funktion f : & — C, die auf €2 holomorph

ist
1 F(O) dc — fz) + z€Q.
0 : z&Q.

Allgemeiner betrachten wir jetzt fiir eine absolut integrierbare Funktion ¢ : ' — C, d.h.

b
/ 0(Q)]|dz] = / o(1(0))| (1) dt < oo, dic Funktion
T a

o(2) :—i/ﬂdg, 2T,

_27Ti FC—Z

wobei I' eine doppelpunktfreie und stiickweise glatte Kurve ist.

O(2) =

T2 Jpa C— 2

1 d
Beispiel 2.1 Wir berechnen ®(z) = —/ ¢ fir ' = [a,b] C R und erhalten fiir Imzy >0

S
(vgl. Abbildung 2.1)

1
q)(ZO) = % hl

sowie fiir Imzy < 0 (vgl. Abbildung 2.2)

1
®(z9) = —1In

27l

b— zp +50—010

2T

a — 2y

b— 2z +Oéo—ﬁo‘

2

a — 20
Fiir ¢y € (a,b) und z — (o, Im z > 0 folgt also

1 b—¢ 1
) — gl _CZ +35 =127 (G)

und fiir z — (o, Imz <0

b—¢G 1 _
o — =0 (G).
(2) — 5=In a2 (Co)
20
a a
= Bo
Bo
Qg
a b 20
Abbildung 2.1 Abbildung 2.2

13
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Satz 2.2 Ist ¢ : I' — C auf der stickweise glatten Kurve I' C C absolut integrierbar, so ist die
oben definierte Funktion ®(z) auf C\T' holomorph.

Bemerkung 2.3 Im Full einer beschrinkten Kurve I' ist ®(z) auch in z = oo holomorph mit
P(00) =0.

Ubungsaufgabe 2.4 Man gebe fiir Ry > 1 das Bild der Kreisscheibe Ug (%) mit R = w

bei der Abbildung f(z) = z=b an, wobei a,b € C, a#b.
z—a

Die Uberlegungen aus Beispiel 2.1 lassen sich auf eine beliebige Strecke
=[a,b] ={a+t(b—a):te[0,1]} cC

und ebenso auf eine beschrinkte, offene, doppelpunktfreie Kurve I' C C mit Anfangspunkt a und
Endpunkt b ausdehnen. Die Abbildung f(z) = b bildet dabei I' auf einen (i.a. krummlinigen)
z—a

Strahl f(I') von oo nach 0 ab. Das Aufiere einer Kreisscheibe, die ' enthilt und symmetrisch zur
Strecke [a, b] liegt, wird dabei auf das Innere eines Kreises abgebildet, der in der rechten Halb-
ebene und symmetrisch zur reellen Achse liegt. Unter In : C\ f(I") wollen wir den holomorphen
Zweig des natiirlichen Logarithmus verstehen, der innerhalb dieses Kreises mit dem Hauptzweig
des Logarithmus zusammenfillt. Wir erhalten dann

z—b
: = r 2.1
2771/( 2771 z—a vzeC (2.1)

und

()~ () =1 VY(el. (2.2)
Dabei bezeichnet ®*((y) den Grenzwert von ®(z) fiir z — (p und z links/rechts von Gamma .
Im Fall einer geschlossenen Kurve gilt wegen der Cauchyschen Integralformel

1 : Z€Q+,
F(z) =
0 : z2€Q_,

und somit ebenfalls (2.2).

Fiir das Weitere nehmen wir an, dass I' eine glatte, doppelpunktfreie Kurve ist, die in einer
Umgebung eines jeden Punktes (y € I'° eine Parametrisierung nach der Bogenlidnge gestattet,
fiir die

[v(s1) = v(s2)| < [s1 = s2| < er|y(s1) —7(s2)] (A)

mit einer Konstanten c; gilt. Dabei verstehen wir unter I'° die Kurve I" ohne die Endpunkte (im
Fall einer nicht geschlossenen Kurve). Ferner sei ¢ : I' — C absolut integrierbar und mit evtl.
Ausnahme von Anfangs- und Endpunkt der Kurve I' lokal holderstetig, d.h., fiir jedes (o € I'°
existieren ein § > 0, ein A € (0, 1] und ein ¢y > 0 mit

() — 0(Co)| < ol — G V¢ eTNUs(Co).

Wir definieren ®((p) auch fiir (; € I'° unter Verwendung des Cauchyschen Hauptwertes

D) — ©(C) d o 1 ©(Q) d e
(&) /F ¢:= lim /r\UE@O) Hlac, e

¢—Co e—=+0 —Co
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Mit 'y C C bezeichnen wir eine glatte Kurve von (g nach oo, die rechts von I' liegt und senkrecht
auf I" steht. Ist nun In(z —(p) ein fiir z € C\T'y holomorpher Zweig des natiirlichen Logarithmus,
so gilt

1 : L[ o) — ()
o = —[In(b— —In(a — — | ————>2d( Vv re 2.3
(€)= gz = o) = Iala— &) + mile(@o) + 5 [ ES=2Dhac wgere, (23)
wobei das Integral auf der rechten Seite zumindest im uneigentlichen Sinne existiert. Im Fall
einer geschlossenen Kurve I' verschwinden die In-Terme in (2.3).

Satz 2.5 Sind I' eine glatte, doppelpunktfreie Kurve und ¢ : I' — C absolut integrierbar und
lokal holderstetig, so besitzt

@(z):ﬁ/%dg, 2 €C\T,

in allen Punkten (o € T'° nichttangentiale Grenzwerte ®*((y) , wobei die Formeln von Sochozki-
Plemelj

% (Go) = 5 9(Go) + 2(G) (24)
giltig sind.

Nichttangentialer Grenzwert bedeutet dabei, dass z lediglich innerhalb eines Doppelsektors
W (Co,w) mit 0 < w < 5 gegen (o strebt, und zwar links von I fiir ®*((p) und rechts von I fiir
®~((p). Unter W ({y,w) verstehen wir dabei die Menge der z € C\ {(p} , fiir die der Winkel
zwischen z — {y und der Geraden durch (y, die senkrecht auf I' steht, betragsmifig kleiner als
w ist.

Im Weiteren sei I' glatt, doppelpunktfrei und beschrénkt. Fiir a € (0, 1] verstehen wir unter
C*(T") den Banachraum der zum Exponenten a holderstetigen Funktionen f : ' — C mit der

Norm

/(&) — f(&)]
G — Gl
wobel || f|l, = sup{|f({)|: ¢ € '} zu setzen ist. Wir betrachten nun das folgende Randwertpro-

blem: Gegeben sei eine Funktion ¢ € C*(I") und gesucht eine holomorphe Funktion F' : C\I' —
C, so dass

\WMZWMﬁﬂm{ :@@eﬂ@#@}

F(oo) =0 und F7(¢)—F () =(() V(eI (2.5)

gilt. Wir nennen eine Funktion F(z) stiickweise holomorph bzgl. I', wenn F': C\I' — C
holomorph ist, F'in {y € I' \ I'y; von links und von rechts stetig ist und fiir jedes zy € I's ein
B € (0,1), ein € > 0 und ein ¢ > 0 existieren, so dass

|F(z) Vze (C\T)NU:(20)

’SL
|z — 2P

gilt. Dabei sei I'y = I's(F') eine endliche Menge von Punkten der Kurve I". Die Menge aller bzgl.
I" stiickweise holomorphen Funktionen bezeichnen wir mit H(T').

Ubungsaufgabe 2.6 Man zeige: Sind F € H(T') und F+(¢) — F~(¢() =0V ( €Ty, so ist F(z)
eine ganze Funktion.
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Im Weiteren seien

@(z)zi/mdgfﬁrzé(:\r und @(go):v.p.%ﬂA%dgfﬁrgoer°.

27 FC—Z

Der folgende Satz verschirft die Aussagen des Satzes 2.5 unter der Voraussetzung, dass ¢ €
C*(T) gilt.

Satz 2.7 Es seien ¢ € C*(I'). Dann ist (z) stickweise holomorph bzgl. T, wobei I's(®) C T'\I'®

gilt. Auperdem ist ® € C§(I') mit

a : ae(0,1),
ag = VeE(O,l),
1—e : a=1,

auf jedem abgeschlossenen Teilbogen T wvon T°.

Ubungsaufgabe 2.8 Man zeige, dass unter den Voraussetzungen von Satz 2.7 und ¢(¢) = 0,
CeT\I* gilt ® € C*(I).

Im Weiteren verstehen wir das Randwertproblem (2.5) in dem Sinne, dass wir ein F' € H(I")
suchen, welches den Bedingungen (2.5) geniigt.

Folgerung 2.9 Das Randwertproblem (2.5) ist eindeutig losbar, wobei F'(z) = ®(z) gilt.

Folgerung 2.10 Es seien ¢ € C*(I") und I' geschlossen. Dann sind die Funktionswerte ¢((),
¢ €I, genau dann die Randwerte einer in Q4 (das von I' berandete beschrinkte Gebiet) holo-
morphen Funktion, wenn

/@(C)C"dCZO Vn=0,1,2,...
I

gilt.

Folgerung 2.11 Unter den Voraussetzungen der Folgerung 2.10 sind ¢(¢), ¢ € ', genau dann
die Randwerte einer in 4 holomorphen Funktion, wenn

e . o)

gilt.
Folgerung 2.12 Es seien die Voraussetzungen von Folgerung 2.10 erfillt. Die Werte ¢((),

¢ €T, sind genau dann die Randwerte einer in Q_ := (C\ Q) U {co} holomorphen Funktion,
wenn

P -
/chdczconst VzeQy

gilt.



Kapitel 3

Randwertprobleme der
Funktionentheorie

3.1 Das Hilbertsche Randwertproblem

Es seien I eine geschlossene (und damit beschrinkte), doppelpunktfreie, glatte Kurve und a, b €
C*(T") zwei gegebene Funktionen mit a(¢) # 0 V¢ € T'. Mit Q4 bezeichnen wir das von T
berandete beschrénkte Gebiet, Q_ = C\ (24 UT"). Gesucht sind zwei holomorphe Funktionen
ff:9, — Cund f~:Q_U{oo} — C, die auf Q, bzw. Q_ stetig sind und der Bedingung

FQ)=alQf () +b(¢) Veerl (3.1)

geniigen. Die Zahl

1

w(@) = 5-lrga(Qlr = 5-Ima(Qlr

der (stetige) Argumentzuwachs der Funktionswerte a({) bei einem Durchlauf der Kurve I, ist
wegen a(¢) # 0 auf I' wohldefiniert und heifit Index der Funktion a(¢). Das zu (3.1) gehorige
homogene Problem lautet

F Q) =alQf"(¢) v(erl. (3-2)
O.E.d.A. nehmen wir fiir das Weitere an, dass 0 € Q. gilt.
(I) Sei k(a) =0, d.h. Ina(() ist eine Funktion der Klasse C*(I') . Wir setzen

i _i Ina(Q)
F (Z)_27Ti r ¢(—=z

¢, ze€ Q4 (3.3)

und

FEE) =40 ey,

mit einer beliebigen Konstanten A € C. Mit F({p), (o € I', bezeichnen wir den Cauchy-
schen Hauptwert des Integrals in (2.3). Aus den Formeln von Sochozki-Plemelj (2.4) folgt

FH(Q) = +5ma(Q) + F(Q), CeT,

also

f:t(C) _ Ae:l:%lna(()e—F(C) 7

17
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so dass a(Q)fT(¢) = D) = £7(¢), d.h., [f(2), fT(2)] geniigt (3.2). Es seien

+
[f{ (2), fi ()] eine weitere Losung von (3.2) und g*(2) = j:ligi; . Dann folgt fiir ( € T’

d.h.

g(z):{g+(z) Doz EeQL
g (2) : z€0_

ist holomorph in C U {oo} . Es folgt ff(2) = Agf*(2) mit einer Konstanten Ay € C. Die
Losungsmenge des homogenen Problems ist also im Fall x(a) = 0 gleich
{[Af7(2), Af*(2)] : A€ T},
wobei f*(z) in (3.3) definiert ist.
(IT) Sei jetzt k(a) = —n (n € N = {1,2,...}). Fiir a1(¢) = ("a(¢) gilt dann k(ay) = 0. Wir

suchen f*(2) in der Form f*(z) = fif(2)ff(2) mit f7(¢) = a1(¢)f;7(¢), ¢ € Q. Wiihlen
wir (vgl. (I)

FE) =T, R = o [ g,

2mi
so erhalten wir aus (3.2) fiir f(2) die Bedingung

_ Q) _ alO)f Q)

o _ R
f2(© IRGERGING) TR, (el

Somit muss

g(z)::{ ) s ze0y

2"f(2)2 : z€0_
in C holomorph sein mit einer Polstelle in co der Ordnung < n. Wir erhalten
a a
£ (2) —ap+2"+a12" '+ ... +a, und fa :(IO‘F?I‘F---‘FZ—Z
mit beliebigen Konstanten a € C.

(I1T) Sei k(a) =n € N. Wir setzen a1(¢) = ¢ "a(¢) und wihlen fi(z) wie in (II). Dann folgt
aus (3.2) die Bedingung f, (¢) = ¢"f; (¢) . Somit ist

fo(z) + z€Q_
h(z) =
=) {z"f;(z) Doz €eQy

ist holomorph in CU{o0}, also konstant. Da h(0) = 0 ist, folgt h(z) =0, d.h. (3.2) besitzt
im Fall x(a) > 0 nur die nichttriviale Losung.

Satz 3.1 Flir k(a) = —n < 0 besitzt das Problem (3.2) n + 1 linear unabhingige Lisungen
[f~(2), fT(2)], die man in der Form [z~ *G~(2),2*G*(2)], k=0,1,...,n, mit
+ — 7Fi(z) F:I: — L/ ln[("a(()] 0
G (Z) € ! ’ 1(2) 27 T C_Z dC? ASRYES

schreiben kann. Im Fall k(a) > 0 besitzt (3.2) nur die triviale Lisung.
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Im folgenden suchen wir eine spezielle Losung fiir das inhomogene Problem (3.1).

(Iv)

Sei k(a) = —n < 0. Wir suchen eine Losung in der Form f*(2) = fZ(2)ff(z), wobei
wieder f{(z) = e P sei, d.h.

A =a(Qf () mit ar(¢) = ¢"al().
Aus der Bedingung (3.1) folgt dann

QO Q) = alQ)f (O f3 (€) +b(C)
= a1(Q)fi (O£ (€) +b(0)
= f1 Q¢ (Q) +0(¢),

also
— — —n £+ b(C)
f2(€) O+ IRG
= MO+ Op(Q).
) 1 [ b(Q)e @ . . .
Fir Fy(2) = —55 Cizdg, z € C\T gilt nach den Formeln von Sochozki-Plemel;
F —
(2.4)

Ff(Q) = Fy (O ==b(Qe™ 1, CeT,

so dass wir f; () = Fy (2) und f; (z) = 2" F; (2) setzen kénnen. Wir erhalten

o a an | _

F(z) = [a0+ ST (z)]G (2)
und
fH(2) = laoz" + ar1z" '+ ..+ ap + 2"F5 ()] GT(2)
als allgemeine Losung von (3.1).
Sei k(a) = n > 0. Wie eben erhalten wir
7O = O +b(Qe O
Aus Folgerung 2.9 ergibt sich
fr(2) =A+Fy(2), ff(2)=2"[A+F)(2)]

mit A € C. Dabei st f*(2) genau dann in zyp = 0 holomorph, wenn A + F;(z) in 29 = 0
eine Nullstelle der Ordnung > n hat. Fiir |z| < e hinreichend klein folgt

+ L (C) F (C) dC n—1
(2 =54 /P 1-2 Z o / Q¢ de=".
Also: Im Fall k(a) =n € Nist (3.1)

/F—glgi)l e_Fl_(C)dC:O, k=1,....n,

erfiillt sind. Die Konstante A ist eindeutig bestimmt,

genau dann l6sbar, wenn die Bedingungen

_ (YD o
“omi ). €A
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Das Riemann-Hilbertsche Randwertproblem

Es seien I' wie in Abschnitt 3.1 und a,b,c € C*(T") gegebene reellwertige Funktionen mit
[a(¢)]? + [b(C))2 # 0 V¢ € T'. Gesucht sei eine in €2, holomorphe Funktion f = u + iv, die
auf Q stetig ist und der Bedingung

a(Q)u(¢) = b(Q)v(¢) =¢(C), ¢eT (3-4)
geniigt. Wir betrachten den Fall, dass QO = {z € C: |z| < 1} ist, d.h.
I'=T={CeC:[¢|=1}.
Die Bedingung (3.4) ist #quivalent zu

[a(C) +1b(¢)]f(C) + [a(C) —ib(Q)]f(C) = 2¢(C) -

Wir setzen

so dass (3.4) dquivalent ist zu

F=(§) = A(QFT(¢) + B(¢)

A(O:_a@mb(o und  B(C) = 2¢(¢)

a(¢) —ib(¢) a(¢) —ib(¢) -

Gegeben sei eine reellwertige Funktion f € C%([a,b]) mit —oco < a < b < oo und gesucht
eine holomorphe Funktion F'= U 4 iV : C* U {o0c} — C (C* := {z € C:Imz > 0}), die
auf (C+ U {oo}) \ {a,b} stetig ist und

V() = f(x) : xz€(ad)
- 0 : zeR\]ab

geniigt. Die Funktion F(z) kann durch Spiegelung holomorph auf (CU {co}) \ [a, b] fort-
gesetzt werden. Fiir z € (a,b) gilt dann

Ff(z) — F (z) = 2iV(z) = 2if(z).
Nach Folgerung 2.9 ist dann

F(z)= 1 ' () de + A,

TSy, T—2

wobei A den Wert von F(z) in oo angibt und somit reell sein muss.
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3.3 Das Doppelschichtpotential

Es sei I' eine glatte, geschlossene und doppelpunktfreie Kurve, die das Innengebiet 2 = Q
berandet. Wir betrachten das Dirichlet-Problem fir harmonische Funktionen, suchen also ein
u € C?(,R) N C(Q,R) mit

Au=0 in (3.5)
und

u=f auf T (3.6)

fiir ein gegebenes f € C(I',R). Da wir wissen, dass Real- und Imaginérteile holomorpher Funk-
tionen harmonisch sind und holomorphe Funktionen mit Hilfe von Cauchy’schen Integralen
dargestellt werden koénnen, machen wir den Ansatz

u(z,y) = Re ®(2), @(z):ﬁ/rz_o(_ozdg, z=x+iy e, (3.7)

mit einer absolut integrierbaren Funktion (Dichte) ¢ : I' — R. Fiir die Funktion u(z,y) ist
damit (3.5) erfiillt (vgl. Satz 2.2), und unter der Annahme, dass ®(z) eine stetige Fortsetzung
auf Q besitzt, ist (3.6) dquivalent zu

Re®"(¢) = f(¢), (€T. (3.8)

Mit einer Parametrisierung ((s) = £(s) + in(s) von I' bzgl. der Bogenlénge s € [0, L] schreiben
wir
L [FeCs)
P(z) = — e ds.
(2) 2mi /0 C(s)—z Cls)ds
Wegen |('(s)| =1 gilt

¢(s) () +in'(s)][€(s) —in(s) — o + iy]
C(s) == C(s) — 2
_ E6)Es) — 2] ' (s)nls) —yl | n'(s)E(s) — a] — €s)In(s) — o]
C(s) — 22 1C(s) — 22

(T(¢(5)),¢(s) —2) | w(C(5)),C(s) — 2)
C(s) — 2 C(s) — 2

mit dem Tangentialvektor 7({(s)) und dem Normalenvektor v({(s)) an I" im Punkt {(s). Mit
dem Ansatz (3.7) gilt also

Re®(z) = % /1‘ 7@??’_{4_2 2 o(¢) ds

und

1 <T(C)7 C — Z>
md(z) = —— [ SLS — 20 ey gs.
md(:) = —5- [T (g as
Fiir eine holderstetige Dichte ¢ € C*(I', R) und ¢y € T existiert ®({p) im Sinne des Cauchy’schen
Hauptwertes (siehe die Sétze 2.5 und 2.7), so dass auch Re ®((p) und Im ®((p) fiir p € I' in diesem
Sinne existieren. Ist ¢’ € CA([0, L]), so gilt fiir (o = ((s0) € T

<(s) = ¢ls0)

S — S0

= (s) =&'(51) = &'(s) + il (32) = ' ()],
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d.h.
C(s) = Cs0) + C'(3)(s = 50) + 0 Is = s/ *7) .

Weaen 1im 16661 =€)
S5—S0 |S — 80|
kleinen Umgebung von sy mit einer Konstanten ¢, > 0. Wegen (v(¢),¢’) = 0 folgt

O = o) _ (G605 Gls) ~Ca =0 (1, _ o1}

[ 1¢(s) — ¢(s0)[?
D.h., in diesem Fall existiert Re ®((p), (o € I', fiir jede beschrinkte integrierbare Funktion ¢
sogar als uneigentliches Integral. Gehen wir in der Formel (vgl. (2.4))

®F (o) = @(¢o) + @

= [¢'(s0)| =1 ist auch |¢(s) — ((s0)| > cu|s — so| in einer hinreichend

zum Realteil iiber und beriicksichtigen (3.8), so erhalten wir die Integralgleichung

p—Kp=2f (3.9)
mit dem Integraloperator
1 _
(o) =1 [P pqras, e (3.10)

Die Funktion (K¢)((y) heift Dipolpotential (oder Doppelschichtpotential), welches von
der Belegung ¢ erzeugt wird. Die Funktion

1 w(¢),¢ =)
BGo,¢) =~ S =Sl
O="r 0 gp
nennt man Dipolkern und den Operator K Dipoloperator. Ist ¢ € C?([0, L]), so haben wir

C(s0) = C(s) +¢'(s)(s0 — 5) + @(80 —8)%+o(]so — s|?)

Co,C €T,

und somit ,
V(G(s)),Cls) — Gloo)) _ —3 WC(E). (5D + s
() =Cls)l>  [¢(s) + Ollso — s])I
In diesem Fall ist der Dipolkern also stetig auf I", und es gilt (beachte |('(s)| = 1) fiir (o = ((s0)

60,0 = o= [1/(50)C" (0) = (5o (s0)] = 30

mit der Kritmmung x(¢) der Kurve I' im Punkt ¢ (siche G. M. Fichtenholz, Differential- und
Integralrechung, Bd.I, Nr. 250).

Driickt man das Skalarprodukt zweier Vektoren mittels des Cosinus des eingeschlossenen Win-
kels aus, so erhilt man fiir den Kern des Dipoloperators die Darstellung

~ Leos Z(v(¢), ¢ — o)
1€ — o '

k(Co,¢) =

Wir definieren den singuléren Integraloperator

(SFSD)@O):%/F%CZC, Qerl,
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als Cauchy’sches Hauptwertintegral, so dass
Ky = —ReSry.
Ist ¢ € C*(T",R) eine Losung der Integralgleichung (3.9) fiir gegebenes f | so ist

(), ¢—2)
¢ —=2[?

harmonisch in 2, und nach den Formeln von Sochozki-Plemelj gilt auf I

1

u(e,y) = Red(z) = 5 / o(C) ds

u(Co) = Re @((o) + %w(Co) = % [Re (Sre)(Co) + (K¢)(Co) +2£(Co)] = f(Co) -

Sind ¢1, p2 € CY(I',R) zwei Losungen von (3.9) fiir ein und dasselbe f, so folgt mit o = @1 —¢9
wie oben

U(CO):Oa COGF-

Damit ist u(z) = 0 fiir alle z € Q (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) und somit
v(z) = Im®(z) = ¢ in Q mit einer Konstanten ¢ € R. Wir setzen 1) = Im Spp und erhalten

e =Im@* (Go) = 5(G),

also ¢ = 2¢. Andererseits ist

2(G) = (SR G) — 5()

—_

= 5 [(=Ke)(Co) +1¥(Co) — (<o)

= S9(G) — 9()
= ic—¢(Co)-

Es folgt v(z) = ¢ in ©Q_ und somit (C.-R.-Dgln.) u(z) = ¢; € R in Q_. Das ergibt ¢({y) =
Dt (Co)—P (o) = —c1 auf T'. Wegen (Sr1)(p) = 1 folgt K = —¢. Andererseits ist p—Kp =0
(wegen (3.9)) und somit ¢ = 0.

Satz 3.2 Ist ¢ € C*(I',R) eine Losung der Integralgleichung (3.9), so ist

1

u(z,y) = %/k(z,g)u(ods, z=x+iy e,

r

die (eindeutige) Losung von (3.5),(3.6). Ferner gibt es in C*(I',R) keine weitere Lisung von
(5.9).

Wir stellen nun die Frage nach der Existenz einer Losung ¢ € C*(T',R) von (3.9).

Satz 3.3 Es seien ' glatt mit ¢’ € CP([0, L]) und 0 < o < 3. Dann besitzt die Integralgleichung
(8.9) fiir jedes f € C*(T',R) genau eine Lisung ¢ € C*(I',R).

Satz 3.4 und Folgerung 3.5 bereiten den Beweis von Satz 3.3 vor.
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l
Satz 3.4 Es seien h(z,y) = % , T,y € [a,b], x #y,0< 8 <1, mit einer beschrinkten,
r—=y

integrierbaren Funktion ( : [a,b]> — R und

b
(Tu)(x) = / W yyuly) dy, = € [ab].

Es mogen Konstanten C1 > 0 und Co > 0 existieren, so dass

|z — 21|

|z — |

gilt. Dann ist T : C([a,b]) — CP([a,b]) ein linearer und beschrinkter Operator.

M(xay) _E('Il’y” < C2 fUT T,21,Y € [a? b] mil |y - CC| > Cl|§l?1 -z

Der Satz von Arzela-Ascoli iiber die Charakterisierung der kompakten Mengen in C([a, b]) liefert
nun

Folgerung 3.5 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.4 ist T : C([a,b]) — C([a,b]) ein
kompakter Operator.

Ubungsaufgabe 3.6 Auf der Menge [a,b]?\ {(z,y) € [a,b)* : © # y} eaistiere die partielle Ab-
ol(z,y)
oz

leitung , wobei

ol(x,y) < C
x|~ |z —y

mit einer gewissen Konstanten C gelte. Man zeige, dass dann Konstanten C1 > 0 und Cy > 0
existieren, so dass die entsprechende Voraussetzung in Satz 3.4 erfillt ist.

Wir verschérfen die Definition der lokalen Holder-Stetigkeit und nennen eine Funktion f : M —
C auf dem metrischen Raum (M, d) stark lokal holderstetig zum Exponenten « € (0, 1], wenn
zu jedem x € M ein € = e(x) > 0 und ein ¢ = ¢(z,e) > 0 existieren, so dass

[f(z1) = f@2)| < cd(z1,22)" Vai,z1 € Us()
gilt.

Ubungsaufgabe 3.7 Man zeige: Sind f : M —s C stark lokal holderstetig zum Ezponenten
a € (0,1] und der metrische Raum (M,d) kompakt, so ist f € C*(M,C).

Ubungsaufgabe 3.8 Wir schreiben den Dipolkern in der Form

IS S (STL9 R _ (w9, ¢ =)
Mo O =S rmgnr ™ W= ms -
Man zeige, dass dann
ig(g(s),o _ <V(C)agl(5)> + (v(¢), ¢ —¢(s)) 1+ 5) <</(5),C _ C(5)>

ds [C=C()HF ¢ = ()PP

gilt.
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Wir betrachten jetzt die Aulenraumaufgabe
Au=0 in Q_, u=f auf I'=0Q, wu(co)=0, (3.11)

fiir die wir eine Losung u € C(2_,R) N C?(Q2_, R) suchen. Dazu machen wir wieder den Ansatz
(3.7), d.h.

u(z,y) = ;ﬂ/r%w(ods, sty (3.12)
Aus (2.4) folgt mit der Randbedingung in (3.11)
(@) = Red™ (Go) = Rea(Gy) — £
also
o) - 7 [ s = —2f(@), Gt
bzw.

0+ Ko =—2f. (3.13)

Satz 3.9 Ist ¢ € C*(I',R) eine Lisung von (3.13),s0 ist u(x,y) aus (3.12) die (eindeutige)
Lésung von (3.11). Zwei Lisungen von (3.13) unterscheiden sich durch eine (reelle) additive
Konstante.

Ubungsaufgabe 3.10 Wir machen die gleichen Voraussetzungen wie in Satz 3.4, nur dass
Jetzt % < B <1 gelte. Man zeige, dass dann

T:L*((a.b)) — C7%([a,8])
ein linearer beschrdankter Operator ist.

Sei nun ¢’ € C#(I'), 2 < B < 1. Dann ist £ : C(I',R) — C(I',R) ein kompakter Operator
(vgl. Satz 3.4 und Folgerung 3.5). Dabei gilt (vgl. Satz 3.9) kergrr)(Z+K) = {c: c€ R} , d.h.
dimkergr gy (Z + K) = 1. Auch der Operator K : L?(I',R) — L2(I',R) ist kompakt, es gilt

sogar (vgl. Ubungsaufgabe 3.10), dass K : L2(I',R) — Cﬁ_%(F,R) beschrénkt ist, woraus auch
kerC(F,R) (Z + ,C) = kerLz(FvR) (Z + IC)

folgt. Wir haben also einen Operator A =7+ K € £(X,X) in einem Banachraum X = C(I', R)
und einen Operator B € £(H, H) in einem Hilbertraum H = L?(T', R) , wobei das innere Produkt

in H durch (f,g) = / f(€)g(¢) ds gegeben ist und wobei A = B|x gilt. Beide Operatoren sind

r
Fredholmoperatoren mit dem Fredholmindex x(A) = k(B) = 0, wobei kerx A = kerg B gilt. Es
folgt B* = A*|gg+ und kerg~ B* = kerx~ A*. Fiir f € H = H* gilt

£ = [ 1600100001461 £(@o) ol = [ [ 16, )G ol () dc],
also (K*f)(¢) = /F k(Co,C) f(Co) |dCo]| - Ist somit 9(¢) # 0 eine Losung von

(O + 7 [ Ko, Onlco) il =0, e,
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so besitzt (3.13) genau dann eine Losung ¢ € C*(T',R) fiir f € C*(I',R), 0 < a < 3, falls

/F F(Q)o(C) ds =0

gilt. Dabei ist [ 10(¢) ds # 0, da andernfalls die Integralgleichung (3.13) fiir f = 1 eine Losung
© besitzen wiirde. Die eindeutige Losung von Au = 0 in Q_, u = 1 auf I' ist aber u = 1, so
dass u(oo) = 0 in (3.11) verletzt wére.

-



Kapitel 4

Die Integralgleichungsmethode

4.1 Singularitdtenfunktionen

Fiir 2,y € RY, 2 = (21,...,24), y = (y1,...,yq) definieren wir das innere Produkt (z,y) und
den Betrag (Norm) |z| durch

d
vy) = oy wnd ol = /{z @) =
k=1

Ferner definieren wir fiir d =2 und d = 3

1
5 In |z — y| d=2
dr |z —y]
und erhalten
Vas(z,y) = — ,  wd
) = ey {47r d=3
Es folgt 52 ( 2
1 1 Ti—Yj
N — _ —d J J
e == (g~ i)
und somit
1
A - = 2 _d — =0 )
+5(7,y) woalt — g2 -y Z y;)? , TFY

Man nennt s(x,y) eine Singularitéitenfunktion oder Fundamentallésung fiir die Laplace-
Gleichung —Au = 0 in R¢. Fiir aj, B € N? sind auch

Zan,B] ]D ) ( 7y)

Singularitatenfunktionen fiir die Laplace—Glelchung. Fiir d > 3 kann man allgemein

o —y 20 (5)°
s(z,y) = mit wg =
(d - 2)wq Ir'(4)
setzen. Die Funktion g- |z — y|?In|z — y| ist Singularitétenfunktion fiir die biharmonische

Gleichung A%y = 0 in R?.

27
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4.2 Das Einfachschichtpotential

Es seien Q = Q. € R?, d = 2,3, cin Gebiet mit dem Rand 9Q = T' und s(z,y) die in 4.1
definierte Singularitdtenfunktion fiir —Awu = 0. Fiir eine L*®-Funktion ¢ : I' — R heif}t

B(z) = / (2, 9)p(y)d (4.2)

Einfachschichtpotential mit der Belegung ¢(z). Ist d = 2, so ist dI'y in (4.2) das Differential
der Bogenlidnge bzgl. der Kurve I'. Im Fall d = 3 ist das Integral in (4.2) als Oberflichenintegral
erster Art zu verstehen, d.h., ist {(¢1,t2), (t1,t2) € K, eine Parametrisierung der Fliche T’
(¢ : K° — R3? injektiv, stetig differenzierbar mit det ¢'(t) = 2, t € K°), so ist

_ a¢(t)  9¢(t)
/FS(w,y)w(y)dFy —//KS(&U,C(t))gp( ()‘ 5 X i

Fiir jedes = € R?\ T sind die partiellen Ableitungen nach x von s(z,y) in einer Umgebung von
gleichméfig bzgl. y € T stetig, so dass 90(x) = / 9s(x,y) o(y) 'y usw. usf. gilt, also A® =0
auf R4\ T.

Es seien D c R4, d = 1,2,...,und f: D\ {xo} — R eine gegebene Funktion. Fiir jede
Umgebung U von z mt')ge das Integral [ D\U f(x) dx existieren. Wir sagen, dass das uneigent-

d(ty,12).

liche Integral [, f p f(x) dz existiert, falls fiir eine beliebige Folge (Un), =y von Umgebungen von
20 die sich fiir n — oo auf 2° zusammenzieht, der Grenzwert lim / f(z)dz existiert.

Dieser Grenzwert ist dann von der Wahl der Folge (U,), >, unabhiingig und definiert den Wert
des Integrals / f(z)dz.
D

dz
Beispiel 4.1 Die Integrale / R > 0, existieren als uneigentliche Integrale fiir A < d.

Kr(©) ‘95’/\ ’
Beispiel 4.2 Es seien —0o < a < b < 00,0 < f <1 und ¢ € L*((a,b),R). Dann ist die

b
Funktion die Funktion G :C — R, z — / %
—z
a

3 stetig.

Ubungsaufgabe 4.3 Es seien —00 < a < b < oo und ¢ € L>((a,b),R). Zeigen Sie, dass die
b

Funktion F : C — R, z — / In|t — z|@(t)dt stetig ist.
a

Ubungsaufgabe 4.4 Es seien D = {z = (21,22,0) € R®: |z — 2| < R} , 2% = (2, 29,0) und
¢ € L*(D,R). Zeigen Sie, dass fiir 0 < a < 2 die Funktion

F.R® R, x’_>// (y1,92)d(y1, y2)
ly — x|

stetig ist.

Im Weiteren sei d =2 oder d = 3.

Satz 4.5 Das Einfachschichtpotential ist auf R? stetig. Fiir d = 3 gilt ®(c0) = 0. Fiir d = 2
gilt ®(00) = 0 genau dann, wenn / pdl' =0 ist.
r
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Begriindung fiir das Verhalten im Unendlichen:

e d=2:
o (x) = [ nle sl = nfel olo)dr, - 5 [ wdr tnjal
) = —— njz—y|—Inlx - — n|z
2T T y vy 4 2 FSO
1 |z —y| 1 /
—— [ dr, — — [ wdr1
27T r n |1E| Sp(y) y 27T FSD Il|$|’
Wmdl_QL:M%ﬂmS\%—MSIM+W\_1+WISO®$lnm—yw:O“ﬂ4)
|| || || || || ||

fir [x| — cound y € T".

el dr ]l dr -
@ ()] < == P te=0(z| ™).
™ Jrlr—y|l T 4rfz] Jp1 - U

||

e d=23:

Fiir z € R%\ T haben wir

1 T —y

V() =~ | g e dry, (4.3)

wq Jr Jx —

® : R4\ T' — R ist sogar unendlich oft differenzierbar. Fiir 2 € " existiert das Integral in (4.3)
i. Allg. aber nicht mehr im uneigentlichen Sinne. Wir definieren fiir x € I’

0Pt (z)
5 = alggo (v(z), VO®(r + av(z))) , (4.4)

falls diese Grenzwerte existieren, wobei v(z) die &uflere Normale an I' im Punkt x bezeichnet.

Satz 4.6 Im Punkt 20 € T' gelte | (v(2°),2° —y) | < c[a® — y[**? fiir ein B € (0,1] und fiir
alle y € T'. Ferner seien ¢ € L®(T,R) und ¢ in x° stetig. Dann existieren die einseitigen
Normalenableitungen (4.4). Dabei gilt

+ (0 — (20

und

CCO v CC —
W) ) 2 [ ) i,

B 0 — yld

wobei das Integral im unez’gentlz’chen Sinne existiert.

Es sei jetzt 7(2°) eine Tangentialrichtung an I' im Punkt 2° € ', d.h. 7(2°) L v(2°). Firz ¢ T
betrachten wir

(rtat), Vo) = - [ TEREZ0 o,

Satz 4.7 Ist p(x) im Punkt ' € T hélderstetig, so gilt im Sinne nichttangentialer Grenzwerte

. (r(a” w—y>
lim (7(z°), V& (z wd/ e(y)dly,

z—x0 — y|d

wobei das Integral im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes zu verstehen ist.
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Definition des Cauchyschen Hauptwertes: fr = limg_q fr\ {weRe:|o—a0|<c) - Unter Verwendung

der Sitze 4.6 und 4.7 kann man fiir eine im Punkt 2° € I' holderstetige Belegung ¢ zeigen, dass
(wieder im Sinne nichttangentialer Grenzwerte)

Vo (2%) — VO~ (2°) = p(z%)v(2?)

und

40,0 0 2 2’ —y

gilt, wobei das Integral wiederum als Cauchyscher Hauptwert erklért ist.

Wir schreiben I' € C'*8 | wenn T’ kompakt, zusammenhéngend und doppelpunktfrei ist und
wenn fiir jedes 2° € T eine Umgebung U C T von 2 existiert, so dass U das Bild einer bijektiven
Abbildung ¢ : D — U mit einer offenen Menge D C R%™! ist, so dass ¢’ holderstetig mit dem
Exponenten J ist (¢ € CA(D,R(@-Dxd)),

Bemerkung 4.8 Es seien Tg C T und Ty € C'*P sowie p € C#(I'g,R) NL>®(T,R). Ferner sei
U C R? eine offene Menge, die durch T' in zwei disjunkte Teilmengen Ut c QF zerlegt wird,
wobei T' MU C Ty gelte. Dann sind VO* auf Uy stetig.

4.3 Die Dirichlet-RWA und das Einfachschichtpotential

Sind u,v € C%(Q,R)NCL(Q,R), so folgt aus dem GauBschen Integralsatz die Greensche Formel

/(Vu V) daz—/v—df /vAuda:. (4.5)
Q Q

Ist also Au =0 in Q, so folgt fiir v =u

/]Vu\de—/u—dF (4.6)

ou
[ 5,40 =0. (4.7)

und firv=1

Neben den folgenden Dirichlet-Randwertaufgaben betrachten wir auch die entsprechenden
Neumann-Randwertaufgaben fiir Funktionen u € C?(2,R) N C1(Q, R):

Au=0 in Qp, wu=f auf I, (4.8)
Au=0 in Qy, % =f auf T, (4.9)
Au=0 in Q_, u=f auf T, (4.10)
Au=0 in Q_, % =f auf T, (4.11)

(A) Sind wuy,ug zwei Losungen von (4.8) bzw. (4.9) (Innenraumprobleme), so ist u = u; — ug
Losung von (4.8) bzw. (4.9) fiir f = 0. Es folgt aus (4.6) Vu =0, also u = const . Im Fall
der Gleichung (4.8) folgt daraus u=0.
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(B) Sei jetzt u Losung von (4.10) bzw. (4.11) (AuBenraumprobleme) mit f = 0. Fir R >
max {|z| : x € T'} setzen wir Qp = {x € Q_ : || < R} . Aus (4.6) und den Randbedingun-
gen in (4.10) bzw. (4.11) folgt (v auf dem duBeren Rand v von Qp nach aufien gerichtet)

/|Vu|2dx:— u%df%— u@dwz u%dw.
Op r Ov 5 Ov 5 Ov

Setzen wir voraus, dass
lu(z)| = O(|z|™1) und |Vu(z)|=O0(z['"%) fir |z] — oo (4.12)
gilt, so folgt
/ \Vul|? de < / lu| - | (v, Vu) |dy = O(R™Y).
Qr Y
Fiir R — oo erhalten wir [, |Vu|?>dz = 0 und somit unter Verwendung von u(co) = 0
(vgl. (4.12)) auch u=0.

(C) Fiir das Einfachschichtpotential ®(x) zur Belegung ¢ € L>®(T') gilt |®(x)| = O(|z|71),
falls man im Fall d = 2 zusétzlich fl‘ pdI’ = 0 voraussetzt (vgl. die Betrachtungen nach
Satz 4.5).

(D) Setzen wir generell (auch im Fall d = 3) voraus, dass / @ dl’ = 0 ist, so folgt fur |z| — oo
r

[ (5=t ) et

1 / T —y —d
—a||e(y)|dl'y = O(|z|™).
wdlz|? Jr (1_%61 !

(E) Die Aulenraumaufgabe (4.10) besitzt hochstens eine Losung mit den Eigenschaften
lu(z)| = O0(1) und |Vu(z)| = O(|z|79). (4.13)

1

V@) = —
W

(F) Ist u Losung von (4.9), so ist notwendigerweise [, fdI' = 0 wegen (4.7). Das gilt auch fiir
die AuBenraumaufgabe (4.11), falls |Vu(z)| = O(|z|~%) gilt.

Wir suchen nun eine Losung von (4.8) bzw. (4.10) in Form eines Einfachschichtpotentials
u(z) = ®(z) = /Fs(x,y)cp(y) ary, (4.14)

wobei s(x,y) durch (4.1) gegeben ist. Nach Satz 4.5 ist ® auf R? stetig, so dass die Randbedin-
gung u = f auf I' zu der Integralgleichung

/s(x,y)gp(y) dl'y = f(z), =zel, (4.15)
r

fiihrt. Fiir das Weitere setzen wir voraus, dass die Vorausetzung | (v(z°),2° — y) < ¢[z" — gy,
y € T von Satz 4.6 fiir alle 20 € T erfiillt ist.

Satz 4.9 Es gibt hochstens eine stetige Losung ¢ : I' — R der Integralgleichung (4.15), falls
man im Fall d = 2 zusdtzlich fl‘ wdl' =0 fordert.

Satz 4.10 Es seien f € C'T5(I,R) und d = 3. Dann besitzt die Integralgleichung (4.15) eine
Lésung ¢ € CA(T,R).
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4.4 Die Neumann-RWA und das Einfachschichtpotential

Im Weiteren sei die Bedingung von Satz 4.6 fiir alle 2° € T erfiillt:
38 €(0,1] : | (w(x),x —y)| < const |z —y|'t’ Va,yel. (4.16)

Machen wir fiir (4.9) bzw. (4.11) den Losungsansatz als Einfachschichtpotential ®(x), so erhalten
wir

e im Fall der Innenraumaufgabe (4.9) die Integralgleichung

e im Fall der Auenraumaufgabe (4.11) die Integralgleichung
¢ —Kip=-2f, (4.18)

wobel

(K1) () = /F ki(z,9)p(y)dT,, o €T,

" > W@)e -y
v(z),z—y
ki(z,y) = —— —"F——
@) wyg o=yl
Beachte: In Abschnitt 3.3 hatten wir (fiir d = 2) den Kern

1 (v(y),z —y)

™ |-yl
zu verwenden.
Satz 4.11 Es sei (4.16) erfillt.

(a) Beide Integralgleichungen (4.17) und (4.18) haben hdichstens eine Lisung ¢ € L*°(I',R)
mit [pdl =0.

(b) Der Operator K; : C(I',R) — C(I',R) ist kompakt.

(c) Die Gleichung (4.17) bzw. (4.18) besitzt genau dann eine Lisung ¢ € C(I',R), wenn
f € C(I',R) der Bedingung / fdl' =0 geniigt.
r

4.5 Das Doppelschichtpotential

Allgemein definiert man den Dipolkern als

kn(e,) = 22200 g 4y), V(0 )
Y

und das Doppelschichtpotential mit der Belegung ¢ : I' — R als

®ola) = [ asgi;y) o(y)dT,, @ cRI\T.
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Beispiel 4.12 Fiir e > 0 seien I'® = {x ER3:0< 21,29 <1, 23 = 5} und
®.(a) = [ sta)ecly) dr,

e (Y1,92,€) = ©(y1,42,0), y € . Es folgt

0
1,1
P (z) = /0 /0 s(x,y +ev(y))e(y1,y2,0)dyidy2, v(y)= | 0
1
und somit B.(x) — Bo(z) Ds(z.y)
) e(x) = o) s(z,y _
mit T =T°. Deshalb nennt man ®p(x) Doppelschichtpotential.
Im Weiteren sei
.0) {—%ln|x—y| o d=2,
s(z,y) = L o
prl pom :d=3,
e 2 (Wy)y - ) L[ )y - )
vy)ry —x vy)ry—=
kp(z,y) = —— —>—+ dpx)=—— [ 22—+ dy .
D( y) Wy |$—y|d D( ) wq Jr |$—y|d go(y) Yy
AuBlerdem sei wieder folgende Bedingung erfiillt:
INe (0,1] : | (v(z),z —y)| < const |z —y[* Vaz,yel. (4.19)

e Wir betrachten die folgende Situation:

—20el, I =T NU(zY),
- I'.= {5(1'/) = (x/,g(x’)) RS SE(xO)} ; wobei

S.(z%) {Tangentenebene bzw. Tangente an I' in xo} .

Es gilt dann
/
. [ ~Vy(z')

W) = Tomeee |

(ii) |g(z")| < const |z’ — 201*A | 2/ € S,
iii) |(Vg(z"), 2" —z°) | < const |2/ — 20|11A 2/ € S..
g

] ,o=p(")el.,

Satz 4.13 Sei (4.19) erfillt. Dann ist

/|k:D(:U,y)|dFy§const Vo eR?.
r

Folgerung 4.14 Ist (4.19) erfillt, so existiert eine Konstante ¢ > 0 mit
Dp(z)] <cllpll, Ve eL®T,R), VaecRe.

In Analogie zu Satz 3.4 kann man folgenden Satz beweisen.
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Satz 4.15 Es sei (4.19) erfillt und k(x,y) besitze die Darstellung

(z,y)
k(%y):m, ryel', x#y,

wobei positive Konstanten cyj, j = 1,2,3, existieren mégen, so dass |[{(x,y)| < cgq, v,y €',
und

|z — 2]
|z — |

fiir alle x,y,2° € T mit |z — y| > cp3|lz — 2| gilt. Dann ist der Operator

[0(z,y) — (2", y)| < coo

K:CI,R)— C(T,R), ¢~ /Fk(.,y)go(y) ar,
linear und beschrankt.

Satz 4.16 Es seien (4.19) erfillt und

(Kp) (z) = / ko (2, y)p(y) Ty, €T

Dann gilt Kp € L(C(T,R), CNT,R)).

Folgerung 4.17 Unter der Voraussetzung (4.19) sind die Operatoren Kp : C(I',R) — C(T', R)
und Kp : C*(I',R) — C*(I',R), «a € (0, \] kompakte Operatoren.

e Fiir 0 < |a| < ag, ag > 0 - hinreichend klein, und 2° € T' definieren wir

U(a) = U(a,2°) = &p(z° + av(z?)).

Satz 4.18 Sind (4.19) fiir v = 2° € 'Y erfiillt und o € L®°(I',R) in 2° stetig, so existieren die
Grenzwerte ¥(+0), wobei

U(+0) — U(—0) = p(z°) und T(+0)+ ¥(-0) = (Ky) (z)
gilt.

e Sind 2% € T'? und U.(2°) eine solche Umgebung, so dass I' diese Umgebung in die offenen
Mengen Uz (2°) und U= (z%) zerlegt, so definieren wir

T (2) = { dp(x) : 2 e UX(Y),
e limg 0 ®p(z Fav(z)) : zeT NU(zY).

Nach Satz 4.18 gilt dann

o} (2°) — @5 (2°) = —p(2), (4.20)
Of (") + 05 (%) = (Ky) («°) (4.21)

bzw.
(%) = 75 0(a”) + 5 (Ke) (22). (4.22)

Bemerkung 4.19 Sei (4.19) erfillt.
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(a) Sind 2° € T° und ¢ € C(I',R) , 80 sind ®F auf UX(2°) U (T N U(20)) gleichmifig stetig.
Ist T' geschlossen, so sind @f) : Q4 — R gleichmdf$ig stetig.

(b) Sind T’ geschlossen und ¢ € C*(I',R) fiir ein o € (0, ], so gilt @% € C*(Qy,R).
(c) Eine zu (b) analoge Aussage gilt auch fiir x° € T und UF (2°) U (I N U.(2°)) statt Q.

Beispiel 4.20 ®p(z) ist fir I' = {(z1,22) € R?: =1 <2y <1, 20 =0} und

(21,0) = 1 : 02 <1,
P = 0 : —-1<x <0,

im Punkt ¥ = © unstetig.

Folgerung 4.21 Sind Qy und Q_ das Innen- bzw. Auflengebiet zu T und ¢ =1 auf I', so gilt

0 : 2z€Q_,
2ole) = 1 : z€Q2
- . Jr.

e Wir erkliren Vi(z) fiir z € T' : Fiir a € [—¢,¢], € > 0 - hinreichend klein, 2° € T setzen
wir p(z° + av(z?)) = ¢(2). Damit ist Vip(z?) fiir alle 2° € T erklirt. Offenbar gilt
Vi(2) L v(2%), d.h., Vi(z?) liegt in der Tangentialebene zum Punkt x° bzgl. T'. Fiir
€ (0,1] schreiben wir ¢ € CV#(I',R), falls Vi € CH(T',RY) erfiillt ist. Es gilt nun der
folgende Satz.

Satz 4.22 Es seien (4.19) erfiillt, T' geschlossen und ¢ € CH*(T',R) fiir ein u € (0,1]. Dann

besitzt der Gradient V®p(z), x € QL , stetige Fortsetzungen V@%(m) auf x € T'. Dabei gilt fiir
zel

VoL () = Ve, (z) = V()

und

_ 2 v v(y),y —x —x

wobei das letzte Integral im Allg. ein hypersingulires Integral ist (vgl. Abschnitt 4.8). Die Nor-
malableitung des Doppelschichtpotentials ist beim Durchgang durch I' stetig, d.h.

0%p(z) _ 0%p()

o ov vel.
Dabei gilt
005 (x) 1 (v(y),v(x)) v(y),y —z) (y — z,v(z))
o = L - a Mt gy, e

Einige Bemerkungen zu Satz 4.22:
(a) Nach Folgerung 4.21 ist fiir 2 € R\ T' nahe bei T

1 [V(y) g W)y —a) (y —z)

wa Jr Lly—=|? ly — x| @2

| otyar, =o.

so dass fiir solche x gilt

_ 2 vy  (vy)y—z) (y—=) = ola
Vo) = = [ | - a M E B = o) - par,.
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(b) Wegen |p(y) — o(z) — (V(x),y — x) | < const |y — z|! T+ folgt, dass das Integral in (4.23)
auch fiir x € I' als Cauchy’sches Hauptwertintegral existiert.

(c) Die Aussage zur Stetigkeit der Normalableitung kann wie folgt abgeschwiicht werden: Wir
definieren

Y(a) == (Vep(z® + av(z?)),v(2")) , a€(—¢,e),

und setzen voraus, dass ¢ € L®(I',R) gilt, dass (4.19) erfiillt ist und dass 2° € TV Ist ¢
in 2° stetig und p = 1 oder gilt |p(x) — o(z%)| < const |z — 2%* und A + > 1, so ist

lim [i5(a) — ¥(—a)] = 0.

a—+0

4.6 Die Dirichlet-RWA und das Doppelschichtpotential

Fiir (4.8) und (4.10) machen wir den Losungsansatz u(x) = ® p(z) mit einer gesuchten Belegung
p:I' — R,

epe) = - [ LV yar, . weri.

Man erhélt die Integralgleichungen

o~ Kpg = —2f (4.24)
fiir die Innenraumaufgabe (4.8) und

ot Kpg = 2f (4.25)
fiir die Aulenraumaufgabe (4.10).

Satz 4.23 Es seien (4.19) fir ein A > 3 erfillt, T = 9Q = 9Q und f € L>(I,R). Dann hat
die Integralgleichung (4.24) héchstens eine Losung ¢ € L®°(I',R). Zwei Lisungen von (4.25)
unterscheiden sich nur durch eine additive Konstante.

Wir modifizieren die Gleichung (4.25):

v+ Kpp=2f+a, /godF:b. (4.26)
r

Dabei sind neben f auch b € R gegeben und neben ¢ auch a € R gesucht.
Satz 4.24 Es seien (4.19) erfillt und f € C(I',R). Dann besitzen (4.24) und (4.26) eine ein-

deutige Losung ¢ € C(I',R) bzw. (p,a) € C(I',R) x R. Ist f € CH(T',R) fiir ein u € (0, ], so
gilt auch p € CHT',R).

4.7 Die Neumann-RWA und das Doppelschichtpotential
Fiir eine in © = Q4 harmonische Funktion u(x) gilt die Darstellungsformel (I" = 92)

_ 12y 1 [y —2) .
u(x)—Wd/F(,y) 5 dPy+wd Ly — 2 (y)dry, enN. (4.27)
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Wir definieren deshalb fiir die gegebenen Neumann-Daten f : I' — R und die unbekannten

Dirichlet-Daten v : I' — R

o(z) = L s(x,y) Ouly) dr, + 1 [,y —2)

dl'y =: ® ) 0.
wWd Jr ov wq Jr ‘y — x\d u(y) Y E(-%') D(.%')7 x €

Fiir das Innenraumproblem (4.9) erhélt man damit die Integralgleichung
u+ Kpu=20g. (4.28)

Ubungsaufgabe 4.25 Zeigen Sie, dass das Neumann-Problem fiir den Aufenraum (4.11) zu
der Integralgleichung
u—Kpu=—-20p (4.29)

fiir die unbekannten Dirichlet-Werte von w fiihrt.

Wir betrachten nochmal die Dirichlet-Aufgabe (4.8) fiir den Innenraum. Aus der Darstellungs-

formel (4.27) folgt
1 ~
U(CC) = 5(%9)90(9) dry+f(x)’ MRS QJr’
Wq Jr

0 ~ v —
mit p(z) = %, zel,und f(x) = wid/r%f(y) dr, . Es folgt

2 [ st@yely)dr, = g(x) == f(@) + (Kpf) (@), weT
(vel. (4.15)).

4.8 Hypersingulire Integrale

Fiir —oo < a < b < oo definieren wir das Finite-Part-Integral oder hypersingulire Integral

b b = ola )

falls das Hauptwertintegral auf der rechten Seite existiert. Dabei ist

; /b dy 1 1
'p'a(y—x)Q_x—b r—a’

Fiir ¢ € Ch%[a, b] gilt

o ([ )52 seten

"ely) L pla)  p(d) " ¢(y)
f.p./a =) dy = 2 b—u —i—p.v./a y——xdy’ z € (a,b). (4.30)

und
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