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Ubungsblatt 5 - Metrische Riume

Aufgabe 1: Es sei X eine Menge. Zeigen Sie dass durch die Abbildung

0, fallsz=y

d: X xX —[0,00),(z,y) —
[ ) (@y) {1, falls z # y
eine Metrik definiert ist, die sog. diskrete Metrik.

Aufgabe 2: Betrachten Sie auf R? = {z = (z1,22) | 21,72 € R} die Metriken
a) di(z,y) = |z1 — y1| + |22 — y2l,

b) da(@,y) = \/lor — il® + 22 — gl
¢) doo(@.y) = max{|er — 1|, ez - yal}.

Skizzieren Sie die jeweiligen Einheitkugeln K1(0) = {x € R? | d(z,0) < 1} und zeigen Sie,
dass eine Teilmenge A C R? genau dann offen beziiglich einer der Metriken d; ist, wenn sie
offen beziiglich aller Metriken d; ist.

Aufgabe 3: Entscheiden Sie fiir die folgenden Teilmengen metrischer Rdume, ob Sie offen,
abgeschlossen oder beschriankt sind. Bestimmen Sie auflerdem den Abschluss, das Innere sowie
alle Beriihrungs- und Héufungspunkte.

Zunichst betrachten wir Teilmengen von (R, da):

a) 0, d) [0,1], g) [1,3]\ {2}, i) {; [neN}
b) R, e) [0,1), h) Q,
c) {0}, f) (0,1), i) N,

Die folgenden Mengen betrachten Sie als Teilmengen von (IR2, ds)
k) {(0,0)}, n) [0,1) x (0,1), @) {(z,sin3) [z € Ry}
1) {0} x [0, 1], 0) (0,1) x (0,1),
m) {0} x (0,1), p) (0,1) x (0,1)\ {(0,0)},



Aufgabe 4: Untersuchen Sie, ob die Menge (0, 10] N X in den folgenden metrischen Réumen
(X, dg) beziiglich der euklidischen Metrik offen ist

a) X =[-10,10], b) X = (0,20], ¢) X =N.

Aufgabe 5: Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie die Giiltigkeit von
|d(ZL‘,Z) _d(yﬂu)‘ Sd(l‘,y)—i-d(Z,?U), $7yazaw€X

und
’d(x72)_d(yaz)‘ Sd(ﬂ?,y), xayEX-

Aufgabe 6: Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Dann heifit =
Randpunkt von A, falls er sowohl Berithrungspunkt von A als auch von X \ A ist. Die Menge
aller Randpunkte von A bezeichnen wir mit JA. Zeigen Sie:

a) OA=0(X\ A), b) 94 = A\ A,

Aufgabe 7: Gibt es Mengen ohne Rand?

Aufgabe 8: Es sei (X,d) ein metrischer Raum sowie A C X. Beweisen Sie die folgenden
Aussagen:

a) int(A) = U B, b) A= N B.
BCA: BDA:
B offen in (X,d) B abgeschlossen in (X,d)

Folgern Sie, dass das Innere einer jeden Menge offen und der Abschluss sowie der Rand
einer jeden Menge abgeschlossen ist. Folgern Sie ferner, dass fiir Ay C Ay C X sowohl
int(A;) C int(A) als auch A; C As gelten.

Aufgabe 9: Es sei (X, d) ein metrischer Raum und zp € X. Zeigen Sie, dass zp genau dann
ein isolierter Punkt ist, falls {xo} offen ist.

Aufgabe 10: Es sei (X, d) ein Teilraum des metrischen Raumes (X, d). Zeigen Sie, dass
Ay C Xy genau dann in (Xj,d) offen (bzw. abgeschlossen) ist, wenn eine in (X, d) offene
(bzw. abgeschlossene) Menge A mit Ay = XN A existiert.

Aufgabe 11: Es sei (X, d) ein metrischer Raum und X C X. Beweisen Sie die Aquivalenz
der folgenden Aussagen:
i) Xy ist zusammenhéngend,

ii) VU,VCXoﬂ?en:(XoCUUV,XOOUOVZ®:>XOOU=®oderXoﬂV=@).



Hausaufgaben Abgabe Mo, 18.12.2017
Aufgabe 1: Sei d: R? x R? — R, eine Metrik auf R?. Zeigen Sie, dass

d(z.y) d(z,y), falls y =t -x = (tz1,tx2) fiir ein t € R,
x,y) =
Y d(x,0) + d(y,0), sonst

ebenfalls eine Metrik auf R? definiert.
Setzen Sie d = dy (s. Aufgabe 2 dieses Ubungsblatts) und skizzieren fiirr & = (1,1) sie den
Ball Ka(x). Interpretieren Sie diese Metrik.

Aufgabe 2: Sei (X,d) ein metrischer Raum. Zeigen sie, dass mit

7 d(l’, y)

d(z,y) = m und d(z,y) := min{d(z,y),1} =z,ye X

zwei weitere Metriken auf X definiert sind. Zeigen Sie auflerdem, dass eine Teilmenge A C X
die folgenden Aussagen dquivalent sind:

i) A ist offen in (X, d),

ii) A ist offen in (X, d),
iii) A ist offen in (X, d).

Aufgabe 3: Zeigen Sie, dass jede Teilmenge der natiirlichen Zahlen N sowohl offen als auch
abgeschlossen in (N, dy) ist, wobei do wie iiblich die euklidische Metrik bezeichnet.

Aufgabe 4: Es sei (X, d) ein metrischer Raum und Y, Z C X zusammenhéingende Teilmen-
gen. Zeigen Sie, dass Y U Z zusammenhingend ist, falls Y N Z # (. Kann hierbei auf die
Voraussetzung ,,Y N Z # 0“ verzichtet werden? (Beweis oder Gegenbeispiel!)

4 Punkte

6 Punkte

2 Punkte

4 Punkte



