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e Der Losungsweg sollte klar erkennbar sein. Alle Aussagen sind zu begriinden!

Viel Erfolg!

1. Uberpriifen Sie folgende Reihen auf Konvergenz:

@3-, ONE O i

2. Die Funktion f : (a,b] — C sei stetig. Es existiere der Grenzwert lim f(z) = A € C.

x—a—+0

Ist f: (a,b] — C gleichméafig stetig?

3. Entwickeln Sie die Funktion f(z) = — in eine Potenzreihe um den Entwicklungs-
I’ u—

punkt o = 1 und bestimmen Sie deren Konvergenzradius.

[e.o]

2 n
4. Fiir welche x € R konvergiert die Reihe Z % ?
n=0

5. Berechnen Sie

%
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(b) lim
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(©) /2 h xé—;lwdx.

dx,

Bitte wenden!



6. Bestimmen Sie den kleinsten und grofiten Wert der Funktion
f:Q=R, (z,y)— 2y —2x+4y+3,

wobei Q = {(z,y) eR?*: 0<x<1,0<y<2} sei
7. (a) Was versteht man unter punktweiser bzw. gleichméfiiger Konvergenz von Funktio-
nenreihen? Welche Beziehungen bestehen zwischen diesen beiden Begriffen?

(b) Ermitteln Sie die Fourierreihe der 2m-periodischen Funktion f : R — R, fiir die gilt

f(z) = {0 cx € [—m,0)

r rxellm).

(c¢) Geben Sie die Summe dieser Reihe in Abhéngigkeit von = € [—m, 7] an. Auf welchen
Intervallen [a, b] C [—7, 7| konvergiert die diese Reihe gleichméfig?

(TL )2an

|
(2 I konvergiert.
n)!

(Z) Untersuchen Sie, fiir welche a > 0 die Reihe Z
n=1

Punktbewertung der einzelnen Aufgaben:
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Musterlosungen

. (a) Aus 5l < 5w ,n €N, und Sp— folgt, dass <5% — 1) eine monotone Nullfolge
n=1

ist. Das Leibniz-Kriterium liefert Konvergenz der Reihe.

(b) Wir wenden das Quotientenkriterium an und erhalten

(n+1)7 3 1 1\’ 1
A Z) — Z <1
g o3 Ty 3=

so dass die Reihe konvergiert.

fy3n2-5 143 -5
nl(;; n‘? 7 105 2+ l:ﬂ 100 # 0 ist das notwendige Konvergenzkri-

terium verletzt. Die Reihe divergiert.

~ flz) : x€(a,b]

(c) Wegen

. Ja, denn die Funktion f(z) := 1 ist auf dem kompakten Intervall
D or=a
[a, b] stetig und somit (auf jedem Teilinterval I C [a,b]) gleichméBig stetig.
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Der Konvergenzradius ist 2, was sowohl aus der Herleitung als auch aus
W 1 (=) 1.,./1 (=1)» 1
= — — _ s —
2”+1+ 4n+1 2 2+ 4.2n 2

. Wegen {/ ”2—*;2 = % vn+2 — % ist der Konvergenzradius der Reihe gleich 2. Fiir x =

+2 ist das notwendige Konvergenzkriterium verletzt (die Glieder der Reihe bilden keine
Nullfolge). Die Reihe konvergiert also fiir —2 < x < 2.

folgt.

. (a) Die Substitution ¢ = sinz liefert

5 1 ) 9 91 9
2cosx\/1—sinxd:n:/ (1—t)2dt = {—g(l—t)g] =3
0

0

(b) Aus
[ [t [TIL Lo L
n x? n 2 Tln n 2n 2n
2n _:
folgt lim 1112x dr =0
n—00 T



(c) Aus

r—1 A B N C  Al+1P?+Bx(z+1)+Cx
x(x +1)? r z+1 (x+4+1)? x(x +1)2
(A+B)x?+ (2A+B+C)x+ A
x(z+1)2
folgt A=—-1, B=1,C = 2. Somit ist
| 2 1% s+l 2 1° 2
/2 mdaﬁ: —ln;z:—i—ln(:/z:—l—1)—:L_—_i_J2 :[ln . _x—i-lL :§—ln§.

. Die Funktion f(z,y) hat keinen stationdren Punkt in 2. Auf den Seiten des Rechtecks

ist f affin linear, so dass Maximum und Minimum auf jeden Fall in den Eckpunkten des
Rechtecks angenommen werden. Das Maximum ist gleich 11 = f(1,2), das Minimum
gleich 1 = f(1,0).

(a) Sind (X, d;) und (Y,dz) metrische Rédume sowie 2 C X, so konvergiert eine Folge
von Funktionen f, : € — Y auf 2 gleichméfig gegen f : 0 — Y , wenn fiir jedes € > 0
ein ng € N existiert, so dass da(f,.(z), f(z)) < € fiir alle z € © und alle n > ng gilt. Unter
punktweiser Konvergenz auf ) versteht man 7}1_)1210 fo(z) = f(x) fir alle x € 2. Aus der

gleichméfligen Konvergenz folgt die punktweise Konvergenz.

(b) Fiir die Koeffizienten der Fourierreihe

% + Z [an, cos(nx) + by, sin(nz)]

n=1
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und fiir n > 1 mittels partieller Integration

erhilt man

1 [ 1 I
a, = —/ x cos(nz) dr = — [z sin(nz)]; — —/ sin(nzx) dx
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= — [cos(nx)|g = -

sowie
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b, = —/ xsin(nz) de = —— [z cos(nz)] + —/ cos(nz) dx
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¢) Die Summe der Reihe ist gleich f(z) fiir —7m < x < 7 und gleich T fir © = +7. Da
2

die Funktion bzw. ihre Ableitung in x = 4+ und x = 0 Sprungstellen haben, konvergiert
die Fouriereihe gleichméflig auf jedem Intervall [a,b] C (—m,0) und [a,b] C (0, 7).

| 2.n " 1

Mit der Bezeichnung a, = M erhalten wir 22 — 2 i T 2 _. g, so dass die
(2n)! an n+sg 4 4

Reihe fiir 0 < a < 4 konvergiert und fiir o > 4 divergiert. Da der Quotient G+l i Fall

an
a = 4 stets grofler 1 ist, divergiert die Reihe auch fiir o = 4.



