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Kapitel 1

Zahlenkorper

1.1 Bezeichnungen und Vereinbarungen

Der Begriff der Menge ist ein grundlegender in der Mathematik, den wir nicht definieren kénnen.
Wir kénnen ihn nur erklidren, und das tun wir wie folgt:

Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung wohldefinierter Objekte.

Diese Objektte nennt man Elemente der Menge. Als Bezeichnung von Mengen nehmen wir
hiufig grofe lateinische Buchstaben. (Das ist aber kein Gesetz.) Zur Beschreibung einer Menge
verwenden wir geschweifte Klammern. Oft wird dabei von einer Grundmenge G ausgegangen
und eine Menge A als die Menge der Elemente von G definiert, die gewisse Eigenschaften &1,
&y, ... erfiillen, z. B.

A = {z € G : z hat die Eigenschaften & und &} .

Bezeichnungen:

e N:={1,2,...} - die Menge der natiirlichen Zahlen ohne die Null
e Nyp:={0,1,2,...} - die Menge der natiirlichen Zahlen mit der Null
e 7Z:={0,£1,£2,...} - die Menge der ganzen Zahlen

Relationen zwischen Mengen:

¢ ACB <=4t (€A = a€B) <= (a€ BVacA)
e A=DB <—ge (ACBundBCA)

e Mit () bezeichnen wir die leere Menge. Es gilt () C A fiir jede Menge A .
Operationen mit Mengen:
e AUB:={z:x € Aoder x € B} - die Vereinigung zweier Mengen
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8 KAPITEL 1. ZAHLENKORPER

e ANB :={z:2 € Aund z € B} - der Durchschnitt zweier Mengen

e A\ B:={z:2 € Aund z ¢ B} - die Differenz zweier Mengen

e Ax B:={(x,y) :x € Aund y € B} - das Kreuzprodukt zweier Mengen
o A" :={(x1,22,...,2p) ;€A j=1,...,n} ,n=2,3,...

. U Ay i ={x:Ja €T mit x € A,} - die Vereinigung beliebig vieler Mengen
ael

Im Fall Z = {1,...,n} schreiben wir auch U Ay, statt U Ag, im Fall Z = N auch

k=1 ke{l,...,n}
o
U A,, statt U A,
n=1 neN

o ﬂ Ay ={x:2 € Ay Va € T} - der Durchschnitt beliebig vieler Mengen
a€l

Im Fall Z = {1,...,n} schreiben wir auch ﬂ Ay, statt ﬂ A, im Fall 7 = N auch

k=1 ke{l,..,n}
o
ﬂ A,, statt ﬂ A,
n=1 neN

Weitere Bezeichnungen:

e #A - Anzahl der Elemente der Menge A, falls A nur endlich viele Elemente enthélt
e P(A):={B: B C A} - Potenzmenge der Menge A, z.B. P({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}}

Yy n
° x,yeZ,xﬁy:Zak ::ax+ax+1+...+ay,z.B.Zak:a1+a2+...+an

k=x k=1
Yy n

e yel,x<uy: Hak = QpQgy1 - Gy, 2.B. Hak:alag-uan
k=x k=1

1.2 Die Korper der rationalen und der reellen Zahlen

Wir gehen davon aus, dass uns die Menge Z der ganzen Zahlen mit den Operationen der Addition
und der Multiplikation sowie der Ordnungsrelation bekannt ist.

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist die Menge aller geordneten Paare (m,n) mit m € Z
und n € N. Eine rationale Zahl (m,n) schreiben wir auch in der Form 2%, wobei m Zahler und
n Nenner dieser rationalen Zahl genannt werden. Fiir (m, 1) € Q schreibt man auch nur m. In
diesem Sinne gilt Z C Q. Zwei rationale Zahlen (mi,n;) und (mgo,n2) werden identifiziert (in
Zeichen: (my1,m1) = (mg,n9)), wenn ming = meong gilt. Die Addition und die Multiplikation
zweier rationaler Zahlen sind wie folgt erklért:

mi M2 many gy My im

ny n2 nin2 ’ ny n2 nin2
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(Das Multiplikationszeichen wird meistens nicht geschrieben. Aufierdem treffen wir die Vereinba-
rung, dass “Punkt”-Rechnung vor “Strich”-Rechnung geht, um die Anzahl der zu schreibenden
Klammern moglichst klein zu halten.) Unter Verwendung der Ordnungsrelation in der Menge
der ganzen Zahlen definieren wir

mi ma
— < — <def MN2 < Monjy.
n n2

Fiir a,b € Q schreiben wir auch a < b, falls a < b oder a = b gilt.

Die Menge Q der rationalen Zahlen, versehen mit den erklirten bindren Operationen der
Addition und Multiplikation und obiger Ordnungsrelation hat nun u.a. folgende Eigenschaften:

(Al) a+b=0b+a Va,be Q- Kommutativitit der Addition

(A2) a+ (b+c¢)=(a+b)+cVa,b,c € Q - Assoziativitit der Addition

(A3) a+0=aVYae€ Q - Existenz einer Null (neutrales Element beziiglich der Addition)

(A4) Vae Q Ibe Q mit a+ b =0 (in Zeichen: b = —a) - Existenz der entgegengesetzten Zahl

(M1) ab =ba Va,b € Q - Kommutativitit der Multiplikation

(M2) (ab)c = a(bc) Ya,b,c € Q - Assoziativitidt der Multiplikation

(M3) al =aVaeQ,1+#0 - Existenz einer Eins (neutrales Element bzgl. der Multiplikation)

(M4) Ya e Q\ {0} 3b € Q mit ab=1 (in Zeichen: b = 1 = ¢~!) - Existenz der inversen Zahl
(D) a(b+c¢) = ac+ac Va,b,c € Q - das Distributivgesetz (Vereinbarung: “Punkt vor Strich”)

(O1) Fiir beliebige a,b € Q gilt genau eine der Aussagen a <b,a=0b,b<a.

(02) Aus a,b,c € Q, a<bund b < c folgt a < ¢. (Transitivitdt der Ordnungsrelation)
Fiir a < b bzw. a < b schreibt man auch b > a bzw. b > a. Weiterhin vereinbart man
a 1 1
a—b:=a+(-b) und E::ag:ab . (1.1)
Folgerung 1.1 Ausa,be Q,a<bundb<a folgta=>b.
Bemerkung 1.2 Fira =2 ¢ Q\ {0} gilt offenbar a™* = 2,

Die Eigenschaften (auch Axiome genannt) (A1)-(A4), (M1)-(M4) und (D) besagen, dass (Q, +,-)
ein Kérper ist. Wegen (O1) und (02) ist (Q, <) eine geordnete Menge. Man nennt nun
(Q,+, -, <) einen geordneten Korper, weil noch folgende zwei Axiome erfiillt sind:

(03) Aus a,b,ce Qundb<cfolgta+b<a+c.

(04) Aus a,b € Q,0<aund 0 < b folgt 0 < ab.
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Fiir beliebiges a € Q setzt man a® = 1 und definiert fiir n € N
a" =a" la sowie, falls a £ 0, o "= (a_l)n .
Offenbar gelten dann fiir beliebige a,b € Q und m,n € Z die Potenzgesetze
(ab)" =a"b", a™a" =a™™" und (a™)" =a™". (1.2)

Satz 1.3 Die Aziome (Al) — (A4), (M1) — (M4) und (D) implizieren folgende Rechenregeln
fiir beliebige a,b,c € Q:

(a) Esist a+b=a+ c dquivalent zu b = c. Insbesondere folgt aus a +b = a stets b =0, so
dass es nur ein neutrales Element beziiglich der Addition gibt.

(b) Esista+b=0 dquivalent zu b= —a. Also ist die entgegengesetzte Zahl zu einer gegebenen
Zahl eindeutig bestimmd.

(¢) Es gilt —(—a) =a.

(d) Fiir a # 0 ist ab = ac dquivalent zu b = c. Insbesondere folgt aus ab = a stets b =1, so
dass es nur ein neutrales Element beziiglich der Multiplikation gibt.

1

(e) Es ist ab = 1 dquivalent zu b = a™, so dass die inverse Zahl zu einer gegebenen Zahl

eindeutig bestimmt ist.
(f) Fiira #0 gilt (a_l)_l =a.
(g9) Es gilt 0a =0 fiir allea € Q.
(h) Aus a#0 und b+# 0 folgt ab # 0.

(1) Es gilt (—a)b = —(ab) = a(=b) und (—a)(—b) = ab.
Mit der in (1.1) vereinbarten Schreibweise erhalten wir also
a(b—c)=alb+ (—¢)] = ab+ a(—c) = ab+ (—ac) = ab — ac.
Satz 1.4 Fiir beliebige a,b,c € Q gelten (wie in jedem geordneten Korper) folgende Regeln:

(a) Die Ungleichung 0 < a ist dquivalent zu —a < 0.
(b) Ist 0 < a, so ist ab < ac dquivalent zu b < c.
(¢) Ist a <0, so ist ab < ac dquivalent zu ¢ <b.
)
)

(d) Aus a # 0 folgt 0 < a®. Insbesondere gilt 0 < 1.
(e) Die Aussage 0 < a < b ist dquivalent zu 0 < b~ < a™!.

Folgerung 1.5 Der geordnete Korper der rationalen Zahlen ist in sich dicht, d.h., fir beliebige
a,b € Q mit a <b existiert ein c € Q, so dass a < c < b gilt.
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Sind (M, <) eine geordnete Menge und A C M nicht leer, so schreiben wir = min A bzw.
y=max A, fallsz€e Aundzr<aVa€e Abzw.y € Aund y > a Va € A gilt.

Ein Element a € M nennt man obere Schranke (bzw. untere Schranke) der nichtleeren
Menge N C M, wenn = < a (z > a) fiir alle z € N gilt. Die Menge aller oberen (bzw. unteren)
Schranken von N bezeichnen wir mit N, (bzw. N,,).

Definition 1.6 Man nennt N nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt, falls N, # () (bzw.
N, # 0) gilt. Das kleinste Element in N, , falls dieses existiert, wird Supremum von N (in
M) genannt (in Zeichen: supy; N ). Entsprechend heifst das grifite Element in N, , falls dieses
existiert, Infimum von N (in M) (in Zeichen: infyr N ).

Eine Menge, die sowohl nach oben als auch nach unten beschrénkt ist, nennt man beschrinkt.

Beispiel 1.7 Es gibt keine rationale Zahl a, fir die a®> = 2 gilt. Mehr noch, die Zahlen
. 2 : . 2
SupQ{aGQ.a>0unda <2} und 1an{a€Q.a>0unda >2}

existieren nicht, obwohl die erste Menge nach oben und die zweite nach unten beschrdnkt sind.

Die erste Aussage beweist man indirekt, indem man annimmt, dass es teilerfremde natiirliche
Zahlen m,n € N mit a = M ind a? = 2 gibt. Aus der letzten Gleichung folgt aber, dass dann

n
sowohl m als auch n gerade Zahlen sind, im Widerspruch zur angenommenen Teilerfremdheit.

2 _ 2
IstnuanA::{ae@:a>0unda2<2},sosetzenwirq:p—l— 2+p . Es folgt ¢ > p
p
und
2 (2+2p)2_4+8p+4p2
! @+p?  2+pP
24+4p+p*) +2p2 -4 2(2+p)? —2(2-p?)
(2+p)? (2+p)?
2(2 — p?
— 2_(7]92)<2’
(2+p)

also ¢ € A. Somit haben wir gezeigt, dass max A nicht existiert. Analog zeigt man, dass es in
B = {a €Q:a>0und a® > 2} kein kleinstes Element gibt. Mit C := {r € Q :r <0} folgt
Q= AUBUC. Wir schlussfolgern, dass B = A, und AU C = B, gilt, aber weder supg A =
min A, noch infg B = max B,, existieren.

Definition 1.8 Man sagt, dass eine geordnete Menge M die Supremumseigenschaft hat bzw.
vollstandig ist, wenn fiir jede nichtleere Menge N C M , die nach oben beschrinkt ist, sup,; N
existiert.

Das Beispiel 1.7 zeigt, dass die Menge der rationalen Zahlen nicht vollstindig ist.

Satz 1.9 Besitzt M die Supremumseigenschaft und ist N C M mnicht leer und nach unten
beschrinkt, so existiert s = supy; NV, , und es gilt infyr N = s.
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Satz 1.10 Es gibt einen geordneten Korper (R,+,-,<) (den Korper der reellen Zahlen), der
den geordneten Kérper (Q,4+.-,<) der rationalen Zahlen als Unterkirper enthdlt, die Supre-
mumseigenschaft besitzt und (im Sinne der Mengeninklusion) die kleinstmdgliche Erweiterung
von (Q,+, -, <) zu einem vollstindigen geordneten Korper ist.

Fiir supg bzw. infr schreiben wir kurz sup bzw. inf . Ist A C R nicht leer, so gilt offenbar
x = sup A (bzw. y = inf A) genau dann, wenn = > a (bzw. y < a) fiir alle a € A gilt und
fiir jedes € > 0 ein a. € A mit a. > x — ¢ (bzw. a: < y + ¢) existiert. Sind A C R nach
oben (bzw. unten) beschriankt und B C A, so sieht man leicht, dass dann sup B < sup A (bzw.
inf B > inf A) folgt.

Bemerkung 1.11 Die Aussagen der Sitze 1.3 und 1.4 bleiben also giiltig, wenn man Q durch
R ersetzt.

Abkiirzend verwenden wir folgende Bezeichnungen fiir gewisse Teilmengen von R, wobei a,b € R
und a < b vorausgesetzt wird:

1. (a,b) :={z € R:a <z < b} - offenes Intervall,

2. [a,b] :={z € R:a <z <b} - abgeschlossenes Intervall,

3. [a,b) :={x €eR:a<z<b}, (a,b]:={x € R:a <z <b} - halboffene Intervalle,
4. la,+o0):={z eR:2>a}, (a,+0) ={x eR:2z>a},

5. (—o0,al i ={xeR:x<a}, (—0,a):={xreR:z<a}.

Fiir R schreiben wir manchmal auch (—oo, +00) . Mit Ry bezeichnen wir die Menge der positiven
reellen Zahlen, Ry :={x € R: 2 > 0} = (0,00).

Satz 1.12 (Archimedes’sches Prinzip) Zu jedem x € R existiert einn € N mitn > x.
Folgerung 1.13 Fiir jedes € > 0 existiert ein n € N mit % <e.

Folgerung 1.14 Es sei A C R nicht leer. Dann gilt x = sup A genau dann, wenn x > a fir
alle a € A gilt und fiir jedes n € N ein a, € A mit a, > ¢ — % existiert. Eine analoge Aussage

gilt fiir inf A .

Satz 1.15 (Wohlordnungseigenschaft der natiirlichen Zahlen) Jede nichtleere Teilmen-
ge M C N der geordneten Menge der natiirlichen Zahlen besitzt ein kleinstes Element.

Bemerkung 1.16 Analog gilt, dass jede mach unten beschrinkte Teilmenge der geordneten
Menge der ganzen Zahlen ein kleinstes Element besitzt.

Satz 1.17 Fiir beliebige x,y € R mit x < y existiert ein ¢ € Q mit x < q < y. Insbesondere ist
also der Korper der reellen Zahlen in sich dicht.
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In gewissen Situationen ist es sinnvoll, die Menge der reellen Zahlen (die reelle Zahlengerade)
durch die zwei Symbole —oo und 400 zu ergénzen. Neben der bekannten Ordnung in R vereinbart
man dann —oo < z < +oo fiir alle z € R. Ist A C R nach oben (bzw. unten) unbeschrinkt, so
setzt man sup A = +oo (bzw. inf A = —o0). Damit hat jede nichtleere Teilmenge der erweiterten
Zahlengeraden ein Supremum und ein Infimum. Obwohl die erweiterte Zahlengerade kein Korper
ist, sind folgende weitere Vereinbarungen sinnvoll:

1. z—oc0o=—-0, x4+0=400, VzeR,
=0 VzeR,
3. z-(—00)=—00, x-(+00)=400 VzeR,,

4. z-(—00) =400, z-(+o0)=—-00 VreRmitz<O0.

In einem solchen Zusammenhang nennt man die x € R endliche reelle Zahlen. Oft schreibt man
fiir +o00 auch einfach nur co.

Der Betrag |z| einer reellen Zahl z € R ist erklért durch

] = r : x>0,
Tl —x : z<0.

Offenbar sind |z| < y bzw. |z| <y dquivalent zu —y < x < y bzw. —y < x < y. Ferner gilt die
Dreiecksungleichung
[z +yl <le[+yl, =yeR, (1.3)

aus der man die Ungleichung
Izl = [yl| <l —yl, @yeR, (1.4)

schlussfolgern kann.

Wir bemerken, dass fiir n € N und 0 < a < b gilt o’ < "™ und
V' —a"=(b—a) ("N +ab" P+ .+ ba" P+ a") < (b—a)nb" .

Auflerdem haben wir fiir n € Ny, m € N und a > 1 die Ungleichung a™ < a™*™.

Satz 1.18 (Existenz der n-ten Wurzel) Flir jedes x € Ry und jedes n € N gibt es genau
1

einy € Ry mit y* =z (in Zeichen: y = Yz = xn).
Sind a,b € Ry, n € Nund m € Z, so folgen mit o := aw und 8= bw aus den Potenzgesetzen
(1.2) die Beziehungen

(af)*=a"B"=ab und a™ = (™)™ = (™))",

also die Gesetze
1.1 1 1 1\m
arnbn = (ab)» und (a™)n = (az) .

Die Zahl z¥ kann nun fiir beliebige x € Ry und y € R in folgenden Schritten definiert werden:
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1

1 1
1. Fir p = Z’;”—ll = %, mj € Z,n; € N, gilt (™)™ = (2™2)"2 , so dass die Definition

abl = (wm)% fir p= e Q
n
korrekt ist. Es folgt
(zy)P = aly?, aPat =2l (aP)?=2P Va,yeRy, VpgeQ.  (L5)

1 1
AuBerdem ist offenbar 0 < a < b dquivalent zu 0 < a» < b» , woraus

0<a<b<<= 0<d’ <’ VpeQy:={¢ecQ:q>0} (1.6)
. . .. mip Mg
folgt. Weiterhin gilt Fiir x > 1 und py = — < — =pso, mq,mo,n € N
n n

1\ 1\ M2
Pt = (xn) < (a:n> = gP?

also 2Pt < P2 fiir p; € Q4 und p; < p2 sowie x > 1. Diese Uberlegungen lassen sich aber
auch auf die Fille m; < mo < 0 und my < 0 < mgy iibertragen. Aulderdem kann dabei
eine der Zahlen m; oder my gleich Null sein. Wir erhalten somit

Pt <aP? Va>1, Vpi,pe € Q:pp < po. (1.7)

2. Setzen wir A(z,y) = {2 : p € Q und p <y} , so gilt fiir z > 1 und y € Q die Beziehung
z¥ = supg A(x,y), so dass diese Gleichung als Definition fiir 2¥ fiir beliebige € Ry mit
x > 1 und y € R sinnvoll ist.

3. Fir0 <z <1 und y € R setzen wir z¥ = (a;_l)_y .

Die Potenzgesetze (1.2) bleiben giiltig:

(ry)? = 2%y*, 22" =2t und (%) =2, z,y€R,, z,w eR. (1.8)
Ferner gilt
¥t < x¥? fur x> 1und y1 < yo (1.9)
sowie
o <y fir 0<z; <zoundy>0. (1.10)

Hier noch ein paar Anregungen zum Uben:

1

1
1. Man zeige, dass fiir a € Ry und m,n € N gilt <a%) " = awm .

Zur Losung: Sei b = awn . Dann ist @ = b"" = (™))" und somit an = b™. Es folgt
1

(a%>m :b:aﬁ.

2. Man beweise die zweite und die dritte Beziehung in (1.5). (Die erste Beziehung wurde in
der Vorlesung bewiesen.)

mi

Zur Losung: Seien x € Ry und p= "1, ¢ = =2 € Q. Es folgt

2Prd = (ajml)% (xmz)% — (xmlxm2)% — (xm1+m2)% =

mqi+mg
n

— Pt

und
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3. Es seien r,z,w € R und r < z + w. Dann existieren p,q € Q mit p < 2z, ¢ < w und
r<p+gq.

Zur Losung: Nach Satz 1.12 existiert ein n € N mit n > —2— . Es folgt

Z+w—r

(-a) ()
r<lz—-——)t+lw—— | <z+w.
n n

Es bleibt Satz 1.17 anzuwenden.

4. Es seien r,z,w € R und r < zw . Dann existieren p,q € Q mit p < z, ¢ < w und r < pq.
Zur Losung: Nach Satz 1.12 existiert ein n € N mit n > 2% Es folgt

Zw—r "

1 1 1
r<zw—(z+w)—<|z——)|w——)<:zw.
n n n

5. Man beweise (1.8). (Die Beziehungen (1.5), (1.6) und (1.7) sind bewiesen.)

Zur Losung: Sei x > 1. Aus (1.5) folgt zPz? = 2P*9, p,q € Q, so dass xPx? < z*T% fiir
alle p,g € Q mit p < 2z, ¢ < w. Es folgt x%2¥ < 2*Tv.

Annahme: z7z% < 2%,

Dann existieren r,p,q € Q mit p < 2z, ¢ < w und z°z¥ < 2" < 2Pt < ¥tV (vgl. 3.).
Widerspruch, da nach Definition 2PT4 = P29 < 2°2V .

Fiir 0 < z < 1 folgt aus dem bereits Bewiesenen und nach Definition

et = () (@) @) T e
Sei x > 1. Fiir p,q € Q mit p < z, ¢ < w folgt (zP)? = 2P? < 2** . Es folgt (2#)? < 2#*
V¢ € Q mit ¢ < w und somit (z%)" < x*V.
Annahme: (z%)" < 2*".
Dann existieren r,p,q € Q mit p < z, ¢ < w und (%) < 2" < 2P? < 2 (vgl. 4.).
Widerspruch, da nach Definition 2?4 = (2P)? < (2*)" .
Fir 0 < x < 1 folgt aus dem bereits Bewiesenen und nach Definition

w

(%)Y = [(m_l)_z} = (a;_l)_zw =",

Wir beweisen nun noch die erste Beziehung in (1.8). Wir betrachten zuerst die Situation
x>1,y>1.Fir peQund p < z folgt

(zy)? = 2Py <sup{z?:qeQ, ¢ < z}-sup{z?:qeQ, ¢ <z} = z°y*

und somit (zy)* =sup{(zy)?:q € Q, ¢ < z} < z*y*.

Annahme: (zy)* < 2%y*.

Dann existiert ein n € N mit (zy)* < (2° — 1) (y* — 1) < 2*y* (vgl. Beweis von 4.) Somit

existiert aber auch ein p € Q mit z* — % < 2P und y* — % < yP. Es folgt (xy)? < aPyP =
(xy)P . Widerspruch, da nach Definition (xzy)? < (zy)* fir p € Q mit p < z. Also gilt
(zy)* = a"y*.

Seinun 0 < oz < 1,y > 1. Aus 2%2%¥ = 2*t¥ folgt 2°2~% = 1. Nach dem bereits
Bewiesenen folgt
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- im Fall zy > 1: 27 %(zy)* = (:E_l)z = (x_lajy)z = y?, also
(zy)* = a"a " (2y)* = 27y,
- im Fall 0 < 2y < 1: y*(zy)* =y~ * ( _lx_l)_z = (a:_l)_z = %, also
(zy)* =y “(zy)y" = 27y
Sind 0 <z < 1und 0 <y <1, so erhalten wir uas dem bereits Bewiesenen

(xy)z — (.Z'_ly_l)_z — (x—l)_z (y—l)_z — xzyz )

Satz 1.19 (Logarithmus) Fir jedes a € Ry \{1} und jedes x € Ry existiert genau einy € R,
so dass a¥ = x gilt (in Zeichen: y =log, ).

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall a > 1 und definieren A := {w € R: a" <z} . Fiirn € N
gilt a” —1=(a—1)(a" ' +a"2+...+a+1)>n(a—1) und somit

a">1+n(a—1). (1.11)

Nach Satz 1.12 existiert ein m € N mit m > - und somit a™ > 1+ m(a —1) > z. Es

a J—
folgt a®* > a > x Vz > m. Also ist m obere Schranke der Menge A. Wir setzen y := sup A
und zeigen, dass a¥ = z gilt. Annahme: a¥ < x. Es folgt 1 <t := za™Y. Wiederum nach Satz
—1
1.12 existiert ein n € N mit n > (tl—l Ausa—-1>n (a% - 1) (vgl. (1.11)) ergibt sich dann

1 a—1
an <

11 <t=axa"¥. Wir schlieBen a¥+» < x, also y + 1 € A im Widerspruch zu
Y= Sup;lz. Wire a¥ > x, so wiire =¥ < 7!, und wie oben wiirde ei?l m € N existieren, so dass
a V" < 27! und somit @~ > z. Dies wiirde aber Yy — 1 ¢ A bedeuten. Wegen (1.9) steht
auch das im Widerspruch zu y = sup A. Aus (1.9) ergibt SiTCr}Ll auch die Eindeutigkeit von y .

Es sei nun 0 < a < 1. Nach dem bereits Bewiesenen existiert genau ein z € R, so dass
(a_l)z =z.Esfolgta™*=x,alsoy=—=z. O

1.3 Das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion

Satz 1.20 Hat eine Teilmenge M C N der Menge der natiirlichen Zahlen die zwei Eigenschaf-
ten, dass 1 € M gilt und dass ausn € M folgtn+1€ M , so ist M =N.

Folgerung 1.21 (Beweisprinzip der vollstindigen Induktion) FEine Aussage P(n) ist ge-
nau dann fir alle n € N wahr, wenn P(1) wahr ist und wenn aus der Giiltigkeit der Aussagen
P(1),...,P(k), k € N, die Giiltigkeit von P(k+ 1) folgt.

Beispiel 1.22 (Bernoullische Ungleichung) Fiir beliebiges reelles x € (—1,0) U (0,00) und
beliebiges n € N\ {1} gilt
1+2)">14+nx.
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Beispiel 1.23 Der Versuch, die Ungleichung
1~2-3~...~(2n—1)< 1
1-2-4-...-(2n) NN

mittels vollstandiger Induktion zu beweisen, scheitert. Stattdessen gelingt es, die Giiltigkeit der
schirferen Ungleichung

neN

1-2:3-...-(2n—1) 1

1.12
21 vt N (1.12)

auf diese Weise zu zeigen.

1.4 Der Korper der komplexen Zahlen

Wir beschreiben hier den Korper der komplexen Zahlen, der sich als eine Erweiterung des
Korpers der reellen Zahlen herausstellt, aber nicht geordnet werden kann.

Definition 1.24 Die Menge C der komplexen Zahlen ist die Menge aller geordneten Paare (x,y)
reeller Zahlen x,y € R, d.h. C = {(z,y) : ,y € R} = R x R = R%. Dabei werden zwei kompleze
Zahlen (x1,y1) und (x2,y2) genau dann als gleich angesehen, wenn x1 = x9 und y3 = yo gilt.
Ferner definieren wir die Addition und die Multiplikation komplexer Zahlen durch

(w1,y1) + (22,92) := (21 + 22,91 + ¥2)

und
(z1,y1) - (22, 2) := (x122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1) -

Satz 1.25 (C,+,-) ist ein Kdrper mit der Null (0,0) und der Eins (1,0).

Geometrisch kann man also die Menge der komplexen Zahlen auch als Punkte der Ebene R?
auffassen, weshalb C auch Gauf3sche Zahlenebene genannt wird. Die Menge {(z,0) : z € R} C
C konnen wir mit der Menge R der reellen Zahlen identifizieren, weil (z,0) + (y,0) = (x + y,0)
und (z,0)(y,0) = (zy,0) gilt. Wir schreiben deshalb fiir die komplexe Zahl (z,0) einfach nur x
und betrachten in diesem Sinne R als Teilmenge der komplexen Zahlen C. Die komplexe Zahl
i := (0,1), die die Eigenschaft i> = —1 besitzt, nennt man imaginire Einheit. Ferner gilt
(,0)+(0,1)(y,0) = (z,y) , was wir nun auch in der Form (z,y) = x + iy schreiben kénnen. Wir
nennen Re z := x den Realteil und Im z := y den Imaginérteil der komplexen Zahl z = x + iy,
wobel z,y € R.

Beispiel 1.26 Die Menge aller Losungen z € C der Gleichung 2% + 1 = 0 ist gleich {i, —i} .

Die komplexe Zahl Z := x — iy nennt man die zu z = z + iy, z,y € R, konjugiert komplexe
Zahl. Es folgt 2z = 22 4+ y? € [0,00) . Die Zahl |z| := /22 + y? = v/2Z nennt man Betrag der
komplexen Zahl z = z + iy, x,y € R. Man sieht, dass |z| der Euklidische Abstand des Punktes
(x,) € R? vom Koordinatenursprung (0, 0) ist, woraus auch folgt, dass |z — w| der Euklidische
Abstand der den komplexen Zahlen z und w entsprechenden Punkte der Ebene R? ist.

Satz 1.27 Fiir beliebige komplexe Zahlen z und w gilt
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(a) z+tw=z+w,
(b) zw =

I\

w,
(c) 2Rez=2+4+7%,2ilmz=2—-7%,
Satz 1.28 Fiir beliebige z,w € C gilt

(a) |2| =0 < z=0,
(

b) [z] = |,

(d) max{Rez,Imz} <max{|Rez|,|Imz|} < |z|,

)
)
(©) [zw] = |z] - ],
)
)

(e

Beispiel 1.29 Sei T = {z € C: |z| = 1} der Einheitskreis der komplezen Zahlenebene. Fir
jedes z € T gilt 1+ 2| + |1 — 2> = 4.

|z +w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung).

Bemerkung 1.30 Aus der Dreiecksungleichung (Satz 1.28,(e)) folgt wie im Fall reeller Zahlen
die Ungleichung

12 = wl| < |z —wl, zwec. (1.13)

Beispiel 1.31 In der Dreiecksungleichung |z+w| < |z|+|w| steht fiir beliebige komplexe Zahlen
z und w mit w # 0 genau dann das Gleichheitszeichen, wenn = reell und nichtnegativ ist.

Beispiel 1.32 (Schwarz’sche Ungleichung) Fir beliebige komplexe Zahlen zj,w; € C und
beliebiges n € N gilt

Eine komplexe Zahl z = z + iy € C\ {0} kann man in der Form

z = |z] S A = |z|(cos ¢ + isin p)
E{IE

schreiben, wobei die reelle Zahl ¢ bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig bestimmt ist,
p€{po+2kn:kel}, ¢o€|-mm).

Man nennt ¢ ein Argument und ¢y den Hauptwert des Arguments der komplexen Zahl z
Die Darstellung z = r(cos ¢ + isin ) mit r = |z| wird auch trigonometrische Darstellung
der komplexen Zahl z genannt. Fiir das Produkt zweier komplexer Zahlen

2k = |zk|(cos pp +isingg), k=12,
ergibt sich dann die Formel
2122 = |z1] - |22] [cos(p1 + p2) +isin(pr + @2)] - (1.14)
Induktiv folgt hieraus die Formel von Moivre

(cosp +1isinp)" = cos(np) +isin(ny), ¢ eR, neZ. (1.15)
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Beispiel 1.33 Fiir gegebenes n € N hat die Gleichung

M=1 (1.16)
genau n verschiedene komplexe Ldsungen
2k 2k
elg") :cos—ﬂ—kisin—ﬂ, k=0,1,...,n—1.
n n

Diese n Zahlen nennt man n-te Einheitswurzeln. Sie sind gleichabstindig auf dem T wverteilt,
weshalb man die Gleichung (1.16) auch Kreisteilungsgleichung nennt.

Sind nun w = |w|(cos®y + isiny) # 0 eine gegebene komplexe Zahl und n € N, so hat die
Gleichung 2™ = w genau n verschiedene komplexe Losungen

2k 2
2= V| <Cos¢+niw+isinw>7 k=0,1,...,n—-1. (1.17)

1.5 Einige Formeln

Fiir ¢ € C\ {1} und n € Ny gilt die geometrische Summenformel
5 n . 1— qn+1
1_|_q_|_q _|_..._|_q":Zq :71—q . (1.18)
k=0
Fiir z € C und k € Ny definiert man den Binominalkoeffizienten
1 k=0,

@: Z<Z—1ij2"<f;’“+“ . k>0,

Im Fall z=n € Nund k € {0,1,...,n} ist dieser gleich

(1) = m

wobei 0! =1 und k! = (k— 1)!k fiir k € N. Fiir z € C und k € N gilt

WG -C) 19

Hieraus leitet sich im Fall z=n € Nund k € {0,1,...,n} das Pascal’sche Dreieck ab:
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Fiir beliebige Zahlen a,b € C und beliebiges n € N gilt nun die binomische Formel

(a+b)" = f: (Z) ak ok (1.20)

k=0

Fiir den Spezialfall n = 2 erhélt man
(a+b?=a*+2ab+1?
oder auch (b durch —b ersetzen)
(a—b)2=a>-2ab+b.

Aus der letzten Gleichung folgt fiir beliebige a, b € R unmittelbar die Ungleichung 2a b < a?4-b?,
die man im Fall a - b > 0 auch in der Form

+2>2 (1.21)

SalS
SRS

schreiben kann. Aus (1.20) erhélt man fiir a = 1 und b = z € C die Formel
(1+2)" = Zn: <”> o (1.22)
k
k=0
Die binomische Formel (1.20) ist ein Spezialfall (p = 2) der polynomischen Formel
n n! ki ko kp
(a1 +az+---+ap)" = Z T % A cap (1.23)

Telkol - Fo)|
(k1, ko, ... ky) € NP v
ki+ky+ - +ky=n

die fiir beliebige Zahlen a1, ..., a, € C und beliebige p,n € N gilt.



Kapitel 2

Abbildungen und metrische Riume

2.1 Abbildungen, Relationen, Miachtigkeit von Mengen

Es seien A und B zwei nichtleere Mengen. Unter einer Abbildung oder Funktion
f:A— B, aw f(a)

von A nach B verstehen wir eine Vorschrift, die jedem a € A genau ein b € B mittels der
Vorschrift b = f(a) zuordnet. Dabei heifit b Bild von a unter der Abbildung f, a Urbild von b
beziiglich der Abbildung f. Ist M C A, so nennt man

f(M):={be B:Ja€ M mit f(a)=>b} ={f(a) :a € M}

das Bild der Menge M unter der Abbildung f. Die Menge f~}(N) := {a € A : f(a) € N}
nennen wir das (vollstindige) Urbild der Menge N C B unter der Abbildung f. Die Menge
{(a, f(a)) : a € A} heiBt Graph der Abbildung f .

Bemerkung 2.1 Es ist moglich, dass f~1(N) = () gilt, obwohl N nicht leer ist. Fiir das Urbild
einer einelementigen Menge vereinbaren wir die Schreibweise f~1(b) statt f~1({b}).

Beispiel 2.2 Die Abbildung idy : A — A, a — a, d.h. ida(a) = a fir alle a € A, ist die
identische Abbildung in A .

Beispiel 2.3 Fine Abbildung f : N — C nennt man Zahlenfolge und schreibt dafir auch
(2n) ey mit der Vereinbarung z, = f(n). Das Bild f(N) = {z, : n € N} ist nicht zu verwechseln
mit der Zahlenfolge (z,), %, !

n=1"*
Eine Abbildung f : A — B nennt man
- surjektiv, wenn f(A) = B gilt,
- injektiv, wenn aus aj,as € A und f(ay) = f(ag) stets a1 = ay folgt,
- bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

21
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Sind uns mehrere Abbildungen f: A — B, g: B — C und h: C — D gegeben, so kénnen
wir diese miteinander verkniipfen. Z.B. ist go f : A — C definiert durch (g o f)(a) = g(f(a))
Va € A. Fiir diese Verkniipfung gilt das Assoziativgesetz: ho(go f) = (hog)o f.

Satz 2.4 Fiir eine Abbildung f : A — B existiert genau dann eine Abbildung g : B — A mit
den FEigenschaften go f =ida und fog=idp, wenn f bijektiv ist.

Ist die Voraussetzung von Satz 2.4 erfiillt, so nennt man g : B — A die Umkehr- oder
inverse Abbildung bzw. Funktion zu f : A — B und bezeichnet sie mit f~!. Es gilt also
fYf(a)) =aVae€ Aund f(f~1(b)) =bVbe B.

Satz 2.5 Sind die Abbildungen f: A — B und g : B — C bijektiv, so ist auch gof : A — C
bijektiv, wobei (go f)™' = f~Log ! gilt.

Beispiel 2.6 Die Menge aller bijektiven Abbildungen der Menge {1,2,...,n} der ersten n
natirlichen Zahlen auf sich selbst, auch Permutationen der Ordnung n genannt, bezeichnen
wir mit Sy, . Wir verwenden dabei folgende Schreibweise: Fin o € Sy schreiben wir in der Form

/1234
77 \3124)"

was ausfihrlich geschrieben

bedeutet. Es gilt nun

Betrachten wir zusdtzlich

so erhalten wir

oL (rzsay (1234
7ol = 2431 peo=11342)"

[
O

was zeigt, dass die Verkniipfung i.a. nicht kommutativ ist, auch wenn der Bildbereich B mit

dem Urbildbereich A zusammenfdillt.

Definition 2.7 Zwei nichtleere Mengen A und B nennt man gleichméchtig, wenn eine bijek-
tive Abbildung f : A — B existiert (in Zeichen: A ~ B).

Beispiel 2.8 Die Menge N und die Menge der positiven geraden Zahlen sind gleichmdchitig.

Man nennt nun eine nichtleere Menge A

e endlich, wenn ein n € N existiert, so dass A ~ {1,2,...,n} gilt,
e unendlich, wenn A nicht endlich ist,

e abzihlbar, wenn A ~ N gilt,
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e iiberabzihlbar, wenn A weder endlich noch abzdhlbar ist,

e hochstens abzihlbar, wenn A endlich oder abzdhlbar ist.
Satz 2.9 Jede unendliche Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist abzdhlbar.

Die abzéhlbaren Mengen sind also die “kleinsten” Mengen unendlicher Méchtigkeit.

Man sagt, dass die Méchtigkeit der Menge A kleiner oder gleich der Méchtigkeit der Menge
B ist (in Zeichen: |A| < |BJ), wenn A gleichméchtig zu einer Teilmenge von B ist. Man kann
zeigen, dass aus |A| < |B| und |B| < |A| folgt A ~ B (Cantor-Bernstein’scher Aquivalenzsatz,
[1, Kapitel I, §6]).

Satz 2.10 Die abzihlbare Vereinigung abzdihlbarer Mengen ist abzihlbar.

Folgerung 2.11 Vereinigt man héchstens abzdhlbar viele hochstens abzihlbare Mengen, so er-
hdlt man eine hichstens abzihlbare Menge.

Folgerung 2.12 Sind A und B abzihlbar, so auch A x B.
Folgerung 2.13 Ist die Menge A abzdhlbar, so ist auch A™ fiir jedes n € N abzdhlbar.

Folgerung 2.14 Die Menge der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Satz 2.15 Die Menge D := {(xy), > : v, € {0,1} Vn € N} der Zahlenfolgen aus Nullen und
Einsen ist iberabzdihlbar.

Folgerung 2.16 Da die Menge {(zy),>, € D : 3k € N mit z,, =0 Vn > k} abzdihlbar ist, ist
die Menge der reellen Zahlen tiberabzdhlbar.

Wir erinnern an folgende Begriffe (vgl. Vorl. “Lineare Algebra und Analytische Geometrie”):
Unter einer Relation R auf einer nichtleeren Menge M versteht man eine nichtleere Teilmenge
R C M x M. Fiir z,y € M schreibt man xRy genau dann, wenn (z,y) € R gilt. Man nennt
eine Relation R C M x M

Eine Relation auf M wird Aquivalenzrelation genannt, falls sie reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist. Ist sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch, so spricht man von einer Ordnungs-
relation. Ist R C M x M eine Aquivalenzrelation, so definiert man fiir z € M die zugehorige
Aquivalenzklasse [z]g (oder auch nur mit [z] bezeichnet) als die Menge

[] :={y € M : (z,y) € R} .

Das Element 2 € M heifit Reprisentant der Aquivalenzklasse [z]. Es gilt nun:
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(A1) [z] = [y] & (z,y) € R.

(A2) [z] N[yl # 0 = [2] = [y].

(A3) Aus (A1) und (A2) folgt: Jedes € M liegt in genau einer Aquivalenzklasse. Man sagt:
Eine Aquivalenzrelation auf M erzeugt eine Zerlegung von M in paarweise disjunkte,
nichtleere Teilmengen, niamlich die Aquivalenzklassen. Eine solche Zerlegung wird auch
Partition von M genannt.

Es gilt auch die Umkehrung;:

(A4) Jede Partition P von M , d.h.

PcPM),0¢P, |JA=Mund ANB=0fir ABEP, A#B,
AeP

erzeugt eine Aquivalenzrelation R auf M , und zwar durch die Definition

TRy <=qef JA€EP: 2 € Aundy€ A.

Beispiel 2.17 Es sei N eine beliebige nichtleere Menge. Die auf M = P(N) \ {0} mittels
Definition 2.7 erklirte Relation A ~ B ist eine Aquivalenzrelation. Zu einer Aquivalenzklasse
gehdren dann jeweils die gleichmdchtigen Teilmengen der Menge N .

Beispiel 2.18 Die auf M = C definierte Relation (x1,y1) = (x2,y2) mit
(1,91) = (22,92) <=aet (21 < 22) oder (71 = x2 und y; < y2)

ist eine Ordnungsrelation. Die geordnete Menge (C, X) besitzt nicht die Supremumseigenschaft.

2.2 Metrische Riume, topologische Grundbegriffe

Definition 2.19 FEs seien X eine nichtleere Menge und d : X x X — [0,00), (z,y) — d(z,y)
eine Abbildung. Man nennt (X,d) einen metrischen Raum, wenn folgende Aziome erfiillt
sind:

(M1) d(z,y) =0 <= z =y,
(M2) d(z,y) =d(y,z) Va,y € X,
(M3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) Va,y,z € X .

Die Abbildung d : X x X — [0,00) nennt man dann Abstand oder Metrik. Die Elemente
x € X heiffen Punkte des metrischen Raumes (X,d) .

Beispiel 2.20 (C,d) mit d(z,w) = |z —w| und (C",d2), n € N, mit

dg((zl,. .. ,Zn), (wl, e

sind metrische Raume. Beachte: (C,d) = (C!,dy).
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Bemerkung 2.21 Ist Xg C X eine nichtleere Teilmenge des metrischen Raumes (X, d), so ist
auch (Xo,dp) mit dy = d|x,xx, (die Einschrinkung von d : X x X — [0,00) auf Xo x Xo)
ein metrischer Raum. Fiir (Xo,dy) schreiben wir auch einfach nur (Xo,d) und nennen (Xo, d)
einen Teilraum des metrischen Raumes (X, d) .

Sind also d und dy wie in Beispiel 2.20 definiert, so sind (R, d) und (R",d3), n € N, aber auch
([0,1),d), (R4+,d) oder (T,d) mit dem Einheitskreis T = {z € C: |z| = 1} metrische Rdume.

Im Weiteren sei (X, d) ein metrischer Raum. Mit U, (z) , wobei zp € X und € > 0, bezeichnen
wir die (offene) e-Umgebung des Punktes zg,

Us(z9) ={zx € X : d(z,x0) <€} .

Diese Menge wird auch (offene) Kugel mit dem Mittelpunkt xgp und dem Radius € genannt.
Die abgeschlossene Kugel mit dem Mittelpunkt zg und dem Radius € > 0 bezeichnen wir mit

Ke(xo) ,
’ K (x0) ={x € X : d(z,x0) < e} .

Sei A C X . Man nennt xg € X einen
e Beriihrungspunkt der Menge A, wenn AN U (zg) #0 Ve >0,

e isolierten Punkt der Menge A, wenn 3¢ > 0: ANU:(x9) = {x0} ,
e Hiufungspunkt der Menge A, wenn AN (Ue(aro) \ {xo}) £0Ve>0,

e inneren Punkt der Menge A, wenn Je¢ > 0: Ug(z9) C A.

Offenbar ist g € X genau dann Hiaufungspunkt der Menge A C X , wenn in jeder e-Umgebung
Ue(zp) unendlich viele Punkte von A liegen.

Mit A bezeichnen wir die Menge aller Beriihrungspunkte der Menge A - die AbschlieBung
von A, mit int(A) die Menge aller inneren Punkte der Menge A - das Innere der Menge A.
Ferner sei A’ die Menge aller Hiufungspunkte der Menge A, auch Ableitung der Menge A
genannt.

Eine Menge A C X nennt man

e abgeschlossen, wenn A = A, d.h. A’ C A,
e offen, wenn int(A4) = A4,

e perfekt, wenn A’ = A.

Bemerkung 2.22 Die leere Menge () und der gesamte Raum X sind sowohl offen als auch
abgeschlossen.

Satz 2.23 Es seien (X,d) ein metrischer Raum und A C X .

(a) Jede e-Umgebung Us(xg) ist eine offene Menge, jede Kugel K.(xq) ist abgeschlossen.

(b) A’ ist abgeschlossen.
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(¢) A ist genau dann offen, wenn X \ A abgeschlossen ist.

(d) Vereinigung und Durchschnitt endlich vieler offener (bzw. abgeschlossener) Mengen sind
offen (bzw. abgeschlossen).

(e) Die Vereinigung (der Durchschnitt) beliebig vieler offener (abgeschlossener) Mengen ist
offen (abgeschlossen).

Beispiel 2.24 Wir betrachten die in (C,d) offenen Mengen Gy, = U, 1(0) und abgeschlossenen

Mengen F,, = K,_1(0). Dann sind K{(0) = ﬂ Gy, nicht offen und Uy(0) = U F}, nicht

neN neN
abgeschlossen.

Definition 2.25 Eine Teilmenge A des metrischen Raumes (X,d) heifit

(a) beschrankt, wenn eine Zahl R € [0,00) und ein xg € X existieren, so dass A C Ur(zo)
gilt,

(b) dicht in X , wenn A = X erfiillt ist.

Im Weiteren werden wir, wenn nichts anderes gesagt wird, R” bzw. C" oder Teilmengen dieser
Mengen als metrische Rdume mit der da-Metrik (vgl. Beispiel 2.20) betrachten.

Ergénzend zu Definition 2.25,(b) sagt man, dass A C X dicht in B C X liegt, wenn A D B
gilt. So is t z.B. Q sowohl dicht in R als auch in R\ Q.

Beispiel 2.26 Im Allgemeinen gilt nicht U, (zo) = K,(x¢) . Betrachten wir z.B. (N, d) mit der

Metrik d(n,m) = { (1) . ; " } so folgt Uy(1) = {1} , also Uy (1) = {1} , aber K;(1) =N.
o om#n,

Bemerkung 2.27 Die Figenschaft einer Teilmenge A eines metrischen Raumes X offen oder
abgeschlossen zu sein, ist abhdngig vom Raum X . Das Intervall (0,1) = {z € R: 0 < x < 1} ist
z.B. eine in R offene Menge, aber in C weder offen noch abgeschlossen.

Beispiel 2.28 Eine (komplexe) Zahlenfolge (x,,),=, nennt man beschrinkt, wenn ihr Werte-
bereich beschrinkt ist, d.h., wenn sup{|x,|:n € No} < oo gilt. Die Menge aller beschrinkten
Zahlenfolgen bezeichnen wir mit £°. Definiert man doo : £%° X £° — [0,00) durch

doo(x,y) = sup{|zn —yn| :n €No}, 2z = ($n)nozoo y Y= (yn)nozoo )

so ist (£°,dw) ein metrischer Raum.

Beispiel 2.29 (Intervallschachtelung) Es seien [an+1,bp41] C [an,by] C R, n € Ny. Dann

ist D = m [an,bn] # 0. Dabei besteht D genau dann aus nur einer Zahl, wenn fiir jedes € > 0
n=0
ein ne € Ng mit b,, — an, < € existiert.
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Dass man auf die Abgeschlossenheit und die Beschrénktheit der Intervalle in Beispiel 2.29 nicht
einfach verzichten kann, zeigen die Beispiele

[n,00) =0 und m <1—%,1> =0.
n=1

[e.e]

n=1

Es sei aber bemerkt, dass z.B. fiir a, < apt1 < bpi1 < by, n € N auch m (an,bn) # 0 gilt, da

n=1

in diesem Fall fiir alle n € N die Ungleichungen a,, < sup{a, : n € N} < inf{b, : ncN} < b,
erfiillt sind.

Definition 2.30 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Sind A C X und {Gq : o € T} eine Fami-

lie offener Mengen Gy C X , so nennt man diese Familie eine offene Uberdeckung der Menge

A, wenn A C yer Ga gilt. Die Menge A heifst kompakt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung

{Gy : v € I} der Menge A eine endliche Teiliiberdeckung ezistiert, d.h., es gibt endlich viele
m

Indizes aq,...,qpy € T mit A C UA%“
j=1

Beispiel 2.31 Das Intervall (0,1] ist nicht kompakt in (R,d) .
Beispiel 2.32 Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] C R ist kompakt in (R,d).

Satz 2.33 Jede kompakte Menge ist abgeschlossen, und jede abgeschlossene Teilmenge einer
kompakten Menge ist kompakt.

Der folgende Satz beinhaltet eine Verallgemeinerung der Intervallschachtelung in Beispiel 2.29.

Satz 2.34 FEs seien K, C X nichtleere kompakte Mengen mit K,+1 C K,, n € N. Dann ist
o0
ﬂ K, nichtleer.

n=1

Satz 2.35 Jede unendliche Teilmenge einer kompakten Menge K besitzt einen Hdaufungspunkt
mn K.

Satz 2.36 Fiir eine Teilmenge K C R sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) K ist kompakt.
(b) K st abgeschlossen und beschrinkt.

(c¢) Jede unendliche Teilmenge in K besitzt einen Haufungspunkt in K .

Beispiel 2.37 Jede abgeschlossene Kugel K, (x), x € °°,r > 0, ist nicht kompakt in £ .
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Man nennt zwei Teilmengen A und B eines metrischen Raumes (X, d) getrennt, wenn
ANB=ANB=1

gilt. Z.B. sind (—1,0) € R und (0,1) C R getrennt, aber (—1,0] und (0,1) nicht, obwohl in
beiden Fillen die zwei Mengen durchschnittsfremd sind. Eine Teilmenge Xy C X heifit zu-
sammenhingend, wenn sie sich nicht als Vereinigung zweier nichtleerer getrennter Mengen
darstellen lésst.

Satz 2.38 FEine Teilmenge Xy C R ist genau dann zusammenhdngend, wenn aus x,y € Xo und
T < z<uy folgt z € Xg.

Dieser Satz besagt also, dass in R die Intervalle und nur diese zusammenhéngende Mengen sind.

Sind Ay, a € J zusammenhéngende Mengen und (,c; Aa # 0, so ist auch J,c s Aa
zusammenhéngend. Nehmen wir ndmlich an, das wére nicht so, dann wiirden zwei nichtleere
getrennte Mengen A und B existieren, so dass AU B = [J,cs 4o gilt. Fiir jedes a € J gilt
entweder A, C A oder A, C B, da sonst A, = (AN A,) U (BN A,) als Vereinigung zweier
nichtleerer getrennter Mengen darstellbar wire. Setzen wir nun J; := {a € J : A, C A} und
Jo:={a € J: A, C B}, so folgt der Widerspruch

(N 4a= () 4 N [ 4a

acJ aEJ1 aEJ2

0.

Satz 2.39 Jede nichtleere offene Menge A C R ldsst sich als Vereinigung hdchstens abzdhlbar
vieler offener Intervalle darstellen.

2.3 Abbildungen zwischen metrischen Ridumen

Im Weiteren seien (X, dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Raume.

Definition 2.40 Fine Abbildung f : X — Y heifit stetig im Punkt xo € X, wenn fir jedes
€ >0 ein § > 0 existiert, so dass

dy (f(z), f(zg)) <e Vax e Us(xg)

gilt, was gleichbedeutend mit f (Us(xo)) C Ue(f(z0)) ist. Man nennt f stetig, wenn f in jedem
Punkt xo € X stetig ist, und gleichmaBig stetig, wenn fir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so
dass

dy (f(z1), f(z2)) <e Vai,z2 € X mit dx(z1,x2) <6

gilt.

e Wann ist eine Abbildung f: X — Y im Punkt xyp € X nicht stetig?
Antwort: Genau dann, wenn es ein € > 0 gibt, so dass fiir jedes 6 > 0 ein x5 € Us(xo) mit
dy (f(zs), f(xo)) > € existiert.

e Wann ist eine Abbildung f: X — Y nicht gleichmifig stetig?

Antwort: Genau dann, wenn es ein € > 0 gibt, so dass zu jedem § > 0 Punkte x5, x95 € X
mit dx (x15,T2s) < 0 und dy (f(x15), f(x2s)) > € existieren.
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Beispiel 2.41 Die Abbildung

o1
sin- : xz#0,
fR—R, x~— *
0 =0,
ist in xg = 0 nicht stetig. Die Abbildung
1
rsin= : x#0,
g R—R, z— *
0 =0,

15t i xg = 0 stetig.
Beispiel 2.42 Die Abbildung f : (0,1] — R, z + x~! ist stetig, aber nicht gleichmifig stetig.

Satz 2.43 Sind f : X — Y und g : Y — Z inxzy € X bzw. yo = f(xg) stetig, so ist
auch go f : X — Z in xg stetig. Sind also f und g stetige Abbildungen, so gilt dies auch fiir
gof: X —Z.

Satz 2.44 Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Die Abbildung f : X — Y st stetig.
(b) Das Urbild f~'(A) jeder offenen Menge A C'Y ist offen.

(c) Das Urbild f~'(A) jeder abgeschlossenen Menge A C 'Y ist abgeschlossen.

Im Beispiel 2.41 ist das vollstéindige Urbild der abgeschlossenen Menge {1} bzgl. der Abbildung

f gleich
P ={(em+3) " inez)

und somit nicht abgeschlossen, weil diese Menge ihren Haufungspunkt 0 nicht enthélt. Die Ab-
bildung

1 : x>0,
h:R— R, =z sgn(z):= 0 : z=0,
-1 : =<0,

ist offenbar im Punkt xg = 0 nicht stetig, was man auch daran sieht, dass das vollsténdige Urbild
der offenen Menge A = (—3, 3) gleich A~!(A) = {0} und somit nicht offen ist.



30

KAPITEL 2. ABBILDUNGEN UND METRISCHE RAUME



Kapitel 3

Punktfolgen in metrischen Raumen

3.1 Konvergente Punktfolgen

Definition 3.1 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Unter einer Punktfolge in diesem metri-
schen Raum wverstehen wir eine Abbildung f : N — X, n — f(n) und schreiben dafir kurz
(), =, oder auch nur (x,) mit z,, := f(n). Im Spezialfall X C C sprechen wir von einer
Zahlenfolge.

Der Punkt x* € X heifit Grenzwert der Punktfolge (z,,),~, , wenn fir jedese > 0 einng € N
existiert, so dass d(xnp,x*) < e Vn > ng bzw. z, € U.(x*) gilt (in Zeichen: x* = lim, o0 T
oder x, — z* (n —» 00). Die Punktfolge (x,),=; nennt man konvergent, wenn sie einen
Grenzwert besitzt, sonst divergent.

Die Punktfolge (xy,),=, nennt man Teilfolge der Punktfolge (z,,),>, , wenn n; < ng < nz <

coo < ng < Mgy < ... gilt. Die Grenzwerte von Teilfolgen einer Punktfolge (x,),>, nennt man
partielle Grenzwerte der Punktfolge (x,),=; .

Beispiel 3.2 Die Zahlenfolge (xy,),=; mit x, = % (Cos T+ isin ’TT") ist konvergent, die Zah-
mn

lenfolge (yn), =, mit yn = cos Tt 4+ isin T aber nicht. Die Teilfolgen

(W) pmr » Wkt pmr » (Wsk42)pmr - (Usk+7) gt

sind konvergent.

Satz 3.3 FEs sei X ein metrischer Raum.

(a) Eine konvergente Punktfolge besitzt genau einen Grenzwert und jede ihrer Teilfolgen ist
konvergent mit dem gleichen Grenzwert.

(b) Ein Punkt x € X ist genau dann Berihrungspunkt der Menge A C X , wenn eine Punkt-
folge (azn)nozol existiert, so dass x, € AVn € N und x = lim,,_,oo T, gilt. Somit ist eine
Menge A C X genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert einer jeden konvergenten
Folge von Punkten aus A zu A gehort.

(c) Ist K C X kompakt, so besitzt jede Punktfolge (xy), >, mit x, € K ¥n € N eine in K
konvergente Teilfolge.

31
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Wir wissen bereits, dass jedes Intervall [a,b] C R mit —oo < a < b < 400 eine kompakte Menge
im metrischen Raum R ist (vgl. Beispiel 2.32). Somit schlussfolgern wir aus Satz 3.3,(c), dass
jede (reelle, gilt aber auch fiir jede komplexe) beschrinkte Zahlenfolge eine konvergente Teilfolge
besitzt. Das ist der Satz von Bolzano-Weierstrass.

Definition 3.4 Eine Punktfolge (x,),=; nennt man Fundamentalfolge oder Cauchyfolge,
wenn fiir jedes € > 0 ein Index ng € N existiert, so dass d(xp, Tm) < € ¥Ym,n > ng gilt.

Folgerung 3.5 Jede konvergente Folge ist Cauchyfolge. Jede Cauchyfolge ist beschrinkt. Eine
Cauchyfolge ist genau dann konvergent, wenn eine threr Teilfolgen konvergiert.

Definition 3.6 Ein metrischer Raum heifst vollstindig, wenn in ihm jede Cauchy-Folge kon-
vergent ist.

Folgerung 3.7 Jeder abgeschlossene Teilraum eines vollstindigen metrischen Raumes ist voll-
stindig. Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig.

Folgerung 3.8 Der metrische Raum der reellen Zahlen R ist vollstindig.

Ist € > 0, so heifit eine Teilmenge B C X e-Netz fiir die Menge A C X , wenn

Ac | Uz

rzeB

gilt. Wir sprechen von einem endlichen e-Netz, wenn die Menge B endlich ist.

Folgerung 3.9 FEuistiert fir A C X zu jedem € > 0 ein endliches e-Netz, so existiert fiir A zu
jedem € > 0 ein endliches e-Netz B C A.

Satz 3.10 Es sei K C X eine Teilmenge des metrischen Raumes (X, d).

(a) Besitzt jede Punktfolge (xy,),>, mit x, € K Vn € N eine konvergente Teilfolge, so existiert

n=1
zu jedem € > 0 eine endliches e-Netz fir K .

(b) Ist K kompakt, so existiert zu jedem € > 0 ein endliches e-Netz fiir K .

(c) Die Menge K ist genau dann kompakt, wenn jede Punktfolge (x,,),>, mit z,, € K Vn e N
eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

(d) Ist (X,d) vollstindig, so ist eine abgeschlossene Menge K C X genau dann kompakt, wenn
zu jedem € > 0 eine endliches e-Netz fiir K existiert.

3.2 Zahlenfolgen

Eine Zahlenfolge (xy),~; nennt man Nullfolge, wenn lim, .. 2, = 0 gilt. Offenbar ist eine
Zahlenfolge genau dann konvergent gegen z* € C, wenn (x, — 2*),*; eine Nullfolge ist.
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Wir bemerken, dass eine Punktfolge (z,),~; in einem metrischen Raum (X,d) genau dann
gegen z* € X konvergiert, wenn (d(z,,x*)),~, eine Nullfolge ist.

Die Menge aller Nullfolgen bezeichnet man mit ¢q , die Menge aller konvergenten Zahlenfolgen
mit c¢. Die Menge aller Zahlenfolgen wird mit s bezeichnet. Nach Satz 3.3,(b) gilt offenbar
co C ¢ C £ C s (vgl. Beispiel 2.28). Aus dem Archimedes’schen Prinzip (vgl. Satz 1.12) folgt,
dass (l)nozol eine Nullfolge ist.

n

oo
n=1

o0

ne1 € co und

Folgerung 3.11 Aus (z,,),>; , (yn) € ¢o und (zn),o € € folgt (z, £ yn)

(Tn2n),—1 € Co -

Satz 3.12 Es seien (), =1 (Yn),ey € ¢ mit T, —> x* und y, — y*. Dann gilt

n=1
(@) (xn £yn),—y € ¢ mit xp £y — x* £ y*,

(b) (xnyn)nozol € c mit xpyp — TY*,

(c) —n—>z—r,fallsy*7é0.

Satz 3.13 Es seien ()20 (Yn)peo € ¢ Mit T —> * und y, — y*.

(a) Aus z, <y, Yn > ng folgt * < y*.

(b) Aus xn, < 2z, < yn Y > ng und x* = y* folgt (zn), =, € ¢ mit z, — x.

Beispiel 3.14 Wir bestimmen folgende Grenzwerte:
(a) limy, oo w™ =0 Yw € Up(0),
(b) limy 00 Ya=1 Va >0,

(¢) lim, o V27 + 3" = 3.

Wir bemerken, dass (w™), >, € ¢ genau dann gilt, wenn w € Uy(0) U {1} erfillt ist.

Gilt z,, < 241 Vn € N, so nennt man die (reelle) Zahlenfolge (z,,),~; monoton nicht fallend,
im Fall z, < z,4+1 Vn € N monoton wachsend. Entsprechend definiert man monoton nicht
wachsend und monoton fallend. Man nennt eine (reelle) Zahlenfolge monoton, wenn sie
eine dieser vier FEigenschaften hat.

Satz 3.15 FEine monotone Zahlenfolge ist genau dann konvergent, wenn sie beschrinkt ist.

Beispiel 3.16 Wir wenden Satz 3.15 an.

n

(a) Es gilt lim w_' =0 fiir allew € C.
n—oo n!

(b) Die durch 0 < z1 < 1 und Tp41 = xzn(2 — x,), n € N, definierte Zahlenfolge (xy,), =, hat
den Grenzwert 1.
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1"\ = "1\
Beispiel 3.17 Die Folgen <<1 + E) > und (Z E) sind monoton und beschrinkt.
k=0

n=1 — -1
Sie haben den gleichen Grenzwert, die Eulersche Zahl e, "

n

. IR 1\"
e = nlLH;OZ - = Jim <1 + E) — 2,718281828459045 . . .

n—00
k=0

Hat eine reelle Zahlenfolge (z,,),~; die Eigenschaft, dass fiir jedes R > 0 ein ny € N existiert, so
dass , > R Vn > ng gilt, so sagen wir, dass (z,),~,; bestimmt divergiert gegen +oo, und
schreiben dafiir lim,,_,o £, = +00. Analog definiert man lim,, o z, = —00.

Satz 3.18 Unter allen partiellen Grenzwerten einer reellen Zahlenfolge gibt es einen grifsten
und einen kleinsten, wobei auch +oo als partielle Grenzwerte zugelassen sind.

Aus dem Beweis von Satz 3.18 ist ersichtlich, dass der grofite partielle Grenzwert z* und der
kleinste partielle Grenzwert x, einer reellen Zahlenfolge (z,,),=, den Formeln

¥ = lim sup{zy : k>n} und z,= lim inf{zy;k >n}
n—oo n—oo

geniigen, weshalb man auch z* = lim sup z,, (limes superior) und x, = liminf z,, (limes inferior)
n—00 n—00

schreibt. Eine andere Schreibweise ist z* = lim,,_,oo %y, bzw. T, = lim Ty . AuBerdem gilt:

n—0o0

Ve>0dnpeN:z, —e<z,<z*+eVn>ng.

Offenbar ist eine reelle Zahlenfolge genau dann konvergent, wenn ihr kleinster und ihr gréfiter
partieller Grenzwert endlich und gleich sind.

Beispiel 3.19 Wir zeigen, dass lim, o ¥/n =1 gilt.

Satz 3.20 (Satz von Stolz) Es seien (x,),~, und (yn),— zwei Zahlenfolgen mit

. . XTprl— T
Yntl > Yn V> ng, lim y, =4oco0 und lim M:a,
n—o0

n=00 Yn+1 — Yn

wobei im Fall x, € R auch a = 00 zugelassen ist. Dann ¢ilt lim In _ a.

n—00 Yp
Beispiel 3.21 (a) Wir zeigen, dass fir k € N gilt

I LT R e 1

lim ) = .

(b) Sind (ay),=, eine Zahlenfolge und li_)m ap, = a*, so gilt

. aytax+...+ay .
lim =a”.
n— 00 n
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3.3 Punktfolgen und stetige Abbildungen

Satz 3.22 FEs seien X und Y metrische Riume sowie f : X — Y eine Abbildung.

(a) Die Abbildung f ist genau dann stetig in x* € X, wenn aus x, € X Vn € N und
limy, o0 T, = 2™ folgt lim, o0 f(zn) = f(2¥).

(b) Sind X kompakt und f : X — Y stetig, so ist f auf X gleichmdfig stetig.

(c) Sind X kompakt und f : X — R stetig, so existieren z7, x5 € X mit f(z7) < f(z) < f(x3)
VeeX.

(d) Sind f : X — Y stetig und Xog C X zusammenhdingend, so ist auch f(Xg) zusam-
menhdngend.

Definition 3.23 FEs seien X und Y metrische Riume sowie A C X und f : A — Y eine
Abbildung. Man sagt, dass die Abbildung f im Punkt a € A’ den Grenzwert y* € Y hat (in
Zeichen: y* = lim,_,, f(x)), wenn fir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass

dy (f(z),y") <e VeeAnUs(a)\ {a}

gilt. Im Fall f : R — Y schreiben wir y* = lim,_,~ f(z), wenn fir jedes € > 0 ein z9 € R
existiert, so dass
dy(f(2),y") <e Va=>uwxo

gilt. Analog definiert man limy_,_o f(x). Es ist nun klar, was man im Fall f : X — R unter
lim,_,q f(z) = 200 oder im Fall f: R — R unter lim,_, 1+ f(x) = £oo zu verstehen hat.

1 x
Beispiel 3.24 Wir zeigen, dass lim <1 + —> =e qult.
T—>00 €T
Folgerung 3.25 Die Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig in z* € X, wenn f in x*
einen Grenzwert besitzt und limg_, .~ f(x) = f(x*) gilt.

Folgerung 3.26 Die Abbildung f : A — Y mit A C X hat in a € A’ genau dann den
Grenzwert y* € Y , wenn fiir jede Punktfolge (xy,),~, mit x, € A\{a} Vn € N und lim,_,o x, =
a gilt lim, o f(x,) = y*.

Im Weiteren bezeichne I ein beliebiges Intervall reeller Zahlen.

Satz 3.27 (Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen) Es seien f : I — R stetig sowie
1,29 € I und f(x1) <y < f(x2). Dann existiert ein x zwischen x1 und xo mit f(x) =y.

Fine Funktion f : I — R nennt man monoton nicht fallend bzw. monoton wachsend,
wenn aus x1,x2 € I und z7 < x9 die Ungleichung f(x1) < f(z2) bzw. f(z1) < f(x2) folgt.
Analog definiert man monoton nicht wachsende bzw. monoton fallende Funktionen. Hat
eine Funktion eine dieser Eigenschaften, so heiffit sie monoton.

Ist xg € I nicht rechter Randpunkt von I, so kann man in xy den rechtsseitigen Grenzwert
yo = f(xzo + 0) einer Funktion f : I — Y definieren: Ve > 0 36 > 0 : dy(f(x),5) < €
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V€ (xg,x0+0)NI (vgl. Definition 3.23 fiir X =1, a =z, A = IN(xg,00) und y* = yo). Man
schreibt dann auch yo = lim,_,,+0 f(x). Analog definiert man f(xg — 0) = limg_,5,—0 f().

Ist z9p € int(]) eine Unstetigkeitsstelle der Funktion f : I — Y, so nennt man diese eine
Unstetigkeitsstelle 1. Art, wenn die einseitigen Grenzwerte f(xo + 0) und f(zp — 0) exi-
stieren. (Hier ist also auch der Fall f(zg —0) = f(xo +0) # f(zo) enthalten.) Sonst heiit xg
Unstetigkeitsstelle 2. Art .

Satz 3.28 Eine monotone Funktion f : (a,b) C R — R (a = —oo und b = 400 sind
zugelassen) besitzt nur Unstetigkeitsstellen 1. Art. Sie ist genau dann stetig, wenn f((a,b))
zusammenhdngend ist.

Folgerung 3.29 FEine monotone Funktion f : (a,b) C R — R besitzt hichstens abzihlbar viele
Unstetigkeitsstellen.

Folgerung 3.30 Folgende Abbildungen sind stetig:

(a) R— R, z — a” fir fiziertes a > 0.
(b) Ry — R, x> 2 fiir fiviertes A € R,

(¢) Ry — R, x> log, x fir fiviertesa >0, a# 1.

Zu (b): Im Fall A\ > 0 kann man auch die Stetigkeit von [0,00) — R, x + 2* zeigen.

n
Beispiel 3.31 Wir zeigen, dass lim (1 + E) = ¢e” fir alle x € R gilt.
n

n—oo

Wir bemerken, dass eine Punktfolge (x,),~; genau dann gegen z* konvergiert, wenn die reelle
Zahlenfolge (d(z,,,z*)),=; eine Nullfolge ist.

Folgerung 3.32 Fiir eine Zahlenfolge (zy), =, gilt z, — z* genau dann, wenn Re z, — Re z*
und Im z, — Im 2* erfill sind.

Folgerung 3.33 Die Konvergenz in C¢ und RF ist die koordinatenweise Konvergenz. Diese
Rdume sind vollstindige metrische Raume. Eine Teilmenge dieser Raume ist genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist (vgl. Satz 2.33 und Satz 2.36). Man beachte
dabei, dass in jedem metrischen Raum gilt, dass eine kompakte Menge beschrdinkt ist, da sie
durch endlich viele offene Kugeln vom Radius 1 tberdeckt werden kann (vgl. auch den Beweis
von Satz 2.36).

Unter Verwendung von Satz 3.12, Folgerung 3.33 und Satz 3.22,(a) erhalten wir
Folgerung 3.34 Folgende Abbildungen sind stetig:

(a) C2 —C, (z,w) = z+w,

(b) C? — C, (z,w) — 2w,
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(c) Cx(C\{OD——+C,(&w)H>%,

(d) C\ {0} — C, z+ 271,

(e) C— C, z+— Az fiir fixiertes A € C.

Folgerung 3.35 Folgende Abbildungen sind stetig:
n
(a) C—C, 2z Zakzk fiir fizierte n € Ng und a € C,
k=0
(b) R— R, z+— sin(x) und R — R, z > cos(x).

Die im Beweis von Folgerung 3.35 verwendeten Uberlegungen lassen sich unter Verwendung von
Folgerung 3.34 und Satz 2.43 wie folgt verallgemeinern.

Folgerung 3.36 Sind X ein metrischer Raum und f,g: X — C in xg € X stetige Abbildun-
gen, so sind auch folgende Abbildungen in xq stetig:

(a) frg: X —C,z— f(z)£gx),
(b) fg: X —=C, 2z f(z)g(2),

(¢) f/g:Us(xg)—C, z+— fz) falls g(xo) # 0 und 6 > 0 hinreichend klein,

g(x)
(d) \f: X — C, z— \f(z) fir fiziertes A € C.

Die Aussagen (a) und (d) zeigen, dass der Raum C(X,C) der auf X definierten komplexwertigen
und stetigen Funktionen ein linearer Raum iber dem Koérper der komplexen Zahlen ist. Dabei
sind die algebraischen Operationen wie folgt erkldrt:

(f+9)(@) = f@)+gx), O\f)x)=A(z), zeX, rxeC.

3.4 Zahlenreihen

Definition 3.37 Fir eine gegebene Zahlenfolge (2y,), =, definieren wir

n
Sn:z1+z2—|—...+zn:§:zk, n=123...
k=1
Die Folge (sy),=; heift Zahlenreihe oder auch nur Reihe und wird mit

o0
ZZ“ oder z1+ 29+ 23+ ...

n=1
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[e.e]
bezeichnet. Man nennt s, die n-te Partialsumme der Reihe Z’Z”‘ Diese Reihe heif$t kon-

n=1
vergent, falls die Folge (sy), =, der Partialsummen konvergiert, andernfalls divergent. Gilt
s = limy_ o0 Sp, SO schreibt man auch
[e.e]
-
n=1

(o]
und nennt s die Summe der Reihe Z Zn -

n=1

Natiirlich sind auch andere Indizierungen, wie z.B.

[o¢] n
Zzn mit sn:z0+z1+...+zn:sz,
k=0

n=0
moglich.
1
Beispiel 3.38 Aus Beispiel 3.17 folgt e = Z — - Dabei gilt
n!
n=0

n
1 1
° Z B nn
k=0
Hieraus kann man schlieffen, dass e eine irrationale Zahl ist.

Folgerung 3.39

o
(a) Notwendiges Konvergenzkriterium: Ist die Reihe Z’Z” konvergent, so ist (zy),=;

n=1
eine Nullfolge.
o
(b) Cauchysches Konvergenzkriterium: Die Reihe Zzn konvergiert genau dann, wenn
n=1

fiir jedes € > 0 ein Index ng € N existiert, so dass

n+{

>
k=n

fiir alle n > ng und fir alle £ =0,1,2,... gilt (vgl. Folgerung 3.8 und Folgerung 3.33).

<e€

o
(c) Monotoniekriterium: Gilt x,, > 0 Vn > ng, so konvergiert die (reelle) Reihe Zmn
n=1
genau dann, wenn die Folge (sy,), =, der zugehorigen Partialsummen nach oben beschrinkt
ist (vgl. Satz 3.15).



3.4. ZAHLENREIHEN 39

(d) Aus den Regeln iber das Rechnen mit Grenzwerten von Zahlenfolgen (siche Satz 3.12)

ergibt sich: Sind Z zn und Z wy, konvergente Reihen mit den Summen a und b, so sind

n=1 n=1
auch die Reihen Z(zn + wy,) und Z(’y zn,) konvergent, wobei
n=1 n=1
Z(Z" twy,)=at+b und Z(’an) =va
n=1 n=1

gilt und ~ eine beliebige komplexe Zahl sein kann.

Beispiel 3.40 Fiir z € C betrachten wir die geometrische Reihe

[ee)
Zz":1+z—|—z2+...,
n=0
d.h. ap = 2" und, falls z # 1,
1— n+1
sn:1+z+22+---+z"=%,
—z

also

s =lims, =

—Zz Vz e U(0)

(vgl. Beispiel 3.14,(a)). Fiir |z| > 1 divergiert diese Reihe, weil das notwendige Konvergenzkri-
terium (vgl. Folgerung 3.39,(a)) verletzt ist.

Beispiel 3.41 Fiir die harmonische Reihe

[e.e]

Zl—1+l+1+
n o 2 3

n=1

betrachten wir die Teilfolge {sqr}req der Folge der Partialsummen. Es gilt

1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 + 1 + +1
P T T STUUURT S I
2k 2 "\3 "1 576 78 2k—1 4 1 ok
1 1
> 1 2— 4— 4okl —
= trg gty 2k
1
- 14+k-=
theg,

woraus lim sqor = co = lim s, folgt. Die harmonische Reihe ist also divergent. Wir kinnten
n—o0

k—o0
o0
S
n=1

auch

3

schreiben.
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Beispiel 3.42 (Die Leibniz-Reihe) Wir untersuchen die Reihe

2 (=1t 1 1 1 1
= 1—-—-4+ 4 ...
Z n 2+3 4+5

n=1

auf Konvergenz und betrachten zuerst {soy}, =, . Es gilt

YT W WIS SR T
2k = 2 371 % —1 2k) > %D

Also ist die Folge {so}, >, monoton wachsend. Die Folge {sop41},= ist wegen

B N D DR SN S
Skl = 2 3 15 2% 2k +1
monoton fallend. Ferner gilt Sop11 > Sop und

S2k+1 — S2k — 0 (keN).

T 2%k +1

Somit sind beide Folgen konvergent und haben den gleichen Grenzwert, womit die Konvergenz
der Leibniz-Reihe gezeigt ist.

Ersetzt man im vorhergehenden Beispiel % durch a, , so kann man véllig analog folgendes Kon-
vergenzkriterium beweisen.

Satz 3.43 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Ist (ay),>; eine monoton nicht
wachsende Nullfolge aus nichtnegativen Zahlen, so konvergiert die Reihe

[e.e]

Z(_l)n—l—lan ]

n=1

o
Definition 3.44 Die Zahlenreihe Zzn nennt man absolut konvergent, wenn die Reihe

n=1

o0
Z |2n| konvergiert. Eine konvergente Zahlenreihe, die nicht absolut konvergiert, heifit bedingt

n=1
konvergent.

Aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium (vgl. Folgerung 3.39) folgt, dass jede absulut kon-
vergente Reihe auch konvergent ist. Nach den Beispielen 3.41 und 3.42 ist die Leibniz-Reihe
bedingt konvergent.

(o]
Folgerung 3.45 Gilt |z,| < a, Yn > ng und konvergiert die Reihe Zan, so folgt aus dem

n=1

o
Cauchyschen Konvergenzkriterium, dass die Reihe Z zn absolut konvergiert.

n=1
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Satz 3.46 (Verdichtungssatz) Es seien a, > 0 Vn € N und (a,),=; monoton nicht wach-

o0 o
send. Dann konvergiert die Reihe Zan genau dann, wenn die Reihe Z 2"agn konvergiert.

n=1 n=0
|
Beispiel 3.47 (Verallg. harm. Reihen) Die Reihe E —, a € R, konvergiert genau dann,
n
n=1

wenn « > 1 gilt.

Satz 3.48 (Wurzelkriterium) FEs seien (z,),-, eine Zahlenfolge und p = limsup {/|z,|. Die
n—o0
o
Reihe Z zn konvergiert, falls p < 1, und divergiert, falls p > 1.

n=1

Satz 3.49 (Quotientenkriterium) Es seien (2y),~, eine Zahlenfolge mit z, # 0 Vn € N.

o0
Die Zahlenreihe Z zn, konvergiert, falls lim sup il < 1 gilt, und divergiert, falls ein ng € N
n=1 n—o0 n
existiert, so dass Entl >1Vn>ng.
Zn
o Zn
Beispiel 3.50 Aus Satz 3.49 folgt, dass die Reihe Z = fiir jedes z € C konvergiert.
n!
n=0
Beispiel 3.51 Auf die Reihen
L 1y ¢ Tyl ly 1
-+ =+=4+=+=+... und —+1+—=+=+—>o+-—>+...
2 3 22 32 28 33 2 23 22 25 4

ist das Wurzelkriterium anwendbar, das Quotientenkriterium dagegen micht.

Satz 3.52 Fiir jede Folge (ay), =, positiver Zahlen gilt

.. .. . . a
lim inf < liminf /a, < limsup {/a, < limsup ntl
n—oo

n—oo  dp n—00 n—oo  An

Ap4-1

Beispiel 3.53 Es seien (ay), =, eine Folge komplezer Zahlen, zy € C und o = limsup {/|ay,| .
n—o0

Setzen wir
al  0<a<oo,
r= oo a=0,
0 a =00,

so liefert die Anwendung des Wurzelkriteriums (Satz 3.48) auf die sog. Potenzreihe
Z%(Z—Zo)", zeC,
n=0

dass diese Reihe fir |z — zo| < r konvergiert und fiir |z — zo| > r divergiert. Den Kreis U, (zp)
nennt man den Konvergenzkreis und r den Konvergenzradius dieser Potenzreihe.
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n
Satz 3.54 Es seien (ay), - und (b,), >, zwei Zahlenfolgen sowie A, = Zak, neN.
k=1

(a) Sind die Folge (Anbyi1),—, und die Reihe ZAn(bn — bpy1) konvergent, so konvergiert

n=1

auch die Reihe Z anby, .

n=1

(b) Abelsches Kriterium: Sind die Reihe Z an konvergent und die Folge (by,), =, monoton

n=1

o
und beschrinkt, so konvergiert die Reihe Zanbn.

n=1

n=1

(c) Dirichletsches Kriterium: Ist die Folge (A,), =, beschrinkt und ist die Folge (by), >

eine monotone Nullfolge, so konvergiert die Reihe Z anby, .

n=1

Beispiel 3.55 Mita, = (—1)""! folgt aus dem Dirichlet-Kriterium das Leibniz-Kriterium (Satz
3.43).

Beispiel 3.56 Es sei (by,), =, eine monotone Nullfolge. Fiir z € K1(0)\1 setzen wir im Dirichlet-
Kriterium a,, = 2" und erhalten

2

A, = < .
[An| 11—z

1_Zn+1
_' 1—=2

k=0

Also konvergiert die Potenzreihe (vgl. Beispiel 3.53) Z bpz" mindestens fir alle z € K1(0)\ 1.

n=0

[e.e]

Satz 3.57 (Umordnung absolut konvergenter Reihen) Fs seien ZZ" eine absolut kon-
n=1

vergente Reihe mit der Summe s und f : N — N eine Bijektion. Dann ist auch die Reihe

o o
Z Zf(n) absolut konvergent, und es gilt Zaf(") =s.
n=1

n=1

(_1)n+1

o
Beispiel 3.58 Wir betrachten die Leibniz-Reihe Z an mit a, = . Aus den Uberlegun—

n=1

gen in Beispiel 3.42 folgt, dass

o
s= lim s, = E an
n— oo

n=1
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n
eine positive endliche Zahl ist, wobei s,, = Z a . Fir die Bijektion f : N — N,
k=1

2k—1 : n=3k—2, keN,
n—< 4k—2 : n=3k—-1, keN,

4k : n = 3k, ke N,
erhalten wir die Reihe
Papmot—lolyl 1l 411,
W T 4T3 68 2% —1 4k—2 4k ’

deren Partialsummen wir mit s, bezeichnen. Dann ist

m
1 1 1
/ _ _ N
"m = kz_l<2k—1 4k — 2 41<;>
_ i( 1 _L>
—\dk—2 4k
1 — 1 1 1 1
= - — — — ) = = So —> = eN).
2];(%—1 2/<:> psm 58 (meN)
Hieraus folgt
, 1 , , 1 1
sgm_1:83m+R—>§s und sgm_zzsgm_1+m—>§s (meN),

so dass die Summe der umgeordneten Reihe gleich lim s], = %s ist.

o0
Satz 3.59 (Riemannscher Umordnungssatz) FEs seien Z an eine bedingt konvergente Rei-
n=1

he reeller Zahlen und o € RU {400} beliebig. Dann existiert eine Bijektion f : N — N mit der

Eigenschaft
o0
g = Z af(n) .
n=1

Satz 3.60 (Cauchy-Produkt von Reihen) Es seien Zan und an konvergente Rethen

n=0 n=0
mit den Summen a und b, wobei wenigstens eine der Reihen absolut konvergent ist. Dann ist

die Reihe Z ¢y, mit

n=0

n
Cn = Z akbn—k
k=0

o
konvergent, wobei Z c, =a-b gilt.

n=0
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[e.e] n

Beispiel 3.61 Die Reihe Z Z—' konvergiert fiir jedes z € C absolut (siehe Beispiel 3.50)).
n!
n=0
Wir bezeichnen ihre Summe mit s(z). Fir beliebige z,w € C folgt aus dem Satz 3.60 und der
binomischen Formel (1.20)

sz. Tk Z{)n,z<>’“w”"“=§:wzs(z+w).

n=0 k=0



Kapitel 4

Differentialrechnung

4.1 Differenzierbarkeit

Die Losung verschiedenster Probleme fiihrt auf den Begriff der Ableitung einer Funktion:

e Fin geometrisches Problem

Es sei der Anstieg der Tangente an den Graphen {(z, f(z)) : a < = < b} einer Funktion
f:(a,b) — R im Punkt (xq, f(z¢)) gesucht, wobei z( ein Punkt aus dem Intervall (a,b)
sei. Wir wéhlen h € R so, dass auch xg+ h € (a,b) gilt. Da der Anstieg der Geraden durch
die Punkte (zg, f(z0)) und (xg + h, f(z¢ + h)) gleich dem Differenzenquotienten

f(zo+h)) — f(x0)
h

ist, kann man den Anstieg der Tangente als den Grenzwert dieses Differenzenquotienten
fiir h — 0 definieren, falls dieser existiert. Diesen Grenzwert nennt man dann Ableitung
der Funktion f im Punkt xy und bezeichnet ihn mit f’(xg). Die entsprechende Tangente
geniigt der Geradengleichung

y= f'(xo)(x —x0) + f(xg), x€R.

Ein physikalisches Problem

Ein Punkt habe zum Zeitpunkt ¢ den Weg s(t) zuriickgelegt. Gesucht sei seine Geschwin-
digkeit zum Zeitpunkt ¢ . Da man als mittlere Geschwindigkeit des Punktes im Zeitintervall
[t,t + At] den Differenzenquotienten

s(t+ At) — s(t)
At

ansehen kann, ist die Geschwindigkeit des Punktes zum Zeitpunkt ¢ gleich dem Grenzwert
dieses Differenzenqotienten fiir At — 0 zu setzen, also v(t) = s'(t).

Ein Wachstumsprozess

Mit P(t) sei die (unbekannte) Grofle einer Population zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet, wobei
die GroBle Py = P(0) zum Zeitpunkt ¢t = 0 gegeben sei. Nach welchem Gesetz kénnte man

45
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P(t) fur t > 0 voraussagen. Um ein solches Gesetz zu finden, nehmen wir an, dass die
Zunahme der Population in einem Zeitintervall [t,t + At] proportional zur Linge des Zeit-
intervalls und zur Grofle der Population ist. Den entsprechenden Proportionalitatsfaktor
nennt man Geburtenrate, wir bezeichnen ihn mit k. Es folgt also

P(t+ At) — P(t) = k P(t)At

bzw.
P(t+ At) — P(t)
At

Es ist anzunehmen, dass diese ungefihre Gleichheit fiir At — 0 in eine Gleichheit iiber-
geht. Wir erhalten also eine sogenannte Differentialgleichung

~kP(t).

P'(t) =k P(t),

d.h. eine Gleichung fiir die gesuchte Funktion P(t), in der auch die Ableitung P’(t) der
gesuchten Funktion vorkommt. Diese Funktion hat zusétzlich die Bedingung P(0) = P
zu erfiillen. Eine Verfeinerung dieses Modells, bei der von einer optimalen Populations-
groBe Pyt (die den vorhandenen Ressourcen entspricht) ausgegangen wird, fithrt auf die
Differentialgleichung

P/(t) = k P(t) [Pops — P(2)].
Im Weiteren seien K = R oder K = C und G C K eine offene Menge.

Definition 4.1 Man nennt f : G — K im Punkt zg € G differenzierbar, wenn

f(2) = f(20) + (2 —20)9(2), 2€G,

mit einer in zy stetigen Funktion g : G — K gilt. Die Zahl f'(20) := g(z0) heifit Ableitung
der Funktion f(z) im Punkt zy. Die Funktion f : G — K heifit differenzierbar, wenn sie in
jedem Punkt z € G differenzierbar ist. Man nennt dann ' : G — K, z — f'(2) die Ableitung
der Funktion f : G — K.

Bemerkung 4.2 Die Funktion f : G — K ist genau dann in zg € G differenzierbar, wenn der

Grenzwert
lim flzo+h) = flz0) _ i f(z) = f(20)
h—0 h Z2—r20 Z— 20

=: f'(20)

existiert. Offenbar ist die Ableitung einer konstanten Funktion gleich 0.

Beispiel 4.3 Fir n € N untersuchen wir die Funktion f:C — C, z — 2" auf Differenzier-
barkeit. Aus

(Z0+h)n_zn - N\ n—kjk— n— n(n_l) n— n—
fo:z 2 RRE L = g 1+TZO hd o4 hE

folgt f'(z0) = nzg_l )
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Beispiel 4.4 Fiir0 <z < g gelten die Ungleichungen

. sin x
0<sinz <z <tanz = ,
coS &
so dass
T 1
1<—-< .
sinx  cosx
Unter Verwendung der Stetigkeit von cosx und der Beziehung sin(—x) = —sinz (sinz ist eine
ungerade Funktion) folgt
lim 200 =1, (4.1)
z—=0 X
x
Hieraus folgt fiir f1 : R — R, x — sinz die Formel f{(0) = 1. Auscosx —1 = —2 sin? 5 erqgibt
sich weiterhin ) e
cosx — sin £
im ——— = lim 2sinle-():().
z—0 xT z—=0 5 2

2
Es folgt f5(0) =0 fiir fo: R — R, x +— cosz.

1 xr
Beispiel 4.5 Nach Beispiel 3.2/ ist lim <1 + —) =e. Es folgt linio(l + x)% =e und
X T—r

T—+00

1\* 1\ 1\ 1
lim <1+_> ~ lim <1__> ~ lim <1+_> <1+_>:e,
Z——00 T y—>+00 Y y—>+00 y—1 y—1

1
T

also auch lim (1 + :17)% =e. Somit ist lim (1 + x)= = e, woraus
z——0 z—0

1
T

lim lln(l +z)= lirrbln(l—l—:p) =lne=1
z—>

z—0 T

folgt. Betrachten wir nun die Funktion f : Ry — R, z+— Inx, so erhalten wir fiir alle xg € Ry

zo+h h
f/(x ) = lim fl@o+h) — (o) =1 L (;EO = lim 7111 <1 " xo) i - i
0/ W20 h h—0 h h—0 w_ff) o X0

Folgerung 4.6 Ist f : G — K im Punkt zg € G differenzierbar, so ist f in zy stetig.

Folgerung 4.7 (Differentiationsregeln) FEs scien f1,fo : G — K im Punkt zy € G diffe-
renzierbar. Dann sind auch die Funktionen aj f1 + aafa fir beliebige oy, a0 € K und fi fo in 2o
differenzierbar, wobei

(o1 f + azf2) (20) = a1 fi(20) + az.fo(z0)

und

(f1f2)'(z0) = f1(20)f2(20) + fi(20) fo(z0) (Produktregel)

gilt. Ist fa(z0) # 0, so ist ﬁ in einer Umgebung von zg definiert und in zq differenzierbar, wobei
2

(ﬁ)’( ) Jilz0)fa0) = fi(0)f3(0)

7 20) = . (Quotientenregel)
2

[f2(20)]2
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Sind f1 : G — Gy in z0 € G und fy: Gi — K in fi(20) € Gy differenzierbar (G1 C K offen),
so ist fao f1: G — K in zy differenzierbar, wobei

(f20 f1)'(20) = f2(f1(20)) fi(20) (Kettenregel)
gilt.

Beispiel 4.8 Beziiglich der beiden Funktionen fi : R — R, z — sinx und fo : R — R,
x — cosx wissen wir bereits, dass f1(0) = 1 und f5(0) = 0 gilt (vgl. Beispiel 4.4). Unter
Verwendung von Folgerung 4.7 erhalten wir damit aus

sinz = sin(z — xp + o) = sin(z — o) cos kg + cos(x — x¢) sin g
. ™ .
und aus cos T = sin 5 x) die Formeln

fi(zg) =coszg und fi(wg) = —sinzg Yz €R.

Satz 4.9 Es seien f: G — G1 (G,G1 C K offen) eine bijektive und in zy € G differenzierbare
Funktion mit f'(z) # 0 sowie g = f~': G1 — G in wo = f(z20) stetig. Dann ist g = f~% in
wyg differenzierbar, und es gilt

g (wo) = f'(z0)

Beispiel 4.10 Die Umkehrfunktion der Funktion f : Ry — R, x — Inx ist die stetige Funk-
tiong=f1:R—R,,yr>eY. Fiiryo € R und xo = e¥° folgt nun aus Satz 4.9

- L,
PO = gy ~ 0

=0,

Wir schreiben das auch in der Form (e*) = e* Vo € R. Nun kénnen wir auch (a®) = (ex In a)' =

a*Ina, z€R,a>0, und (z*) = (ealnx), =az* ' >0, acR, berechnen.
Satz 4.11 (Differentiation von Potenzreihen) Es seien r € (0,+o00] der Konvergenzradius

der Potenzreihe
o0
Z an(z - ZO)n
n=0

und f(z) = Z an(z—20)", z € Ur(20) (Uso(20) := C). Dann ist f : Up(z0) — C differenzierbar,
n=0
und es gilt

fl(z) = Znan(z —2)" Y VzeUd(z).
n=1

X _n
Beispiel 4.12 Fiir s(z) = Z Z—|, z € C (vgl. Beispiel 3.61), erhalten wir
n!
n=0
, 0 Zn—l 0 on
S(Z):Z(n—l)! :ZHZS(Z) VzeC.
n=1 n=0
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[e.e]
Beispiel 4.13 Fiir die Summe f(z) der Reihe Z nz" ergibt sich

n=1

= AN z
fz)=2) nz"l=2 = Vz € U1(0).
nz::l <1—z> (1—2)2 !

Beispiel 4.14 Die Funktion f: C — C, z +— Z ist in keinem Punkt zg € C differenzierbar.

4.2 Mittelwertsdtze und Taylorreihenentwicklung

Definition 4.15 Es sei G C K. Finen Punkt x* € G nennt man einen globalen Extremal-
punkt und f(z*) ein globales Minimum bzw. Maximum der Funktion f : G — R, wenn
flx) > f(z*) bzw. f(x) < f(z*) fir alle x € G gilt. Man nennt x* € G einen lokalen Extre-
malpunkt und f(z*) ein lokales Minimum bzw. Maximum dieser Funktion, wenn ein e > 0
existiert, so dass Us(z*) C G gilt und f(x*) globales Minimum bzw. Mazimum der Funktion
f:U(x*) — R, z— f(x) ist.

Satz 4.16 (Satz von Fermat) Sind z* € (a,b) ein Extremalpunkt der Funktion f : (a,b) —
R und f in x* differenzierbar, so gilt f'(x*) =0.

Satz 4.17 (Satz von Rolle) Sind f : [a,b] — R stetig, f : (a,b) — R differenzierbar und
fa) = f(b), so existiert ein & € (a,b) mit f'(§) =0.

Satz 4.18 (Allg. Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sind f,g : [a,b] — R stetig
und f,g: (a,b) — R differenzierbar, so existiert ein & € (a,b) mit

[£(0) = f(a)lg'(§) = [9(b) — g(a)lf'(€)-

Folgerung 4.19 (Spez. Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sind f : [a,b] — R
stetig und f : (a,b) — R differenzierbar, so existiert ein £ € (a,b) mit

[£(6) = f(@)] = f'(E)(b—a).

Folgerung 4.20 FEs seien [ : (a,b) — R differenzierbar und f'(x) > 0 (= 0, < 0) fir alle
x € (a,b). Dann ist die Funktion f monoton nicht fallend (konstant, monoton nicht wachsend).
Gilt f'(x) > 0 (< 0) fiir alle x € (a,b), so ist f monoton wachsend (fallend).

Beispiel 4.21 Die Funktion f: R — R, x — x0e®® ist die einzige Lisung des Problems

fl@)=af(z) VYzeR, f(0)=u0,

denn aus diesen beiden Gleichungen und mit der Definition g : R — R, z — e~ ** f(x) folgt
g (@) = e *f(z) — ae”*f(z) = 0 fiir alle z € R. Also ist g(x) = zo Va € R, woraus sich
f(x) = zpe™® ergibt. Mit Beispiel 4.12 erhalten wir

x
T __
E—E F \V/ZL'GR,
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und man definiert deshalb

was wegen Beispiel 3.50 erlaubt ist.

Beispiel 4.22 Fiir die Abbildung f : (—5,%) — R, > tanz gilt f'(z) = = 1+tan®z.

Mit g(y) = f~'(y) = arctany, y € R, und tanzq = yo folgt

cos? x

(o) = r 1 1
J0 © f'(zo)  l+tan’zmy 142

Beispiel 4.23 In Beispiel /.21 haben wir die Exponentialfunktion C — C, z — e* mit

o zn
zZ . ~
e = E 1 z€C,
n=0
definiert. Nach Beispiel 3.61 gilt e*e¥ = e*T fiir alle z,w € C. Daraus folgt insbesondere
n+1
ee™? =1 und somit e # 0 fiir alle z € C. Fiir x > 0 und n € Ny gilt offenbar e* > CESIh
n !
1!
d.h. x"e™" < (n+1) , WOTAUS
x

n

im = =0 VneN,

x—>+oo e¥

folgt.

Satz 4.24 (Die I"Hospital’sche Regel) FEs seien f,g: (a,b) — R differenzierbar (a = —oo

. - f(=)
. /
bzw. b = +oo sind zugelassen), ¢'(x) # 0 Vo € (a,b) und ng}ro 70

= A. Ferner sei die

Bedingung lim f(z)= lim g(x) =0 erfillt. Dann gilt
z—a+0 z—a+0

lim M =A.
z—a+0 g(x)

Fine analoge Aussage gilt fiir x — b — 0 und somit natirlich auch fir x — xg € (a,b).

Beispiel 4.25 Die L’Hospital’sche Regel liefert

. 1—cosx . sinzx 1
lim —— = lim = —.
z—0 xT z—0 2x 2

0
Ausdriicke der Form 0 & ,00—00, 1%, 0-00, 00", 0° sind unbestimmte Ausdriicke. So ist z.B.
00

2

0
lim 2~ # lim T (zwei Ausdriicke der Form —>. Dagegen ist 0°° kein unbestimmter Ausdruck.
z—+0 T z—+0 X 0
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Ableitungen héherer Ordnung: Sind f : G — K differenzierbar und g = ' : G — C
in zy € G differenzierbar, so nennt man ¢'(zy) die zweite Ableitung der Funktion f im Punkt
2o und bezeichnet sie mit f”(zp). Induktiv definiert man nun die k-te Ableitung (bzw. die
Ableitung der Ordnung k) f*)(z) als (erste) Ableitung von f*~D(z) an der Stelle z,
k=1,2,... Wir vereinbaren f(© = f.

o
Beispiel 4.26 Da der Konvergenzradius v der Potenzreihe Z an(z—20)" mit dem Konvergenz-
n=0
o0
radius der Potenzreihe Z nan(z — z0)"" Y iibereinstimmt, ergibt sich fiir f(z Z an(z — z0)"
n=1

induktiv aus Satz 4.11

Znn—l (n—k+Dan(z—2)"", 2eUlz), keN.
n=~k

Es folgt
IARICD _
ap =", k=012
Fiir jedes Polynom p(z Z ok z® mit oy, € C und jedes z € C gilt die Taylorsche Formel

k=0

Satz 4.27 (Taylorentwicklung) Die Funktion f : (a,b) — R besitze Ableitungen bis zur
Ordnung n+ 1, n € Ny. Fiir zg,z € (a,b) schreiben wir

)
1) = 32 T g 4 0).

k=0

Fiir jedes j € N existiert dann ein ¥ = 9(f;z9,x,7) € (0,1), so dass

FH) (20 + 9(x — 20))

n'j (x o a:o)”+1(1 . 19)n—j—|—1

Rn(fv ‘T07 .Z') =

gilt (Restglieddarstellung nach Schlémilch). In den Spezialfillen 5 = 1 und j = n + 1 erhdlt
man die Restglieddarstellungen nach Cauchy und Lagrange:

£ (2 4+ 9(x — 20))
n!

SO (@ + 9(z — x0))
(n+ 1!

Ry (f;mo,2) = (z — o)1 —9)™.

e

Rn(f7$0,$) =

(. — o

Beispiel 4.28 Mit Satz /.27 haben wir eine weitere Mdoglichkeit zum Beweis der Formel
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zur Verfiigung. Unter Verwendung der Restglieddarstellung nach Lagrange erhalten wir ndmlich
fir z € R und ein gewisses ¥ € (0,1)

>
ey
k=0

(n+1)!

i 2|+

| |n+1< |z|

< (n+1)!—>0 fir n— .

Beispiel 4.29 Satz 4.27 liefert auch die Formeln

. EOO: (_1)n 2n+1 d 200: (_1)n 2n eR
ST = — X un COSTX = X s xr .
= (2n+1)! = (2n)!

Diese Formeln fiihren zu den Definitionen

. . (_1)” 2n+1 d - (_1)71 2n c C
Sz = — < un COS 2 = z s z .
nzzo @nt 1) nZ:o @n)!

Hieraus folgt die Eulersche Formel
e” = cosz+isinz, zeC.

Insbesondere lassen sich also die komplezen Zahlen auf dem Einheitskreis in der Form e\t mit
t € R schreiben (vgl. Abschnitt 1.4), genauver gilt

T={zeC: |z|—1}—{ —7T<t<7r}.

Weiterhin zeigt sich, dass die Funktion f:C — C, z — €* genau die Perioden 2kwi, k € Z,
hat, d.h., es gilt f(z 4+ w) = f(2) fir alle z € C genau dann, wenn w = 2k7wi mit einem k € Z
ist. Die Funktionen sin z bzw. cos z haben genau die Perioden 2kw, k € Z, und die Nullstellen
km bzw. (k?—l—%)ﬂ', keZ.

Beispiel 4.30 Fir z € (—1,1] gilt

o
n(1l+ z) Z

Insbesondere erhalten wir also fiir die Leibniz-Reihe die Summe
1

i —D"” =In2.

n=1

Satz 4.31 (Abelscher Grenzwertsatz) Die Potenzreihe Zan(z — 29)" habe den Konver-

n=0
genzradius v € (0,00) und sei auch fir z* = zy + rel¥" konvergent. Dann ist die Funktion
o
f:U(z)U{z*} — C, z — Zan(z — zp)" stetig, wobei die Stetigkeit im Punkt z* so zu
n=0
verstehen ist, dass fiir jedes @g € (O, %) gilt

lim fz)=f(z%).

z—z*:2€Ur(20), | arg(z* —z)—arg(z* —2z0)|<¢o



4.3. LOKALE UND GLOBALE EXTREMWERTE, KURVENDISKUSSION 53

Mittels vollsténdiger Induktion ldsst sich die Leibnizsche Formel (Verallgemeinerung der Pro-
duktregel, vgl. Folgerung 4.7)

(o)™ (z0) =3 (Z)f("_k)(ZO)g(’“)(Zo) . neN,

k=0

beweisen, die fiir zwei Funktionen f: G — Kund g : G — K gilt, diein z0 e G C K (K=R
oder K = C) n-mal differenzierbar sind.

Beispiel 4.32 Fiir xz € [—1,1] gilt

— (1"
arctanz = Z S L gpPntl

n:02n—|—1
Es folgt (x =1)
1 1 1 = (- 7w
lm o=y 2 =0
3+5 7+ ;::0271—1—1 4

Beispiel 4.33 (binomische Reihe) Fir o € R und —1 < x <1 gilt
= [«
1 * = ",
(1+2) go <n)

Satz 4.34 Es seien f : (a,b) — R differenzierbar, a < 1 < x9 < b und f'(x1) < X\ < f'(z2)
oder f'(x1) > X > f(x2). Dann exzistiert ein & € (x1,22) mit f'(§) = \.

Folgerung 4.35 Ist f : (a,b) — R differenzierbar, so hat f' : (a,b) — R keine Unstetig-
keitsstellen 1. Art.

Beispiel 4.36 Die Funktion

1
résin— : xz#0,
fR—R, z+— x

ist fiir alle x € R differenzierbar. Die Ableitung

o1 1

, 2xsin— —cos— : x#0,
ff"R— R, z+ z z

0 =0,

hat in xo = 0 eine Unstetigkeit 2. Art.

4.3 Lokale und globale Extremwerte, Kurvendiskussion

Folgerung 4.37 Sind f : (a,b) — R n-mal stetig differenzierbar (n > 2), z* € (a,b) und
fla)y=...=fV@a") =0,



54 KAPITEL 4. DIFFERENTIALRECHNUNG

so folgt aus Satz 4.27

(@ + 9 — "))
n!

flx) = f(a™) +

mit ¥ € (0,1). Ist also n eine gerade Zahl, so ist f(x*) ein lokales Minimum (bzw. Mazimum),
wenn f™(z*) > 0 (bzw. f(2*) < 0) gilt. Sind dagegen n ungerade und f™(z*) # 0, so liegt
in x* kein Extremum der Funktion f vor.

(x —2")", x € (a,b),

Wir betrachten folgende Aufgabenstellung: Man finde den kleinsten und den grofiten Funktions-
wert der stetigen Funktion f : [a,b] — R. Nach obigen Uberlegungen sind die Punkte

e z € (a,b) mit f'(z) =0,

e x € (a,b), in denen f nicht differenzierbar ist,

e x=qgundx=>
extremwertverddchtig. Minimum und Maximum von f findet man dann durch Vergleich aller
Funktionswerte in den extremwertverdéchtigen Punkten.

3

Beispiel 4.38 Minimum und Maximum der Funktion f : [—%, 7] , © > |x| +sinz sind gleich

3
0 bzw. 5 —
Beispiel 4.39 Aus einem quadratischen Blech der Seitenlinge a ist eine oben offene Schachtel
mit grofstmaglichem Volumen herzustellen:

a

Es sei x > 0 die Seitenlinge der an den vier Ecken auszuschneidenden Quadrate. Das Volumen
der Schachtel ist dann gleich V(z) = (a — 2x)%x, x € [0, g] . Es folgt

V'(z) = (a —22)* — 4(a — 22)x = (a — 2z)(a — 62) .
. , a a L 2 4 .
Also ist V(x) =0, z € <0, 5) = T=w=g. Somit ist V(xg) = 77 @ globales Mazximum,

daV(0)=V (g) =0 gilt.

Beispiel 4.40 Um eine Halbkugel vom Radius r > 0 ist ein gerader Kreiskegel kleinsten Volu-
mens zu beschreiben:
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Es seien R > 0 der Radius der Grundfliche des gesuchten Kreiskegels, h > 0 seine Hdéhe und
0 > 0 der Winkel (in der Spitze des Kreiskegels) zwischen Hohe und Seitenlinie. Dann gilt

R= S , h= L , und das Volumen des Kreiskegels ist gleich
cos 6 sin

L v, 6e(0.l).

1
N L
37T 37T00829 sin 0

Es ist also die Funktion f : [0, g} — R, 6 — cos?6 sinf zu mazimieren. Nun gilt

1
f'(8) = —2cos @sin® 6 4 cos® § = 2 cos> 6 <§ — tan? 9) ,

1
d.h. pg = arctan — ist extremwertverddchtiger Punkt. Wegen f(0) = f (E) =0 und f(gp) >0

NG 2

ist f(po) wirklich globales Mazimum von f : [O, g} — R.

Beispiel 4.41 FEine Last vom Gewicht G, die auf einer horizontalen FEbene liegt, soll durch
Einwirkung einer Kraft verschoben werden. Unter welchem Winkel 6 € (0, z) zur Horizontalen

muss diese Kraft angreifen, wenn sie maéglichst klein sein soll? Gegeben sei dabei der Reibungs-
koeffizient p .

Es sei F' der Betrag der angreifenden Kraft. In Richtung der Horizontalen wirkt dann die Kraft
F cos @, welche die Reibungskraft R = u(G — F'sin€) zu iberwinden hat. Um die Last fortzube-
wegen, ist also die Bedingung

uG

cos > u(G sinf), d >COSQ-|—,usin9

zu erfillen. Dies bedeutet, dass die Funktion f : [0, g} — R, 0 cosO + usind zu mazimieren

ist. Aus der Gleichung f'(0) = pcos@ —sinf = 0 erhalten wir den Winkel 6y = arctan i, der
wegen f"(6y) = —(usinby + cosy) < 0 auch wirklich das Mazimum liefert. Fiir einen Stein,
der auf einem Holzbrett zu bewegen ist, gilt p ~ 0.4 und somit 0y =~ 22° .

Beispiel 4.42 Sindp: C — C, z — p(z) ein nicht konstantes Polynom, zy € C und p(z9) # 0,
so hat die Funktion f:C — R, z — |p(2)| in zo kein lokales Minimum.

Satz 4.43 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes nicht konstante Polynom p : C — C hat
wenigstens eine Nullstelle in C. (D.h., es existiert ein z* € C mit p(z*) =0.)
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Bemerkung 4.44 Man nennt eine Funktion f : (a,b) — R streng konvex, wenn aus x1, 9 €
(a,b) und A € (0,1) folgt, dass f(Ax1 + (1 — Nax2) < Af(z1) + (1 — N)f(x2). Die Funktion
f : (a,b) — R heifit streng konkav, wenn —f : (a,b), x — —f(x) streng konvex ist. Ist
die Funktion f : (a,b) — R zweimal differenzierbar, so ist sie streng konvex (bzw. konkav),
falls f"(z) > 0 (bzw. f"(z) < 0) fiir z € (a,b) gilt. Punkte, in denen das Kriimmungsverhalten
wechselt, nennt man Wendepunkte.

Beispiel 4.45 Wir wollen uns eine mdéglichst genaue Vorstellung vom Graphen der Funktion

?+3r+2  (z+1)(z+2)

PRAVLS =R, oo S T oD@ 3

erarbeiten (Kurvendiskussion). Wir berechnen dazu

—7x% 4 22 + 17
(22 — 4x + 3)?

fl(z) =
und erhalten als Nullstellen der Ableitung (d.h. als Lisungen der Gleichung f'(x) = 0) die Zahlen
1 2
e
x172 7 7 \/% ;

die also extremwertverdichtige Punkte sind. Aus 5 < /30 < 6 folgt

E<:17 <E und —E<x <—2
7 T T 7T T T

Als weitere Hilfsmittel benutzen wir

o die Grenzwerte im Unendlichen
lim f(z)=1,

r—+oo

das Verhalten an den Polstellen xp1 =1 und xps = 3

xll}IIILOf($) - mgg}l—of(x) - +OO’ xll}Ilr—ll—Of(:E) - xEQOf(x) = %%

die Nullstellen, d.h. die Losungen der Gleichung f(z) =0,

zn1=—1, xn2=-2,

den Schnittpunkt (0, f(0)) des Graphen mit der y-Achse, also

03)

Gegebenenfalls kann man noch die Funktionswerte in den extremwertverddchtigen Punkten
berechnen oder auch mittels der zweiten Ableitung das Krimmungsverhalten bestimmen.



Kapitel 5

Integration

5.1 Funktionenfolgen

Auch in diesem Kapitel sei K =R oder K = C. Sind X eine nicht leere Menge und f : X — K
eine Funktion, so nennt man diese Funktion beschrinkt, wenn das Bild f(X) = {f(z) : 2 € X}
in K beschrénkt ist, d.h., wenn eine Zahl M > 0 existiert, so dass |f(z)| < M Vz € X gilt.

Definition 5.1 Sind V ein linearer Raum iber K (K-Vektorraum) und ||.|| : V. — R eine
Abbildung, so nennt man (V,|.]|) einen normierten Raum, wenn folgende Aziome erfiillt
sind:

(N1) |zl >0 Vz eV und ||z|| =0 <= =0,
(N2) [[Az|| =|Al|lz]| YzeV,VAXeK,
(N3) flz +yll < llzll +llyll Va,yeV.

Wie gewohnlich definieren wir fiir zwei Funktionen f,g: X — K und o, § € K die Linearkom-
bination dieser beiden Funktionen af + 8¢ durch

(af + Bg)(x) = af(z) + Byg(z) VreX.

Mit B(X,K) bezeichnen wir die Menge aller beschrankten Funktionen f : X — K. Versehen
mit obiger Vorschrift zum Bilden der Linearkombination und || f|| ., = sup{|f(z)|: x € X} ist
(B(X,K),|.|l,,) ein normierter Raum. Im Fall X = Ny erhalten wir B(X, C) = ¢>° (vgl. Beispiel
2.28).

Satz 5.2 Ist (V,|.||) ein normierter Raum, so ist (V,d) mit d(z,y) = ||x — y|| ein metrischer
Raum.

Man nennt den normierten Raum (V,|.||) einen Banachraum , wenn der entsprechende me-
trische Raum vollsténdig ist. Da (K", d;), (K", d2) und (K", d) vollstindige metrische Rédume
sind (vgl. Beispiele 2.20und Folg. 3.33), sind (K", ||.||;), (K", ||.||5) und (K", ||.|| ) mit

1
n n 2
l2lly = 16kl Nzl = (Z |£k|2) und |zl = max{[&[ : k=1,...,n},
k=1 k=1

x=(&,...,&) € K", Banachrdume.

o7
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Beispiel 5.3 Der Raum (B(X,K),|.||,) st ein Banachraum, insbesondere also auch der Raum
(0>, ]].l) (vgl. Beispiel 2.28).

Wir betrachten eine Folge (f,), =, von Funktionen f, : X — K. Man sagt, die Folge (fy),~;
konvergiert punktweise gegen die Funktion f : X — K, wenn lim f,(z) = f(z) fiir alle
n—oo

z € X gilt. Die Funktionenfolge (f,),~; heiBt gleichmiBig konvergent gegen f, wenn fiir
jedes € > 0 ein ng € N existiert, so dass

|fulz) — f(x)| <e VzeX

gilt. Offenbar folgt aus der gleichméfiigen Konvergenz von f,, gegen f die punktweise Konvergenz
von f, gegen f. Die gleichmifiige Konvergenz von Funktionen aus B(X,K) ist dquivalent zur
Konvergenz in der |.||, -Norm.

Beispiel 5.4 Die Funktionen

2nx o 0<z<(2n)7t,
fni[0,1] — R, 2= 2(1—nz) : 2n)t<z<n?t,
0 : nt<z<l1,

konvergieren punktweise, aber nicht gleichmdfig gegen die Funktion f :[0,1] — R, 2 +— 0.

Beispiel 5.5 Die stetigen Funktionen fy :[0,1] — R, z +— 2™ konvergieren zwar punktweise,
0 : 0<z<1, }

aber nicht gleichmdfig gegen die unstetige Funktion f : [0,1] — R, z — { ) )
: r=1,

wie der folgende Satz zeigt.

Satz 5.6 Es seien (X,d) ein metrischer Raum und f : X — K die Grenzfunktion einer
gleichmdflig konvergenten Folge in xo € X stetiger Funktionen f, : X — K. Dann ist auch f
m xqg stetig.

Folgerung 5.7 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Menge BC(X,K) der beschrinkten und
stetigen Funktionen f : X — K (vgl. auch Folgerung 3.36) ist ein abgeschlossener Teilraum
von B(X,K) und somit ebenfalls ein Banachraum (vgl. Folg. 3.7).

Satz 5.8 Es seien Xo C X eine nichtleere Teilmenge des metrischen Raumes (X,d), xo €
X ein Hdufungspunkt von Xg und f, : Xo — K, n € N, auf Xo gleichmdfig gegen f :
Xo — K konvergierende Funktionen. Existiert lim f,(z) =: v, € KVn € N, so ezistiert auch
T—TQ
lim f(z)=:v €K, und es gilt v = lim -, .
n—o0

T—IT0

Die Begriffe der punktweisen und gleichméffigen Konvergenz lassen sich auch auf Funktionen-

oo

e der

o
reihen Z frn mit f, + X — K iibertragen, indem man die entsprechende Folge (s;,)

n=1

n
Partialsummen s, : X — K, z — Z fr(z) betrachtet. Insbesondere ist also die Summenfunk-

k=1
tion einer gleichméflig konvergenten Funktionenreihe stetiger Funktionen stetig.
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o
Satz 5.9 Ist die Zahlenrethe Zan konvergent und gilt |f,(z)] < ap, YV € X, Vn € N, so ist

n=1

o
die Funktionenreihe Z fn auf X gleichmdf$ig konvergent.

n=1

o
Beispiel 5.10 Ist r > 0 der Konvergenzradius der Potenzreihe Z an(z — 20)", so konvergiert
n=0

diese Reihe gleichmifig auf K,(z) fiir jedes p € (0,7).

5.2 Integrierbare Funktionen

Im Weiteren sei —0o < a < b < oo. Unter einer Zerlegung Z des Intervalls [a, b] verstehen wir
eine Menge von Punkten Z = {xg, x1,..., 2y} mit a = xo < 21 < ... < 2, = b. Die Menge aller
Zerlegungen des Intervalls [a, b] bezeichnen wir mit Z]a, b] . Man nennt die Zerlegung Z; € Z|a, b]
feiner als die Zerlegung Zs € Z[a,b], wenn Z, C Z; gilt.

Definition 5.11 FEine Funktion f : [a,b] — C nennen wir Treppenfunktion, wenn eine
Zerlegung Z = {xg,x1,...,xm} € Zla,b] und Zahlen v, € C existieren, so dass f(x) = g
Ve e (xp—1,2k), k=1,...,m, gilt. In diesem Fall nennen wir Z eine geeignete Zerlegung
fiir die Treppenfunktion f und definieren

b b m
[ = [ s@de =3 =), (5.1)
a a k=1

Die Menge aller Treppenfunktionen f : [a,b] — C bezeichnen wir mit 7T [a,b]. Ist Z € Z]a,b]
eine geeignete Zerlegung fiir f € Ta,b], so ist auch jede feinere Zerlegung geeignet fiir f.
Bezeichnen wir also mit Z; die Menge der fiir f € T a,b] geeigneten Zerlegungen, so folgt aus
Ze€Zy, 71 € Zla,blund Z C Z; stets Z1 € Zy.

Ein lineares Funktional F' : V — K auf dem normierten Raum (V,||.||) nennt man be-
schrinkt, wenn eine Konstante v > 0 existiert, so dass |F(z)| < v |z|| Vz € V gilt.

Satz 5.12 Die Menge T |a,b] ist ein linearer Teilraum des Banachraumes B([a,b],C) . Die Defi-
nition des Integrals (5.1) ist korrekt, d.h. unabhingig von der Wahl der Zerlegung Z € Z5 . Fer-

ner beschreibt ff : Tla,b] — C ein lineares und beschrinktes Funktional, d.h., fir f,g € T|a,b]

und o, B € C gilt
b b b
[ar+sg=a[1+s[ (5.2)

/abf‘ <B-a)fll. (53)

Definiert man |f] : [a,b] — R, z — |f(x)], so ist mit f € T|a,b] auch |f| € Tla,b] und es gilt

wobei

/abf‘ < [ vseTlan, (5.4)
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Definition 5.13 Die Abschliefung der Menge T [a,b] C (B([a,b],C),|.||,,) bezeichnen wir mit
Rla,b], und ihre Elemente nennen wir integrierbare Funktionen.

Eine Funktion f € B([a,b],C) ist also genau dann integrierbar, wenn eine Folge (f,),~; von
Treppenfunktionen f, € Ta,b] existiert, so dass hm || fr — fllo = 0 gilt. Aus (5.3) folgt, dass

der Grenzwert
hm fn = / f (5.5)

existiert. Die Schreibweise f < g werden wir fur reellwertige Funktion f, g : X — R verwenden,
und zwar in dem Sinne, dass f(z) < g(z) Vz € X gilt.

Satz 5.14 Die Definition (5.5) des Integrals einer Funktion f € Rla,b] ist korrekt, d.h. un-
abhdngig von der Wahl der approximierenden Folge von Treppenfunktionen f,. Die Menge

Rla,b] ist ein linearer Teilraum von B(la,b],C) und die Abbildung f; : Rla,b] — C ein li-
neares beschrinktes Funktional. Dabei gilt

|f] € Rla,b] und

[

b b
f g/ | VfeRab,

und

<(-a)lfle VfeRa.

AufSerdem haben wir
b b
) [1< [ 9 vig€Rlab mitf<y.
(b) f € Rlai,bi] fir alle f € Rla,b] und a < a3 <by <b,
b c b
(c¢) f € Ra,b und/ f:/ f+/ f fira<c<bund f € Rla,c]NR[ec,b],
(d) fg€Rla,b] Vf,g€Ra,b], wobei (fg)(x):= f(z)g(z) V€ [a,b].

Bemerkung 5.15 Aus f = u +iv € R[a,b] mit u,v : [a,b] — R folgt u,v € R[a,b] und

/(jf: /:u+i /:U /af’f:ﬁ

b a a
Fiir b < a definiert man / f= —/ f . Dann gilt / f=0und
a b a

/abfZ/acf—l-/cbf Va,b,ceR.

Satz 5.16 Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — C ist genau dann integrierbar, wenn die
einseitigen Grenzwerte f(x£0) fir alle x € (a,b) und die einseitigen Grenzwerte f(a+0) sowie
f(b—0) existieren.
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Folgerung 5.17 Jede stetige Funktion f : [a,b] — C ist integrierbar, ebenso jede monotone
Funktion g : [a,b] — R.

Folgerung 5.18 Ist f : [a,b] — [0, 00) eine stetige Funktion, die nicht identisch verschwindet,

b
sogilt/ f>0.

Satz 5.19 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Ist f : [a,b] — R eine stetige Funkti-
on, so existiert ein £ € (a,b) mit

b
/ f=FO®-a).

5.3 Stammfunktionen

Die Differenzierbarkeit einer Funktion f = w4+ iv : (a,b) — C (mit u,v : (a,b) — R) in
xg € (a,b) ist dquivalent zur Differenzierbarkeit von v und v in g, wobei f/(zq) = u/(zo)+iv'(zg)
gilt. (Man vergleiche dazu die Definition 4.1.) Insbesondere folgt aus f'(z) =0 Vz € (a,b),
dass f = const auf (a,b).

xT

Satz 5.20 Ist f € Rla,b], so ist @ : (a,b) — C, z — / f stetig. Falls f in xo € (a,b) stetig

a
ist, so ist ® in xg differenzierbar und es gilt ®'(xg) = f(xo) .

2 o x>1
/x F T s 0<x <1,
o | 2w-1: 1<z<2.
Definition 5.22 Fine stetige Funktion F : [a,b] — C heifit Stammfunktion der Funktion

f:(a,b) — C, wenn F : (a,b) — C differenzierbar ist und F'(x) = f(z) fir alle z € (a,b)
gilt.

1 : z<1
Beispiel 5.21 Fiir die Treppenfunktion f :[0,2] — R, x { } gilt

Folgerung 5.23 Jede stetige Funktion f : [a,b] — C besitzt eine Stammfunktion auf [a,b] .

Folgerung 5.24 Ist F' : [a,b] — C eine Stammfunktion der Funktion f : (a,b) — C, so ist
die Menge aller Stammfunktionen der Funktion f gleich {F +c¢:c¢€ C} .

Die Menge aller Stammfunktionen der Funktion f wird auch mit / f(x) dx bezeichnet. Ist F(x)

eine Stammfunktion von f(x), so schreibt man abkiirzend fiir die Menge der Stammfunktionen
von f

/f(:r) do = F(z)+c,

2
z.B. / rdr = % + c. Die Bestimmung einer Stammfunktion F'(z) auf einem gewissen Intervall

(a,b) zu einer gegebenen Funktion f(x), d.h. das Auffinden einer Funktion F': (a,b) — C mit
F'(z) = f(z) Yz € (a,b), nennt man auch unbestimmte Integration.
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Satz 5.25 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechung) Sind f : [a,b] — C eine
stetige Funktion und F : [a,b] — C eine Stammfunktion von f, so gilt

b
/ Ff=F®) - Fla).

5.4 Integrationsmethoden

Hier soll noch auf eine andere Schreibweise der Ableitung einer Funktion eingegangen werden.
Nach Definiton 4.1 ist f : G — K genau dann in zy € G differenzierbar, wenn

f(z) = f(20) + (2 —20)9(2), 2z€G,

mit einer in zg stetigen Funktion g : G — K gilt. Das ist dquivalent dazu, dass

F(2) = f(20) + (2 — 20)g(20) + h(z) mit  Tim —2)

2720 2 — 20

=0

gilt oder, einfach anders geschrieben (mit Af(z9) = f(2) — f(20) und Az = z — z)
Af(z0) = g(20)Az + o(Az).
Dabei versteht man unter o(Az) eine (unendlich kleine) GroBe mit der Eigenschaft

. o(Az)
Aligo Az

Die GroBe df (z0) := g(z0)Az = f'(20)Az nennt man Differential der Funktion f an der Stelle
zp . Offenbar ist das Differential der Funktion z — z gleich dz = Az, so dass df (29) = f'(z0)dz,

und man erhélt 0f (z0) 4 (2)
20 / . z
p bzw. f'(z) = p

=0.

f(z0) =
df

Kurz schreibt man auch nur f/ = e Die Kettenregel fiir die Funktion w +— f(z(w)) ldsst sich

nun in der Form

o _4 i
dw  dz dw
schreiben. Die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion y — x(y) der Funktion x — y(x)

d 1
kann damit in der Form d—x = geschrieben werden (vgl. Satz 4.9).
Y @

5.4.1 Grundintegrale

d
(a) Aus . (:EO‘+1) = (a+ 1)z folgt fir a # —1
a+1
/xo‘ de = = +ec,
a+1
wobei
R . acf{0,1,2,...},
(—00,0)U (0,00) : a€{-2,-3,—4,...},
x € [a,b] C
[0, 00) : ae(—1,00)\ Ny,

(0, 00) o a€(—oo,—1)\Z.
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dl 1 1 d
(b) Fir z € (—00,0) U (0,00) gilt el = —sgnz = —, also /_a: = In|z| + ¢ fiir

dx || x x

x € [a,b] C (—00,0) U (0,00).
d si d
(¢) Aus ST coszund T8~ ging folgt
dz dz

/cosa:da:zsin:n—l—c und /Sin:L'dZL':—COS:E—I—C fir z € [a,b] CR.

Ebenso erhalten wir

dx
(d) /m:arctana:—i—c, x € [a,b] CR,

und

(e) /exdznzex—l—c, x € [a,b] CR.

5.4.2 Einfachste Integrationsregeln

(a) aeC: /af(x)dw:a/f(w)dx

W = aF'(az + B) = af(az + B),

also, falls a #£ 0,
1
flax + B)ds = aF(az—Fﬂ)—i—c

(vgl. auch Abschnitt 5.4.3).

Beispiel 5.26

1 2 2 1 3 s 4
(a) /(a:3+2> da::/(a:3+4x3+4> do=Zai+305 +4z+e, ©20

d

(b)/x_xlzln\x—ll—i-c, x#1

(c)/ do —l/dix—larctanf—i-c
A+ 4] 14 () 2 2

222 — 1
(d) /wdx:/<2x—5+i> dr =2 -5z +6ln|r+1|4+c¢ z# -1
z+1 z+1
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(e)/m2_5 2\/_/<3:— v $+1\/5>dx:2\1/31n i;ﬁ ‘e, z£+V5
0 ot Jomemg =[S [ e ee e

1
(2) /sin2wdw:§/(1—cos2w)dx:§ 15 sin2x + ¢

5.4.3 Die Substitutionsregel

Es seien / f(z)dz = F(x) + ¢ und z(y) eine reellwertige differenzierbare Funktion. Dann gilt
dF(z
L) — Pal)el () = Faw) o),

d.h.
[ Haw)e @ dy = Faw) +c.

Ist y — 2z(y) umkehrbar, so gewinnt man aus F'(z(y)) die gesuchte Funktion F'(x). Man substi-
tuiere also x = x(y) und ersetze dx durch 2/(y) dy .

Merke: = = u(y) impliziert dz = u/(y) dy, bzw. y = v(z) impliziert dy = v'(x)dz .

Beispiel 5.27

) y = sinzx y3 1 .
2 2 3
a sin“ z cosz dr = :/y dy=>+c=-sin"z+c
(a) / ' dy = coszdr 3 3
Yy = cosx
(b) /sin3wdw:/(l—coszw)sinxdx:
dy = —sinxdx

? 1
:—/(1—y2)dy:%—y—|—c:—cos?’x—cosx+c

3
f'(x) y = f(z) dy
T ™= ay = payae | =y T I e= k@l
_de | * = tany Ay 2
(d) /(m2+1)2 T de = (1+ tan2y) dy = (1+ 22) dy /1—|—tan ” /cos y dy

1 y 1 . 1 .
=3 (1 + cos2y)dy = 5 +Z sin2y + ¢ = §(y+51nycosy+c)

U arctanz + —%— ) +
= — | arctanx D C
2 1+ 22
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5.4.4 Partielle Integration

Aus der Produktregel fiir die Differentiation folgt
uv' = (uv) —d'v,

also

Beispiel 5.28

(a) /xcosxdmzxsinx—/sinxdm:a:sina:+cosa:+c
(b) /ln\x!da::a:ln\x]—/da::a:ln\x]—x—i—c

(c) Mittels partieller Integration ergibt sich /sinxcosxdm = sin®z — /cosxsinxdm und

somit
. 1 .,
smxcosxdx258m T+ c.

(d) Durch zweimalige partielle Integration folgt
/excosxdx =e’sinx — /emsinazdaj =e®sinx + e* cosx — /e””cosxdm,

also )
/excoszndzn = Eex(sinx+cosx) +c.

(e) Wir setzen Jn(x):/( do

m,nzl,Q,... Danngzlt

Ji(z) = arctanx + ¢

* +c
1+ 22 '

und nach Beispiel 5.27,(d)

1
Jo(x) = 5 <arctana: +

Mit u(z) = und v(x) = x erhalten wir

(z2 +1)»

B x i / 2n x2 dx
(22 +1)n (22 + 1)+l
T
und somit die Rekursionsformel
T 2n —1

Tni1(@) = 2n(x? 4+ 1)n L™
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5.4.5 Integration rationaler Funktionen

Unter einer rationalen Funktion verstehen wir eine Funktion

_ P

die sich als Quotient zweier Polynome P(z) und Q(z) (mit reellen Koeffizienten) schreiben lisst.
Fin solcher Quotient kann immer in der Form

P(x) bi(z)
Q(z) Q(x)
mit Polynomen Py(x) und Pj(x) dargestellt werden, wobei der Grad des Polynoms P;(x) kleiner

als der Grad des Polynoms Q(z) ist. Jedes Polynom Q(x) gestattet eine Zerlegung in lineare
und quadratische Faktoren der Gestalt

= PQ(I‘) +

Q(x)=alx —ap)™ - (x —ag)™ (:132 +prz+q)™ - (3:2 +pjx+q;)™,

wobei a, a;, p;, ¢; € R und p? —4q; <0 gilt. Damit lisst sich die Partialbruchzerlegung

Piz)  onxs Ai / Bisz + Cig
Q) " T W gt

mit gewissen reellen Zahlen A;y, By, Ciy gewinnen.

Folgerung 5.29 Die Integration rationaler Funktionen kann stets auf Integrale der Form

B C
7$ und T de, n=12...,p°—4¢<0,
(x —a)" (22 +px+q)

zuriickgefiihrt werden. Dabei gilt

d
(a)/ * =In|z —al+c

r—a
und
dx 1 1—
= — " irn=2,3,...
(b) /(m—a)" 1_n(3: a) " +c firn=23,

(c) Unter Verwendung von

2

2 2 x_‘_g
w2+pw+q:<w+g) +q—%:<q—p—> ——2 ] +1

erhalten wir

Bz +C B 2 c-Ze
/72 v dr = —/72 TP dx+/72 2 dx
z¢+pxr+q 2 e+ pxr+q e+ pxr+q

B Bp dx
= Zn(z? _2F ___
5 n(x +px+q)+<C 2>/w2+px+q
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Weiter ist

dx dx

arctan

/

(d) Firmn=2,3,... haben wir

$2+p$+q_q— ot

oIS

3

:f
4(

9=

3 =
)

r+5

722+c.
p

Vea— 1

1
2
¢- 7

Bxz+C B 2x+p Bp dx
= | e de (O (72 L omr+ g\’
(2 +px+q) 2 ) (@2 +px+q) 2 (2 +px+q)
wobei g+ .
x b 2 1-n
Tz +pxr+ +c
[ T et
und
dx 1 dx 1
= == J
| roerar ( _ﬁ)"/ R
q 4 T+35 (q —>
+1 4
( q—”f>
r+ 5
mit y = 722 (vgl. Bsp. 5.28,(¢)).
Va-'r
222 + 22 +13
Beispiel 5.30 Wir berechnen / b dx . Der Ansatz
(x —2)(z2 +1)2
222 +2x 413 A Bx+C Dzx+FE
(x—2)(z2+1)2 -2 22+1  (22+1)2
liefert A=1, B=-1,C=-2,D=-3, E=—4 und somit
/2w2+2w+13 / dx /w—|—2 /3x+4 d
= — r— | ——=dx
(x —2)(x2 +1)? x —2 22 +1 (x241)2
1 2x 3 2z
= 1 —2|—= | ——dz—2J —= | ———= —4J
nle -2 2/ﬂ+1x (@) 2/@LHV 2()
1 3 1
= ln\x—2[—§ln(x2+1)—2arctanx+§x2+1
x
-2 <arctanw+ 5 >+c
=41
—9 _3
= IDM—KLEHC'E&DJL'— ° 2 4c.
2+ 1 2 +1
Beispiel 5.31 Wir haben
x5 z(zt+1)—=x T
- drx= | 22— “dr= de — | ——d=x.
/ﬁ+1x / Ar1 W /ww /ﬁ+1w

67
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Es gilt

2
x4+1=a:4+2a:2+1—2a:2:(a:2+1)2—(\/ix) =<x2+\/§x+1) (a:2—\/§a:+l>.

Damit kann man die Partialbruchzerlegung von %_1_1 finden. Hier kommt man aber schneller
x

mittels Substitution zum Ziel. Es ist ndmlich

x
Y g =
/3:4+1 o

5.4.6 Integration trigonometrischer Funktionen

2 =y

2zdr = dy

1/ W__ 1 ctany+c= 1 arctan(a?) +
= — = — arctan C = — arctan(\x C.
2) 241 2 4 2

Eine Funktion der Gestalt

m
Ay
E agjz'y’

1,j=0

n
> By

1,7=0

R(‘Tvy) =

mit a5, 3;; € R nennt man rationale Funktion in den Verdnderlichen z und y. Wir betrachten

x
Integranden der Form R(cos x,sin z) . Mittels der Substitution ¢ = tan 3 transformieren wir das

Integral / R(cos z,sin x) dx in ein Integral mit rationalem Integranden. Es gilt ndmlich

1
dt = 5(1+t2)dgc,

T 2tan% 2t

sinx:2sin£cos—: = = 51
2 2 I+tan*5 1+¢

2 1—¢2
1=

T
—2c08? 2 — 1= ——
CORT= 208 1+ tan® 2 1+ 12

und somit

_ 1—-t 2t dt
/R(cosx,sma:)dx:2/R<1+t271+t2> 1+2°

Folgende Spezialfille sind von Interesse. Dabei bezeichnen R;(x,y) rationale Funktionen in x

und y .
(a) R(z,y) = Ri(2* y)a:
/R(cosx,sina:) dx = /R1(1 — sin® 2, sin ) cos = dx

t = sinx
:/Rl(l—t2,t)dt

dt = cosxzdx

(b) R(z,y) = Ra(x,y?)y: analog zu (a) mit t = cosz
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(C) R(:Evy) = R3($2,$_1y)3

1
i dr = 2r,t dr = —,t d
/R(cosx,smx) x /Rg(COS x,tanz) dx 3 <1+tan2m’ anx) x

/R
1 dt
_/R3<1+t2’t> 1+ 12

t = tanzx

dt = (1+t¥)dx

Beispiel 5.32

(a) dx dx t = tanx
a _— = —— =
sin® z cos? tan? x cos®

dt = (1+t*)dx

69

1+t 2 1 2 1 1
:/Mdt /<1+—+—> dt =t —— — +c=tanz —2 cota:—gcot?’a:—kc

t4 t2 t4 t 3t3
t = tang
1—t2
(b)/ dr | cosz = 120 :/ 2 dt
2+ coszx I+t 1—t2 1+1¢2
1, 2+ e
dt = S(1+1%)dz +1

_t At
V3 3
2 ; <1 ; x n
= — arctan [ —= tan — c
V3 V3 o2
t = tang
1—t2
(C) /dixz COS T == m :2/i
1+2cosz 3 —t2
1
dt = 5(1+t2)da:
1 1 t
=—/< + )dtziln@—i-c—— \/_—l—an
V3J) \V3—t 3+t V3 V3t V3 3 —tan2

(d) /3:2cosajd3:::n2sin:n—2/3: sinz dz

2

=z sinx+2a:cosw—2fcosa:da: = g2

sinx +2x cosx —2sinx + ¢

(e) Firoa,B eR, B#0 ergibt zwez’malz’ge partielle Integration

/eo‘xcosﬁzndzn = Slnﬁx——/ Tsin B x dx

B
2
= % sm,@x—i—ﬁ TeosfBx — 52/ “cos fxdr,
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so dass

e**(B sin fx + « cos B x)

2T P +c.

/e‘“cosﬁa:da::

5.5 Das Riemann-Stieltjes-Integral

In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit p : [a,b] — R eine monoton nicht fallende Funktion.
Fiir eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R und eine Zerlegung Z = {xg, x1,...,xn} € Zla,b]
definieren wir die Grofien

mi(f; Z) = inf {f(z) :z € [xp—1,2k]} , Mi(f;Z) :=sup{f(z): 2 € [Tp_1, 7k}

und die Darbouxsche Unter- und Obersumme
Sulf; Z,p) : kafZ o) — plap—1)] s So(f3 2, 1) : ZMku o) — p(@e—1)] -

Das untere und das obere Darbouxsche Integral der Funktion f bzgl. u sind definiert als

Iu(f) = sup {Su(f; Z, ) : Z € Z[a,b]}

bzw.

I(f) == nf{So(f: Z, 1) : Z € Zla,b]} .

Sind diese beiden Zahlen gleich, so nennt man f Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl. ;1 und
verwendet die Bezeichnung

/abfdu = /abf(ﬂf)du(x) = 1Lu(f) = L(f)
fiir das Riemann-Stieltjes-Integral der Funktion f bzgl. u
Bemerkung 5.33 Offenbar gilt
—[1flloo [1(0) = p(a)] < Su(fs Z, 1) < So(f: Z, 1) < || fllog [1(b) = pia)]l ¥V Z € Z[a, 0],
so dass die obige Definition von I,,(f) und I,(f) sinnvoll ist.

Ist f € B([a,b],C), so sagen wir genau dann, dass f bzgl. u Riemann-Stieltjes-integrierbar ist,
wenn Re f und Im f diese Eigenschaft haben, und setzen

/abfdu::/abRefd,u—Fi/ablmfd,u.

Folgerung 5.34 Es sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion.
(a) Ist die Zerlegung Zy € Z[a,b] feiner als die Zerlequng Z € Zla,b], so gilt
Su(fs Z, 1) < Sulfs 2, 1) < Solfs 21, 1) < So(f5Z, 1) -

Insbesondere ist eine beliebige Untersumme nicht grofler als eine beliebige Obersumme, so
dass

Lu(f) < Io(f) -
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(b) Bezeichnet wi(f;Z) = Mp(f; Z) — mp(f; Z) die Schwankung der Funktion f auf dem
Teilintervall [x,_1, k], so ist die Funktion f genau dann bzgl. u Riemann-Stieltjes-inte-

grierbar, wenn fiir jedes € > 0 eine Zerlequng Z = {xo,r1,...,xm} € Zla,b] existiert, so
dass
m
Solf; Z,18) = Sulf; Z, 1) =Y wilf; Z)[ulwr) — p(zr-1)) < €
k=1
gilt.
(¢) Die Funktion f ist genau dann bzgl. u Riemann-Stieltjes-integrierbar, wenn eine Zahl I
existiert, so dass es fiir jedes € > 0 eine Zerlequng Z = {xg,x1,...,Tm} € Z|a,b] gibt mit
m
I— Zf(fk)[u(a:k) —pwlxp—1)]| <e V& € [xp—1,zi], k=1,...,m.
k=1

b
In diesem Fall ist dann I = / fdu.

(d) Es seien f : [a,b] — R bzgl. p Riemann-Stieltjes-integrierbar, f([a,b]) C [c,d] und ® :
[c,d] — R stetig sowie g(x) = ®(f(z)), = € [a,b]. Dann ist g : [a,b] — R bzgl. p
Riemann-Stieltjes-integrierbar.

Die Menge der auf [a,b] bzgl. u Riemann-Stieltjes-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir
mit R,[a,b]. Im Fall u(x) = x sprechen wir von Riemann-integrierbaren Funktionen und
bezeichnen die entsprechende Menge mit R]a, b].

b
Beispiel 5.35 Ist f : [a,b] — C, x — v konstant, so gilt / fdp = ~[u(b) — u(a)]. Die

0 : =z rational

Funktion r : [a,b] — R, z — { } ist nicht Riemann-integrierbar.

1 : =z irrational

Satz 5.36 Die Menge R, [a,b] ist ein linearer Teilraum des Raumes B([a,b],C) . Das Funktional
b
/ dp : Ry[a,b] — C ist linear und beschrdnkt. Dabei gilt

b b
(a) / fduﬁ/ gdu Vg€ Ryfa,b] mit f < g,

b b
(b) [f] € Ryla,b] und / fdu‘ S/ [fldp < (1 llo [1(b) = p(a)] V f € Ryla,b],

(c) /bfd(a,u):a/bfdu VfeR,a,b]l, Va>0,

b b b
(d)/fd(qué):/fdqu/ £ds ¥ f €Ryla,b] NRsa,b],

(e) feRylar,bi] fir alle f € Ryla,b] und a < a; <b; <b,

b c b
(f)/fdu:/fdu—i—/fd,u VfeRua,bl unda <c<b,
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(g) fge Ru[a, b Vf.ge Ru[a, b].

Folgerung 5.37 Sind f, € R,[a,b] VneN, f e B([a,b],C) und li_)rn | fr — flloo =0, so folgt
feR,a,b] und

lim fndu / fu.

n— o0

Somit ist R, [a,b] ein abgeschlossener Teilraum von (B([a,b],C),|.||,) -

Satz 5.38 Die Funktion f € B([a,b],C) habe nur endlich viele Unstetigkeitsstellen auf [a,b] und
p sei an diesen Stellen stetig. Dann gilt f € R,[a,b].

Folgerung 5.39 Jede stetige Funktion f : [a,b] — C gehort zu R,[a,b]. Ist p : [a,b] — R
stetig, so gilt Rla,b] C Ry[a,b]. Insbesondere gilt R[a,b] C Rla,b], und auf Rla,b] fallen das in
Definition 5.13 erkldrte Integral und das Riemann-Integral zusammen.

. 1 .
sine x>0

Beispiel 5.40 Die Funktion f :[0,1] — R, z 0 0 } ist Riemann-integrier-
Cor =

bar diber [0,1], aber nicht integrierbar im Sinne von Definition 5.13.

0 : =<0

1 : >0

/abfdus — £(5)

Beispiel 5.41 FEs seien h(x) = { } und ps(x) = h(x —s). Ist f € B([a,b],C) in

€ (a,b) stetig, so gilt

o0
Sind auflerdem ~y, > 0, ZV” konvergent, s, € (a,b) und ~(zx Zyn (x — sp) sowie
n=1 n=1

fla,b] — C stetig, so gilt

b 00
| tdn=3"mfs0).
a n=1

Satz 5.42 Es seien p' € Rla,b] und f € B([a,b],C). Dann gilt f € R,[a,b] genau dann, wenn
f i €Rla,b] erfillt ist. In diesem Fall gilt dann

/fdu /f d:v—/fu

Satz 5.43 (Substitutionsregel) Die Funktion ¢ : [c,d] —> [a,b] sei monoton wachsend, ste-
tig und surjektiv (und damit bijektiv). Ferner seien f € R,[a,b], 6(y) = p(e(y)) und g(y) =
flp(y)). Dann ist g € Rsle,d], und es gilt

d b
/gd&z/fd,u.
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5.6 Funktionenfolgen (Fortsetzung)

5.6.1 Vertauschen von Grenziibergingen

Wir waren bereits in Abschnitt 5.1 auf die Begriffe der punktweisen und gleichméfligen Kon-
vergenz von Funktionenfolgen bzw. -reihen eingegangen. Die Aussagen des Satzes 5.6 und der
Folgerung 5.37 lassen sich auch in der Form

g, iz, () = Jip, Jim, (@)

bzw.
b b
i [ o= [t g
schreiben. Fiir beide Aussagen wurde jeweils die gleichméfliige Konvergenz der Funktionenfol-
ge vorausgesetzt. Dass solche Vertauschungen von Grenziibergédngen auch in anderen Zusam-

menhéngen keineswegs ohne zusétzliche Voraussetzungen moglich sind, sollen folgende Beispiele
zeigen.

Beispiel 5.44 Die Funktionen f, : [0,1] — R, = +— nz(1 — 22)" konvergieren punktweise
gegen die Funktion f:[0,1] — R, x +— 0. Es gilt aber

1 1
1
lim fn== 75/ lim f,.
n—oo Jq 2 g Moo

Beispiel 5.45 Die Funktionen f,(x) = sin(nz) konvergieren auf jedem Intervall [a,b] gleich-

vn

mdpig gegen Null, ihre Ableitungen f](x) = \/ncos(nz) aber nicht (auch nicht punktweise).

Satz 5.46 Die Funktionen f, : (a,b) — R, n € N, seien differenzierbar. Es existiere ein
zo € (a,b), so dass (fn(x0)),=y konvergiert. Die Folge (f}), =, konvergiere gleichmifig auf
(a,b). Dann konvergiert (fy), =, gleichmdifig auf (a,b) gegen eine differenzierbare Funktion f :
(a,b) — R, und es gilt

£() = lim fi() Va € (ab)

(vgl. Ubungsblatt 5, Analysis 2, Aufgabe 5).

5.6.2 Fourier-Reihen

Eine Funktion p : [-7, 7] — C der Gestalt

pla) = Y e, (5.6)

k=—n

wobei n € Ny und 7% € C, nennt man trigonometrisches Polynom n-ten Grades, falls ,, # 0
oder v_, # 0. Die Koeffizienten v; in der Darstellung (5.6) geniigen wegen

T 2T m =10
/ et dr = { (5.7)
- 0 T mEZ \ {O}
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der Beziehung
1 ™

o p(x)e ¥ d . (5.8)

Ve =

Die Formel (5.7) besagt, dass das Funktionensystem {\/%—W "t n e Z} beziiglich des inneren

Produktes (f, g) / flx d:n ein orthonormales Funktionensystem ist. Ist nun die

Funktion f:R — R eine beheblge 27-periodische Funktion mit der Eigenschaft f € R[—m,x],
so sind die v =: fk in (5.8) fiir alle k € Z erkldrt, und man kann sich die Frage stellen, ob

— i ik . — 7 ikz
flz) = lim g: Foet® = n;w Fre (5.9)
gilt. Die Reihe in (5.9) heifit Fourier-Reihe der Funktion f. Die Koeffizienten

~ 1

Jr= on | f( )e kT g

nennt man die Fourier-Koeffizienten der Funktion f. Die n-te Partialsumme der Fourier-
Reihe in (5.9) bezeichnen wir mit S, (f;x),

33‘) _ Z ﬁeikx

k=—n

Satz 5.47 Ist f € R|—m, 7|, so gilt

n 2
(a) / |f(x) — Spu(f; )| da < / f(z) — Z e*| dx YV, € C
o -m k=—n
wobei das Gleichheitszeichen genau dann steht, wenn v = ﬂ Vk=—n,...,n,

Z ‘fn‘2 / |f(2)|? dz (Bessel’sche Ungleichung),

n=—oo

Es gilt (unter Beriicksichtigung der Periodizitét von f(z))

Su(fim) = 5= [ FODu 1yt =

2 J_

Dabei bezeichnet D,,(x) den sogenannten Dirichlet-Kern

41
Z b _ S (14 3) T (5.10)
P Slll§

s

wobei offenbar D, (z) dx = 27 gilt.

—T
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Satz 5.48 Die 2w-periodische Funktion f : R — C sei stetig differenzierbar mit eventueller
Ausnahme endlich vieler Punkte auf einem Intervall der Linge 2w . In diesen Punkten mdgen
die links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f und f' existieren. Ferner sei in einem solchen
Ausnahmepunkt x stets

F(@) = 5 [fG+0) + FG - 0)] .

Dann konvergiert die Fourier-Reihe punktweise gegen f(x) und auf jedem Intervall [, 5], —o0 <
a < B < oo, welches keine Unstetigkeitspunkte von f enthdlt, gleichmdfig.

Beweis: Es gilt

1
Salfia) = o [ fa-1 pIn it 2,
2
+3) 1
= /f:z:— Sln t2 dt+ /f sm tz)tdt
"z ny
- 5 W[f(w—t)—f(a:—o)]sm(wr )ty
27 Jo Siné
T 1 -
—l—i [f(a:+t)—f(x+0)]51n(7?t2) dt+f(x—|—0)—|—f(x 0)
27 Jo sin 5 92
Wir zeigen, dass
[ sin (n+ 3)t
T@) = [ e+ - R

fiir n — oo und fiir alle z € R gegen Null konvergiert, wobei auf jedem Intervall [«, 3] ohne
Sprungstellen von f die Konvergenz gleichméfig ist. Dazu bemerken wir vorerst, dass unter den
gemachten Voraussetzungen Konstanten M und M; existieren, so dass |f(z £ 0)] < M und
|f'(x £0)| < M fiir alle z € R gilt. Wir setzen

fle+t)— f(x+0)
gm(t) = QSiH%
f(z+0) : t=0.

Sei 0, > 0 so gewihlt, dass (z,x + §) keine Unstetigkeit von f und f’ enthilt. Es folgt nun
(wegen sint > 2 fiir t € [0, Z])

@+ 00l _ 7y
2sint T 2

|92(8)] = , t€(0,8),

und

|92(8)] < e [6,7],

also |g.(t)| < M, < oo fiir alle ¢ € [0, 7] . Liegt in [«, 3] kein Unstetigkeitspunkt von f, so kann
0, = 0 fiir alle x € [a, 8] fest gewihlt werden. Fiir ¢ € (0, ] erhalten wir, wenn z < y1 < ... <
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y; < x +t eventuelle Sprungstellen der Ableitung sind,

f@ ) = fly) + ) = flyim) + o+ fln) — f(2)]
|9w(t)| = 9 sin
2

|f(y; +05(x+t —y;))(@w+t —y;) + fly;—1 + 0,1y — y5-1) (Y5 — yi-1)

oA f@ by — )y —2)| Mt
-

. t — .
281n§ 251n§

Also gilt [g.(t)| < Mqo,5 < oo fiir alle € [, 3]. Nun ist mit h = =

1
n+j

n 1 m—h 1
In(z) = / g2 (t) sin (n + —> tdt = _/ gz(s + h) sin (n + _> sds
0 2 —h 2
und somit

T m—h
2Jp(z) = / g (t) sin <n—|—%>tdt—/ g (t + h)sin <n—|—%>tdt
0 —h

_ —/_(;gx(t—kh)sin <n+%>tdt+/07r_h[gx(t)—gx(t—i—h)]sin <n+%>tdt
—|—/7:hgm(t)sin (n—l—%)tdt.

2/ Jn()| §2Mxh+/07r_h 192 (1) — ga(t + )[dt (5.11)

Es folgt

Sind nun 0 < t; < tg < ... < t;, < 7w die Unstetigkeitsstellen von g.(t), so kénnen wir das
Integral in (5.11) fiir hinreichend kleines h zerlegen in (¢ := 0, t;,41 := 7)

w—h m o ptepi—h otk
/ 02(0) — galt + W)t =Y / 10(8) — ga(t + D)+ / 10 (8) — galt + B)ld.
0 k=0 "tk k=1 h

te—

Ist nun € > 0 gegeben, so wihlen wir h so klein (d.h. n so groB), dass |g;(t) — g.(t + h)| < €
fiir t € (tg,tkr1 — h) gilt. Dann ldsst sich das Integral in (5.11) nach oben abschétzen durch
em + 2Mzmh . Dabei kann bei diesen Abschitzungen fiir = € [, 3] die Konstante M, durch
M, g ersetzt werden, so dass die Konvergenz auf [, 3] gleichméfBig ist. O

Ist f € R[—m, 7| reellwertig, so folgt = E und somit

i 7 eine — % + i [an cos(nx) + by, Sin(na:)]
n=1

n=-—o00
mit
1 1

an = an(f) = - i f(x)cos(nz)dxr und b, =0b,(f)=— i f(x)sin(nz) dz .

—T —T



5.6. FUNKTIONENFOLGEN (FORTSETZUNG) 7

Gilt f € R[—m, 7|, so zeigt die Beziehung

N 1 —mx o

1 ~
—1nm _ /

© 27in

dass hohere Glattheit der Funktion zu schnellerem Fallen der Fourierkoeffizienten fiihrt.

Beispiel 5.49 (Sigezahnkurve) Es seien a > 0 gegeben und f : R — R die 2w—periodische

Funktion mit
{ ar  —w<z<T,

0 r=T.

oSS
S S

Sagezahnkurve

Die Fourierreihe dieser Funktion ist gleich

sinzx sin2x sin 3ac sin nx
9 _ =9 n+1— .
a ( 1 5 + 3 ) a Z

Fiir a = % und r = g erhalten wir die Zahlenreihe
(5.12)

deren Summe also gleich f (%) = 7 ist (vgl. Beispiel 4.32).

Beispiel 5.50 (Rechteckfunktion) Es seien a >0 und f : R — R 2w-periodisch mit

a @ O<z<m,
flx) = 0 : z=0,z=m,
—a @ —nT<z<0.
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Rechteckfunktion

Die Fourierreihe dieser Funktion hat die Gestalt

4 1 1 _-1
=4 <sinx+§sin3w+gsin5w+-..> :_azsm 2n

7T 7r 2n—1
n=1

Fiir a = % und r = g erhalten wir wieder die Reihe (5.12).

Beispiel 5.51 Fir —nw <z <7 gilt

2 2 o0 n+1
9 T cos(2x)  cos(3x) T (-1)
x —§—4<cosw— 52 + az —3—4;:17 cos(nz) .
Es folgt fiir t = m bzw. x =0
2 > 2 > n+1
T 1 s (-1)
P SRR D Pt
n=1 n=1

Beispiel 5.52 Fir —nw <z <7 gilt

4 X cos(2n — 1)z
T (2n 1) ’

cos3xr  cosbx
|33| = + 4. ) =

4
cos T + 32 5

T
2 T

woraus mit t =0
2 > 1
E HZ:% (2n +1)2

folgt.

5.7 Uneigentliche Integrale

Ist f : [a,00) — [0,00) eine stetige Funktion, so ist die Frage, ob der Flicheninhalt unter
A

dem Graphen dieser Funktion endlich ist, &quivalent zu der Frage, ob der Grenzwert Alim f
— 00 a

endlich ist. Betrachten wir z.B. die Fliche unter dem Graphen der Funktion f : [1,00) — R,
x + 272, so miisste diese auf jeden Fall kleiner als (siche Abb.)

1+1+ +- Zkz

sein. Da diese Zahlenreihe bekanntlich konvergiert, d.h. eine endliche Summe besitzt, ist dieser
Flécheninhalt also auch endlich. Ein vollig analoger Sachverhalt liegt vor, wenn man z.B. die

Funktion z — % auf dem Intervall (0, 1] betrachtet.
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Definition 5.53 FEs seien a € R und f € Rla, A] fiir alle A > a. Dann definieren wir das
uneigentliche Integral

A—oc0

/:O f(@)dz = lim /aA F()dz,

falls dieser Grenzwert existiert. Ist dieser unendlich oder existiert er iberhaupt nicht, so nennt

o0
man das Integral / f(z)dx divergent, sonst heifst es konvergent. Analog definiert man
a

/_OO ) dz.

Ferner definiert man unter Verwendung eines beliebigen a € R

/::f(x)dw ::/_Zof(:n)dx—l—/aoof(;p)dx_

Bemerkung 5.54 Ist F(z) eine Stammfunktion der stetigen Funktion f(z) auf [a,o0), so gilt
/ f(:l:)dx:Alim F(A) — F(a) = F(o0) — F(a),
a — 00
falls dieser Grenzwert existiert.

Beispiel 5.55 Wir betrachten folgende uneigentlichen Integrale:

*© dx . A dx ) T *© dx
(a) 5 = lim ——— = lim arctan A = 5 =T
0 1+=x A—oo Jo 1+x A—00 2 _Ool—l-ZE

00 A
(b)aGR:/ d—:E:lim dv
1

%  A-oco 1 z®

1—
A1 41 - a<l,
— lim l-a 1-oa _ 1
InA Da=1, a—1
00 A
(¢) Das Integral / sinz dx divergiert, da lim sinzdr = lim (1—cos A) nicht ezistiert.
0 A—oo Jo A—o0
<1 1 114
(d) — cos —dx = lim [— sin —] =1.
2/ X T A—o0 xT 2/
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Die Anwendung der folgenden Definition eines uneigentlichen Integrals macht sich z.B. dann
erforderlich, wenn die Funktion f(z) im Punkt a eine Polstelle hat.

Definition 5.56 Es seien —0o < a < b < oo und f € Rla+n,b] Vn € (0,b —a). Existiert der

Grenzwert , ,
Jim |  Jw)de = | raraa.

so nennt man diesen uneigentliches Integral der Funktion f(x) dber dem Intervall [a,b]. Ist
dieser Grenzwert endlich, so heifit das Integral konvergent, sonst divergent.

Auch andere Situationen sind denkbar. Ist z.B. ¢ € (a,b) eine Polstelle der Funktion f(z), so
definiert man

b c—e b
/ f(x)dx := lim / f(z)dz + lim f(z)dz.

e—+40 6—+0 c+6

Bemerkung 5.57 Ist F(x) eine Stammfunktion der stetigen Funktion f(x) auf (a,b], so gilt
b
/ f@)de = Tim [F(b) — Fla+n)] = F(b) — Fla+0),
a n—+0

falls dieser Grenzwert existiert.

b b
Bemerkung 5.58 Ist f € R[a,b], so gz’lt/ f(x)dz = lim / flx)dx.
a n—+0 a+n

Beispiel 5.59 Wir betrachten folgende uneigentlichen Integrale:

Lz Lz
(a) a eR: — = lim —
0o ¢  n=+0/, x¢

(e

1 7

a#l,

= lim l-aa 11—« : = 11—«
n—=+0 —1Inn Ca=1, o o oa>1.

a<l,

1 1-6 1
dx dx T dx
b — = 1i — = i in(l —90)=— — =T,
O [ A, e et =3 [ e

2

.. de . =
Beispiel 5.60 Das Integral / — divergiert, der sogenannte Cauchy’sche Hauptwert
-3 X

o [l ([ 2
P 3z e=to\J 3 =x . dx

existiert aber. Ebenso definiert man den Cauchyschen Hauptwert

A—oc0

v.p. /_Zf(:n)da: — lim /_/;f(x)dm.
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Satz 5.61 (Integralkriterium fiir Reihen) Sei m € N. Ist die Funktion
f: [m,oo) — (0700)

monoton nicht wachsend, so sind

Zf(n) und /oof(a:)dx

m

gleichzeitig konvergent bzw. divergent. Dabei gilt

)OIV OEN ANIOITES SHI0) (513)

n=m+1
Beispiel 5.62 Wir wenden Satz 5.61 an:
(a) Mit f(x) =2~ folgt aus Bsp. 5.55,(b) die Konvergenz der Reihe
y L
il

fir a > 1 und ihre Divergenz fir 0 < a < 1. Aus (5.13) folgt fir a > 1

o0 o0
1 <ZL
n< a—1~— no
n=2 n=1
und somit -
1 1 «
< — <
a—l_zna “a—1

(b) Mittels der Subsitution x = Int erhalten wir fir o > 1

L=
m2 xSy t(lnt)e’

woraus die Konvergenz der Reihe

§ ;
o n(lnn)®
folgt.

Satz 5.63 Sei m € N. Ist die Funktion f : [m,00) — (0,00) monoton nicht wachsend, so
konvergiert die Zahlenfolge (7)o, mit

=S5~ [ e,
y k;n /m

wobei auflerdem
lim f(z) < lim 7, < f(m)

T—00

gilt.
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Beispiel 5.64 Fir f(x) = % und m = 1 erhalten wir aus Satz 5.63 die Konvergenz der Folge

n
1 " dx 1 1
= - — —=14+—-4+---+——Inn.
Vn kz—:lk = +5 et~ —ln
Dabei gilt

li_)m T =7 = 0.5772156649015329... (Eulersche Konstante).

Beispiel 5.65 Fir 0 < A< B gilt

B sing cosx1B B cosx
dr = |— — 5 dx,
A iy x 1A Y

also
/Bsmxd <1+1+/Bda: 2
| < —+ — — = —.
A X - A B A 1’2 A
. . * sinw : . . .
Hieraus folgt die Konvergenz des Integrals dx , da mittels obiger Abschdtzung gezeigt
" ' An gin o >
werden kann, dass fir jede Folge (Ay), =, mit lim A, = oo die Folge </ d$> eine
n—00 0 T ne1

sinx .
dx . Dazu set

Cauchy-Folge ist. Wir berechnen den Wert des Integrals /
0

1 T
-—— , 0<t| <=
ft) = t sint 2
0 ., t=0.
Es gilt fiir ein 6 € (0,1)
3 t
f) — fO) sint—t g sm@E 1
t ~ 2sint t2sint 3!’

also f'(0) = —% . Ahnlich zeigt man, dass

cost 1 t?cost— 1+ 3cos(2t)

O

sint 12 t2gin? ¢

fiir 0 < [t| < & beschrdnkt bleibt. Fir beliebiges n € N erhdlt man mittels partieller Integration

/Og f(t)sin(nt)dt = —% [f(t) COS(nt)E - % /0’2’ F(t) cos(nt)dt =50,

lim ( / Psin(nt) , / 2 sin(n ) dt) ~0.
n—oo \ Jg t o sint

Unter Verwendung der Substitution x = nt folgt

/75 sin(n t) gt /n§ sina:d o /°° sina:d
= x x,
0 t 0 T o T

also
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2 sin(nt *sinx
lim/ ( )dt:/ —dzx.
n—oo Jg sint 0 z

/2 Sln[(Zn—l—l gt — / Dy(2t)d / D
0 sint

d.h.

Aus (vgl. (5.10))

folgt nun

Bemerkung 5.66 Konvergiert ein uneigentliches Integral auch iber |f(x)|, so nennt man es
o0

absolut konvergent. Gilt z.B. |f(z)| < g(z) fir alle x € |a,c0) und z'st/ g(x) dz konvergent,

a

50 st / f(z)dx absolut konvergent.

Beispiel 5.67 Die Gammafunktion I'(z) ist wie folgt definiert. Fir x > 0 setzt man

0o 1 0o
F(a:):/ e—ttf”—ldtz/ e_tt””_ldt+/ e 't
0 0 1

0<e ™ l<e* ' ta>0,

Wegen

1

konvergiert das Integral e 1 1 dt fiir jedes x > 0. Da hm e” = 0 fiir jedes m € N gilt,

(o)

konvergiert das Integral e 1L dt sogar fir jedes x € R. Fiir x > 0 ist

H\c\

T(z +1) L/ el dt = éﬁﬂ?+f/‘ﬁﬁ4ﬁ=xﬂw- (5.14)
0 0

Ferner gilt
o
r(1):/ e tdt=1.
0

Es folgt
I'n+1)=n!, neNp.

Aus (5.14) folgt fiir x > 0 und n € N
MNz+4+n)=(@+n—-1)---(x+2)(x + 1)zl'(x).

Diese Beziehung kann man zur Definition von I'(z) fir negative, nicht ganzzahlige x benutzen:
Fiir —n < x < —m + 1 definiert man

I'(x+n)

M) = s @en-1
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Kapitel 6

Differentialrechnung fiir Funktionen
mehrerer Veranderlicher

6.1 Bezeichnungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Matrizen A = [ Qi ] "

j:lzzl € R™*" " die wir ja bekannt-

lich als lineare Abbildungen

A:R" — R™, x:[g];:ln—)Ax:: [Z%’kﬁk]
k=1

j=1

interpretieren kénnen. Den linearen Raum R" versehen wir mit dem inneren Produkt

(a:,y) = Z&k’r/k s
k=1

wobei z = [ & ]kn:1 , Y= [ Nk ]1;;1 , und mit der Norm

7| = V{w, @) = | Y l&l? = |lz]
k=1

(vgl. Abschnitt 5.1). Wir erinnern an die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung und die Dreiecks-
ungleichung
oy | <o <yl wnd |z+y[<|[z[+]|y] Vaz,yeR".

R™MX7 als

Wir definieren nun die Norm einer Matrix A €
JA]li= sup {|Aa] : @ € R”, |a] = 1} .
Mit ker A bezeichnen wir den Kern der Matrix A und mit im A ihr Bild,
kerA={zx eR": Az =0}, imA={Az:zecR"}.

Die Abbildung A : R™ — R™ ist genau dann injektiv, wenn dimker A = 0 gilt. Fiir A € R™*"™
haben wir dimker A + dimim A = n, woraus folgt, dass die Abbildung A : R® — R™ genau

85
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dann bijektiv (also invertierbar) ist, wenn sie injektiv ist (Fredholm’sche Alternative). Mit
GR™ ™ gei die Menge der invertierbaren Matrizen A € R™*"™ bezeichnet, d.h.,

GR™" = {A€R™":3B € R"™" mit BA=AB=1} (A™':=DB).
I € R™™™ bezeichnet dabei die Einheitsmatrix der Ordnung n .
Das Spektrum o(A) einer quadratischen Matrix A € R™*" ist die Menge ihrer Eigenwerte
0(A) ={X € C:dimker(A — \I) > 0} .

Satz 6.1 Es gilt:

(a) |Az| <||A|| |z| Vz € R", VA € R™*".
(b) ||A]| ist die kleinste Zahl M , fiir die |Az| < M|z| Yz € R™ gilt, d.h.

|A|| =inf{M € R : |Az| < M|z| Yz € R"} .

(¢) [|Al} = sup {|Az[ : 2 € R, |x| <1} .

(@) [14] :sup{% :xew\{e}} |

(e) (R™*™ ||.]]) ist ein normierter Raum. Dabei gilt

|BA| < |B|l||A|] VAeR™™" BeR™, (6.1)

(f) Aus A€ GR™™ B e R"™™ und |B— Al ||A7|| <1 folgt B € GR™™.

(g) Die Menge GR™ ™ ist offen in (R™™ ||.||) und die Abbildung GR™ ™ —s R™" = A s A™L
1st stetig.

Ist A € R™ " eine symmetrische Matrix, so existiert eine orthonormale Basis {bi,...,b,} aus
Eigenvektoren der Matrix A zu den (reellen) Eigenwerten A\; < ... < A, . Fiir x € R” folgt

n n

T = Z (x,b) by, und somit Ax = Z (x,b) Aby, = Z A (x, by) by, .
k=1 k=1 k=1

Satz 6.2 Fliir eine symmetrische Matriz A € R™*" gilt
mino(A) =min{R(z) : x €e R"\ {O}} und maxo(A) =max{R(z):z € R"\{O}},
(Az, )

wobei R(x) = )

einen sogenannten Rayleigh-Quotienten bezeichnet.

Folgerung 6.3 Fiir A € R™*"™ gilt

IA]| = max {\/X Ae a(ATA)} :



6.2. DIFFERENZIERBARKEIT 87
6.2 Differenzierbarkeit

Wir betrachten im Weiteren Funktionen f : Q@ — R™, z +— f(x) auf einer offenen Menge
Q C R", die iiber die Bezeichnungen

e1(z) @181, 6n)
f(ﬂj‘) _ (102(33) _ (102(6177£n)
Spm(x) (Pm(gla"' 7§n)

durch m reellwertige Funktionen ¢; : 2 — R von n reellen Verédnderlichen gegeben sind.

Definition 6.4 Die Abbildung f : Q@ — R™ heifit differenzierbar im Punkt xo € Q, wenn
eine Matriz A € R™*™ existiert, so dass

lim |f(x) = f(z0) — Az — 20|

T—x0 ‘,’L’ — ‘TO‘

=0 (6.2)

gilt. Im Falle ihrer Ezistenz ist die Matriz A eindeutig bestimmt, wird Ableitung der Funktion
[ im Punkt xo genannt und mit f'(xy) bezeichnet.

Die Bedingung (6.2) kann auch in der Form
h
flxo+h) — f(zg) = Ah+r(h) mit lim Ir(m)] =0
(h € R™) geschrieben werden.

Folgerung 6.5 Ist f in xg differenzierbar, so ist f in xq stetig.

Bemerkung 6.6 Offenbar ist f genau dann in xo differenzierbar, wenn alle pj, j=1,...,m,
i xg differenzierbar sind. Ist f : Q@ — R™ in jedem Punkt x € § differenzierbar, so ist die
Abbildung f': Q — R™ " 2z f'(x) erklirt.

Es ist leicht einzusehen, dass die Differenzierbarkeit von f1, fo : @ — R™ in x¢ €  die
Differenzierbarkeit von ay f1 + aso fo in zq fiir beliebige aq, as € R impliziert, wobei gilt

(a1f1 4 azf2) (z0) = a1 fi(zo) + az fa(wo) .

Beispiel 6.7 Sind A € R™*™ und f: R" — R™ | x — Az, so gilt f'(x) = A fiir alle x € R™.

ST
Beispiel 6.8 Die Funktion f :R? — R, x> 2 4+£2 ist in xg = O differen-
0 cr=0

zierbar, wobei f'(©)=1[0 0] gilt.

Satz 6.9 (Kettenregel) Es scien f: Q — R™ inzg € Q und g : Q — RF in yq = f(x0)
differenzierbar, wobei auch Q1 C R™ eine offene Menge sei und f(2) C Qy gelte. Dann ist die
verkettete Funktion H : Q — R* | 2 — g(f(x)) in zo differenzierbar, wobei

H'(x0) = ¢'(f(20))f (o)
gilt.
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Wir bezeichnen mit {e7,..., e} die Standardbasis in R™ .

Definition 6.10 FEzistiert fiir xg € Q, k € {1,...,n} und j € {1,...,m} der endliche Grenz-
wert "
iy P (0 +tef) — (o)
t—0 t

9

so nennen wir diesen partielle Ableitung der Funktion ¢; : 8 — R nach &, im Punkt xg

s
und bezeichnen diesen mit 9¢5(wo) oder Dyj(xo) .

/33

Satz 6.11 Ist f : Q — R™ im Punkt xq differenzierbar, so existieren alle partiellen Ableitungen
dpj(xo)

Je = Lom k=10, und es gil
/ dpj(wg) 1™ "
rwg=| |
Spezialfille:
(a) n=1,d.h. f:(a,b) — R™:
o1 (x)
f(@) =
P ()

(by m=1,dh. f:Q—R:

po-[ 2 ot ]

o6 1 9%

of(x) of (x)
o6 9

T
Man nennt Vf(x) = [ } den Gradienten von f im Punkt x.

Definition 6.12 Es seien e € R™ eine Richtung, d.h. || =1, f : Q@ — R eine reellwertige
Funktion und xg € Q. Existiert der endliche Grenzwert

lim f(wo+te) — f(zo)
t—0 t

9

Of (xo)
Oe

so heifft dieser Richtungsableitung von f im Punkt xo in Richtung e und wird mit

bezeichnet.

Man beachte, dass die partiellen Ableitungen spezielle Richtungsableitungen sind. Nehmen wir
an, dass f : 2 — R im Punkt xg € Q differenzierbar ist, und definieren wir fiir hinreichend
kleines € > 0 die Funktion g : (—¢,6) — R, t — f(zo +te), so folgt aus Satz 6.9

9f (zo)

L0 — (0) = f'(zo)e = (T (wo). )

Ist also der Gradient von f im Punkt xy ungleich dem Nullvektor, so gibt V f(z() die Richtung
an, in der f von xg ausgehend sich am schnellsten &ndert.
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Beispiel 6.13 Die partiellen Ableitungen der Funktion

26162
— C)
fiR?—R, z+ &g+8 7
0 o x=0
sind fiir x # © gleich
of(@) _ 26 0 0f@) 24
K@) (@)

fiir x = © sind beide gleich Null. Im Punkt xq = O existieren aufler den Ableitungen in Koordi-
natenrichtung keine weiteren Richtungsableitungen. Somit ist f in xg = © auch nicht differen-
zierbar.

6 o
.. L . 9 5o TF . :
Beispiel 6.14 Fir die Funktion f : R® — R, z — £ +& existieren in
0 : z=0

xg = © alle Richtungsableitungen, obwohl sie in diesem Punkt nicht differenzierbar ist.

Beispiel 6.15 Es seien f : Q — R™ in xo € Q differenzierbar, b € R™ und g : Q@ — R!,
x +— (f(x),b) . Dann ist g in xo differenzierbar, wobei g'(xo) = bL f'(x0). Dies folgt aus der
Kettenregel und Beispiel 6.7, aber auch direkt aus

lg(xo + h) — g(xo) — bT f'(wo)h| = |[{f(zo+h) — f(z0) — f'(z0)h,b)|

= [{r(h), ) |
[r(R)[ 6]

IN

Man nennt 2 C R" eine konvexe Menge, wenn
A1+ (1 =Nz € Q Vap,x0 € 2, VA e (0,1)
gilt.

Satz 6.16 Es seien 2 C R™ konvex und f : Q — R™ differenzierbar mit beschrinkter Ablei-
tung, d.h., es ist ||f'(z)|| < M fiir alle x € Q und ein M € R. Dann gilt

|f(x1) — flx2)] < M|xy —x9] Vap,xe € Q.

Ist also f'(x) = © fiir alle x € Q, so ist f auf Q konstant.

Mit C1(Q, R™) bezeichnen wir die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen f : Q — R™,
d.h., es existiert f’(x) fiir alle z € Q und fiir jedes 2o € Q und beliebiges ¢ > 0 existiert ein
d >0, sodass ||f'(z) — f'(zo)|| <eVa e Us(xp).

Satz 6.17 Es gilt f € C1(Q,R™) genau dann, wenn alle partiellen Ableitungen Dyp; : @ — R,
j=1,....m,k=1,...,n, existieren und stetig sind.
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6.3 Extremwerte

Wir betrachten hier reellwertige Abbildungen f : 2 — R auf einer offenen Menge Q2 C R"™.
Existiert die partielle Ableitung nach §; von Dy f =
0’ f
908},

, 50 bezeichnen wir diese mit D;;, f oder

g,

. Es gilt also

_ ?f 9 [(of
Djrf = Dj(Dyf) bzw. PEr - 8—5] (8_&> '

Satz 6.18 Es seien Q C R? und f : Q@ — R eine Funktion. Die partiellen Ableitungen
Dif,Dsf , Doy f : Q@ — R mdgen existieren. Ist Do f in xg € § stetig, so existiert auch
Dlgf(:E(]), und es gilt Dmf(l‘o) = Dglf(l‘o) .

Ist f:Q — R in xg € Q differenzierbar und ist xy ein Extremalpunkt von f, so ist to = 0
Extremalpunkt von gx(t) = f(xo + te}) fir alle k = 1,...,n. Also gilt dann 0 = ¢, (0) =
f'(zo)ef = Dy.f(z0), k=1,...,n.

Sind nun f : Q@ — R in einer Umgebung U.(zg) C € von zy zweimal differenzierbar, z €
Ues(zo) und g : [-1,1] — R, t — f(zo + t(x — x0)), so gilt

9(1) = 9(0) + ¢ (0) + 5 6" (9)

fiir ein ¥ € (0,1) und nach Satz 6.9 und Beispiel 6.15
d
g'(t) = - f'(@o+t(x—w0))(x - o)
= %(Vf(xo—kt(x—xo)),x—x@
= (z—20)" DV f(zo + t(x — 20))(z — 20)
= (A(t)(x — z0),7 — T0)

mit A(t) = DV f(zo + t(x — z0)) = [ Dijf(wo + t(x — x0)) ]j,2=1 . Es folgt

F(2) = (o) + /(o) + 5 (AW — z0), = — o) .

Satz 6.19 Sind f : Q@ — R in g € Q differenzierbar und ¢ ein Extremalpunkt von f, so
gilt Vf(z9) = ©. (Man sagt, zo ist stationdrer Punkt von f.) Ist auflerdem Vf : Q — R"”
in einer Umgebung von xq differenzierbar und sind die partiellen Ableitungen von f zweiter
Ordnung in xy stetig, so ist f(xg) ein lokales Maximum (bzw. Minimum) von f, wenn die

Matriz A = | Dy, f(zo) ]jzzl negativ (bzw. positiv) definit ist.

Folgerung 6.20 Es seien Q2 C R? und zo € Q ein stationdrer Punkt der Funktion f : Q — R,
die den Bedingungen des Satzes 6.19 gentigen mdge. Wir setzen

_ P f(z0) _ 9 f(=o) 92 f(xo)
=g 0 P ee0e 0 Y7 og
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Ferner sei A # 0. Gilt AC — B? > 0, so liegt im Punkt xo ein Extremum von f vor, und zwar
ein lokales Minimum, falls A > 0, bzw. ein lokales Mazimum, falls A < 0. Ist AC — B? < 0,
so liegt in xg kein Extremum vor.

Beispiel 6.21 Fir f : R?2 — R mit f(£1,&) = &2 + 2616+ 4€2 + 28 — 10&9 + 5 liegt im Punkt
xo = (—3,2) liegt ein lokales Minimum vor.

Suchen wir von einer stetigen Funktion f : @ = QU 9Q — R den groften und kleinsten
Funktionswert, so kommen als extremwertverdéchtige Punkte

e die Punkte z € Q, in denen f differenzierbar ist und fiir die V f(z) = O gilt,

e die Punkte x € 1, in denen f nicht differenzierbar ist,

e die Randpunkte x € 02

in Frage. Ist dann © kompakt, so sind Maximum und Minimum der Funktionswerte von f auf
allen extremwertverdéchtigen Punkten zugleich globales Maximum bzw. Minimum von f auf

QuUIN.

Beispiel 6.22 Der grifite Wert der Funktion

f(€1,6) =sin&y +sinéy —sin(&; + &)
auf der Menge Q = {(51,52) ERZ: 6 >0, &>0, & +6< 27T} ist gleich

2 2w\ 33
f<??>—7'

Beispiel 6.23 Wir betrachten f,g: R? — R mit f(&1,&) = & + &2 und g(&1,&) = & + &2
Der Punkt (0,0) ist stationdrer Punkt fir beide Funktionen. Fir f liegt in (0,0) ein (globales)
Minimum vor, fir g dagegen kein Extremum. Die Folgerung 6.20 liefert hier keine Aussage, da
in beiden Fillen AC — B? =0 gilt.

Wenden wir im Beispiel 6.22 auf den einzigen stationiren Punkt (£9,£9) = (2%, 2{) die Folgerung
6.20 an, so erhalten wir A < 0 und AC — B? > 0. Kénnte man daraus bereits schlussfolgern, dass
in diesem Punkt der grofite Funktionswert angenommen wird? Das folgende Beispiel zeigt, dass
man diese Frage mit nein beantworten muss. (Im Gegensatz zum Fall reellwertiger Funktionen,
die nur von einer reellen Verénderlichen abhéngen!)

Beispiel 6.24 Auf Q = [-5,5] x [~1,1] betrachten wir die Funktion

fl&,6) =86 —48 +26& - 6.

Der Punkt (0,0) ist einziger stationdrer Punkt in Q = (=5,5) x (=1,1), und dort gilt A < 0
sowie AC — B% > 0, wobei f(0,0) = 0 ist. Die Funktion f nimmt aber auf dem Rand von
auch positive Werte an, z.B. ist f(5,1) = 34.

Beispiel 6.25 Unter allen Dreiecken, die einem Kreis mit dem Radius R > 0 einbeschrieben
sind, bestimme man das Dreieck mit dem grofiten Flicheninhalt.
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Losung: Wir verwenden die Formel fiir den Fldcheninhalt F' eines Dreiecks, die besagt, dass F
gleich dem halben Produkt aus den Lingen zweier Seiten und dem Sinus des eingeschlossenen
Winkels ist. Es folgt

1 1
F = §R2(sina +sinb +sinc) = §R2 [sina + sinb — sin(a + b)) ,
o . 27 27 _
a>0,b>0,a+b<2m. Aus Beispiel 6.22 folgt, dass F fiira =b= 5 =c= 5 mazximal

wird.

Satz 6.26 (Umkehrabbildung) Es seien f € CL(Q,R"™), 29 € Q, f'(z0) € GR™ ™ und yo =
f(xg). Dann ezistieren offene Mengen U C Q und V- C R™ mit xy € U und yo € V', so dass die
Abbildung f : U — V bijektiv ist. Die Abbildung f=' :V — U gehort zu C1(V,R"), und es
qgilt

fiir alley e V.

1

Beweis. Wir setzen A = f/(xg) und p = AT

. Dann existiert ein § > 0, so dass

|/ (@) = A|| <p Ve Us(wo)

gilt. Fiir festes y € R" definieren wir ¢, : Q@ — R", 2 +— x+ A"y — f(z)]. Somit gilt f(z) =y
genau dann, wenn ¢, (z) = z erfiillt ist. Wir haben ¢ (z) = I — A~ f/(x) = A7 A - f'(z)], so
dass !

ley @I < A7 {]A = F@ <A p=5 Yo € Us(zo).

Aus Satz 6.16 folgt
1
|oy(@1) = py(z2)] < Glan — 2| Var, 22 € Us(o) - (6.3)
Also hat ¢, in Us(xg) hochstens einen Fixpunkt, so dass f : Us(xg) — R" injektiv ist. Wir
setzen U = Us(xzg) und V. = f(U). Sei y* € V beliebig. Dann existieren ein z* € U mit

f(z*) =y* und ein € > 0 mit K (2*) C U. Sei nun y € U,,(y*). Dann folgt

loy(a") = o = |47y )] < A | ep = .
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Ist x € K (), so gilt

* * * 1 * E
oy () = 27| < oy (@) =y (@) + oy (@7) = py(2)] < Slo —a™|+ 5 <e,
d.h. ¢y(z) € K. («*). Somit ist ¢ : K.(2*) — K.(z*) eine kontraktive Abbildung, auf die
der Banachsche Fixpunktsatz angewendet werden kann. Es existiert also ein z € K (z*) mit
y(x) = x, was gleichbedeutend mit f(x) = y ist. Dabei gilt y € f(K.(z*)) C f(U) =V, d.h,,
V ist offen und f: U — V ist bijektiv.

Seien nun y,y + k € V. Dann existieren z,x + h € U mit y = f(z) und y + k = f(z + h).
Dann ist

py(x+h) —py(x) = h+ A7 f(z) = fla+h) =h— A"k

Hieraus folgt [A~'k| > 1|h| wegen |h— A~'k| < £|h| (siehe (6.3)) und |h| < |h—A71k[+[A7 k|
Somit ist [h| < 2||[A7Y| k] = p~t[k|, so dass k — © impliziert h — ©. Aus Satz 6.1,(f) und
If'(z) — A||||A7Y] < p||A7Y| = & folgt, dass [f/(x)]™! =: B existiert. Damit ist

fYy+k) - f 'y — Bk=h—Bk=—B[f(z+h) - f(z) - f'(x)h],
also

T k) — ) = BEl _ IBIIA] |f(z + ) — fz) = f'(2)h|
|| - Ik Id

IBIl |f (2 +h) — f(z) = f'(2)h]
p I '

<

Hieraus folgt (f71)'(y) = B = [f'(f(y))]~'. Die Abbildung (f~!)": V. — R™*" ist stetig, da
LV —U, f: U — R und GR™" — GR™" A — A~! stetige Abbildungen sind
(vgl. die Betrachtungen nach Satz 6.1). o

Fiir die Formulierung des folgenden Satzes verwenden wir die Schreibweise (z,y) € R"t™
wobei x = (£1,...,6,) € R* und y = (1,...,7m) € R™ gelte. Fiir A € R™ (™M) geien
A € R™*™ und Ay € R™*™ die Matrizen mit A = [ Ay As ] .Sind Q c R*™™ _ f:Q — R™,

9f (0, yo) Of (zo,yo)

(z0,90) € Q und A = f'(x0,y0), so bezeichnen wir A; mit B e und Ay mit a9y )

Satz 6.27 (Implizite Funktionen) Es seien Q C R™™ cine offene Menge, f € C1(2,R™),

Of (xg,
(z0:y0) € 2, f(zo,90) = © und %
und W C R™ mit (xg,y0) € U und z9 € W, so dass zu jedem x € W genau ein y € R™ mit
(x,y) € U und f(x,y) = O existiert. Die so definierte Funktion g : W — R™  x — y gehirt
zu CH(W,R™) und hat also die Eigenschaften

€ GR™* ™ Dann existieren offene Mengen U C Q

g(xo) =yo sowie f(z,9(x))=0 VeeW.

Ferner gilt

8f(a:,g(x))} Tofag@) oy (6.4)

g'(z) = - [ 9y e
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T
Beweis. Wir definieren F7: © — R™™, (z,y) [ fay) | - Do F € CHORT™),
T,y
wobei
I, S
F,(l’O,yo) = | 9f(xz0,y0) Of(x0,y0) c gR(ner)X(ner) .

Nach Satz 6.26 existieren offene Mengen U C  und V' C R™™ mit (zg,y9) € U und (x¢,0) €
V,so dass F : U — V bijektiv ist und F~! € C1(V,R"*™) gilt, wobei

(F~ Y (2,y) = [F,(F_l(zv,y))}_l V(x,y) e V.

Wir setzen W = {x € R" : (z,0) € V'} . Die Menge W ist offen, da V offen ist. Fiir alle z € W

v } . Damit ist die Abbildung

existiert genau ein y € R™ mit (z,y) € U und F(z,y) = [ o

g: W — R™ x> y definiert, und es gilt dabei

(x,9(x)) €U, f(z,g(x)) =0 und F(x,g(a:)):[é} VeeW.

Also ist [ gé) } = F~1(z,0). Danach Satz 6.26 F~! € C1(V,R"™™) gilt, folgt g € C*(W,R™).
Dabei gilt wegen f(x,g(z)) = 0O Va € W und der Kettenregel

] = T3 g (z),

woraus (6.4) folgt. O

Beispiel 6.28 Sei a > 0. Man bestimme die Extremalwerte von

f(£17£27£3):£1+£2+£37 £k>07k:172737

unter der Nebenbedingung

£1&263 =a’.

Wir suchen ein Extremum der differenzierbaren Funktion f : Q € R"™™ — R unter den m
Nebenbedingungen

(&1, &My ) =0, i=1,...,m. (6.5)
Wir setzen voraus, dass ® : Q@ — R™, (z,y) — [ ®i(z,y) ]ZZI stetig differenzierbar ist und

dass die Matrix ®'(z,y) fiir alle (z,y) € Q, die (6.5) geniigen, den Rang m hat. O.E.d.A. sei die
Matrix

onj L
fiir alle (z,y) € 2, die (6.5) erfiillen, regulér.

7]:1

Es sei nun (29, yo) € € ein Extremalpunkt von f unter den Nebenbedingungen (6.5). Nach dem
Satz 6.27 iiber implizite Funktionen existieren eine Umgebung W C R"™ von xg und Funktionen
pj: W — R mit

77]:903(51,,&)7 j:17"'7m7
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anstelle von (6.5). Damit ist xg ein Extremalpunkt von F' : W — R mit

F(z) = f(z,01(x), ..., om(x)) + Z Ai®i(z, o1(2), .., om (),
i=1

wobei die A; € R vorerst noch unbestimmte Faktoren sind. Es folgt

OF (o)
0/3"

=0, k=1,...,n,

also (fir (z,y) = (zo,y0))

E?f “ —af 8(,0j:| “ 8(131 “ 8(131 8(,0]'
0 = 2L 2Ll s 120 O¢;
0/3” Z L Onj O Z 3" ; In; O

i=1

of [of .08 ] 0p; N, 09
Ok 2 | On;j ; 3771‘] Ok ; 23

j=1
Unter den gemachten Voraussetzungen existieren Zahlen )\?, i=1,...,m, mit
0D (z0,y0) df(zo,yo)
Z i\20, Yo )\?:_ 05 Y0 7 j:17---7m,
= o on;

und wir erhalten die n + m Gleichungen

)\17_07 k_17 <51, 66
0}, i—1 &k, ( )
0f(y) | 5~ 92E9) o i1 m (6.7)

anj P 8’1’}]'

zusammen mit den m Nebenbedingungen (6.5) zur Bestimmung von

0 0.0 0 10 0
Els oo & M e My Ao e ey Ay -

Die Zahlen A; heiflen Lagrange’sche Multiplikatoren.

Es sei bemerkt, dass in (6.5) und (6.6), (6.7) die unabhéngigen Verdnderlichen &1,...,&,
und 71, ..., nm gleichberechtigt auftreten, obwohl dies in der Herleitung nicht der Fall war. Die
Bedingungen (6.6), (6.7) sind lediglich notwendig fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums in
(z0,y0) € Q unter den Nebenbedingungen (6.5).

Zum Auffinden eines extremwertverdéchtigen Punktes von f(x,y) unter den Nebenbedingun-
gen (6.5) hat man also alle partiellen Ableitungen der Funktion

m
F(z,y,A) = f(z,y) + > Ni®i(z,y)
i=1
nach &, k=1,...,n,n;,7=1,...,m,und A\;, i = 1,...,m, Null zu setzen und das entstan-

dene Gleichungssystem nach (x,y, \) aufzulésen.
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Beispiel 6.29 FEs seiena >b>c¢ >0 und o, 8,7 € R\ {0} . Wir schneiden das Ellipsoid
{xeR?’ 5—1+§—2+§—3—1}
b2
mit der Ebene
{zeR’:a&+B&L+76 =0}
und suchen die Lingen der Halbachsen der Schnittellipse.

Lésung. Wir haben die Extremwerte der Funktion f(&1,&2,&3) = &3+ €3 + f% unter den Neben-
bedingungen

oy (x) = 5_1+§—g+5—3—1:o und By (z) = agy + A + 1€ = 0

zu suchen. Wéare der Rang der Matrix

261 26 283
[8@(@]” B e
Ok i=1,k=1 a i 5

fir ein @ € R?, welches den Nebenbedingungen geniigt, nicht maximal, so wiirde ein ¥ € R
existieren, so dass
260 - 289
@ e g

- 263
=75, = ="

gilt, woraus
3

0=?(a§1+ﬂ§2+’y§3)=2<§1 +b_2+§3>

im Widerspruch zur ersten Nebenbedingung folgen wiirde. Setzen wir die partiellen Ableitungen
der Funktion

Fler 60,60 00) =€+ &€+ + X\ <51 + lf—g L8 > T ho(agy + AE +4E)

gleich Null, so erhalten wir das Gleichungssystem

2%+ 26+ Ao = 0,
2, + 2221 &+ 2B = 0, (6.8)
2§3+2C—2§3+)\2’Y =0

zusammen mit den Nebenbedingungen. Es folgt

26+ +8)+2M =0,

also \; = — (ﬁf + f% + 532,) =: —r2 . AuBerdem erhalten wir aus der ersten Gleichung des Systems

(6.8)
2 <1+A—;> €= —Xoa.
a



6.3. EXTREMWERTE 97

Wire A\; = —a?, so wire Ay = 0, woraus unter Verwendung der letzten beiden Gleichungen
in (6.8) &2 = & = 0 und somit wegen der zweiten Nebenbedingung auch &; = 0 folgen wiirde
im Widerspruch zur ersten Nebenbedingung. Analog ergibt sich A\; # —b? und \; # —c?. Wir
erhalten

¢ Aoy Ao a?
1= — = — ,
(e k) F
€ — — Mf NaBY
2 <1 n %) 2(0% — %)’
Aoy Aoy 2

g3:_2<1+§) S22

Aus der zweiten Nebenbedingung ergibt sich

Oé2CL2 521)2 7262 )\2
0—(161—1—562—1—’753— <a2—7‘2 +b2—T2 +02—T2> <_7> B

also
o2a? 822 722
az — 2 " p2 _ g2 + 2 _ 2
Die letzte Gleichung lisst sich als quadratische Gleichung in 72 schreiben, so dass die Wurzeln
aus den beiden Losungen dieser quadratischen Gleichung die gesuchten Halbachsenldngen sind.

=0.
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Kapitel 7

Anhang

7.1 Der Banach’sche Fixpunktsatz und das Newton-Verfahren

Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen (X, dy) und (Y, dy) nennt man
kontrahierend, wenn ein ¢ € (0, 1) existiert, so dass

dy (f(x1), f(x2)) < qgdx(x1,22) Vo220 € X

gilt.

Satz 7.1 (Fixpunktsatz von Banach) Es seien (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum
und f : X — X eine kontrahierende Abbildung mit der Kontraktionskonstanten q. Dann
besitzt f in X genau einen Fixpunkt z*, d.h. eine Lisung der Gleichung x = f(x). Dabei gilt
fir jedes xg € X und

Tnt1 = f(zn), n €Ny, (7.1)

die Beziehung li_)rn Tn = x° mit der a-priori Abschditzung
n o

n

1—g¢q

d(xp,z") < d(z1,29), neN. (7.2)

Das durch (7.1) beschriebene Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung einer Losung der Glei-
chung = = f(z) nennt man Methode der sukzessiven Approximation.

Beispiel 7.2 Unter Verwendung des spez. MWS der Differentialrechung zeigt man, dass die
1 2

Abbildung f : [1,2] — [1,2], x — 3 <ac + —> kontrahierend mit der Kontraktionskonstanten i
x

1 2
ist. Fiir xo € [1,2] konvergiert also die durch x,11 = 2 <wn + —> definierte Zahlenfolge gegen

Tn
V2. Dabei folgt aus (7.2) fiir xo = 1 die Abschitzung |z, — \/5‘ <27m,

Bemerkung 7.3 Ist f : [a,b] — [a,b] eine stetige Funktion, so folgt aus dem Zwischenwert-
satz fiir stetige Funktionen (angewandt auf G : [a,b] — R, z — = — f(x)), dass [ auf [a, ]
mindestens einen Fizpunkt besitzt.

99
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Fiir eine gegebene Funktion f : (a,b) — R suchen wir Losungen der Gleichung

flz)=0, (7.3)

d.h. Nullstellen der Funktion f. Wir setzen voraus, dass f zweimal stetig differenzierbar ist,
wobei f'(z) # 0 Va € (a,b) gelte, und verwenden folgende geometrische Uberlegung. Es sei
xo € (a,b) eine gewisse Niherung fiir eine Losung von (7.3).

Die Tangente an den Graphen der Funktion f im Punkt (zg, f(z0)) hat die Gleichung

y = f(zo) + f'(z0)(x — x0) .

f (o)
[ (o) }
fiir eine Losung von (7.3) ansehen. Durch wiederholte Anwendung dieser Uberlegungen erhalten
wir das Newtonsche Interationsverfahren

Tpil = Ty — JJ:/((ZZ)) , n=0,1,2,..., (7.4)

, den wir als neue Néherung

Diese Tangente schneidet die z-Achse im Punkt z1 = ¢ —

die der Methode der sukzessiven Approximation (7.1) fiir die Funktion

@
A= e

entspricht.

(a) Anwendbarkeit und lokale Konvergenz des Newtonverfahrens

Es gilt
@) = f"(=)f(x) _ f"(2)f(x)

[f'(@)]? [f'(@)]*
woraus man schliefen kann, dass fiir eine hinreichend gute Nédherung zg an eine Nullstelle
von f eine Umgebung existiert, sagen wir U = [z¢ — r,z¢o + | C (a,b) mit einem r > 0, so
dass die Ungleichung

g =1-

ld(x)| <q¢<1, xz€U, (7.5)
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(b)

gilt. Es muss aber auch g(z) € U fiir alle z € U gelten. Aus dem spez. MWS der Differen-
tialrechnung und der Definition von g(x) folgt aber nun fir x € U

l9(x) — ol <g(x) — g(xo)| + |g(z0) — ol < gl — zo| + ]J:’((a;(z)))
Setzen wir also voraus, dass oo}
J(zo
o) = (1=qr (7.6)

gilt, so erhalten wir, dass das Newtonverfahren (7.4) fiir eine Anfangsniherung zo € (a,b),
die (7.5) und (7.6) erfiillt, gegen eine Losung x* € U der Gleichung (7.3) konvergiert.
Die Bedingung (7.6) besagt dabei, dass die Startndherung z hinreichend gut sein muss,
und zwar um so besser, je grofler die Zahl ¢ in (7.5) ist. Man sagt deshalb, dass das
Newtonverfahren i.a. lediglich lokal konvergent ist.

Quadratische Konvergenz des Newtonverfahrens

Ist f: (a,b) — R sogar dreimal stetig differenzierbar, so existiert eine Zahl ¢y > 0 mit
der Eigenschaft |¢”(z)| < 2¢o V2 € U . Es folgt wegen

Tn1 = g(zn) = g(@")+g'(@")(zn —27) + %g"(ﬂc* +0(zn — 27)) (20 — 27)?

= 2+ %9”@* +0(zn — 7)) (wn —2*)?,  0€(0,1),

die Abschétzung
|Tn41 — 27| < colzn — $*|2,

weshalb man das Newtonverfahren (7.4) in diesem Fall quadratisch konvergent nennt.

Das Newtonverfahren fiir konvexe Funktionen

Wir beschreiben hier eine Situation, in der das Newtonverfahren auch global konvergent
ist. Die stetige Funktion f : [a,b] — R habe die Eigenschaften

1. f'(x) >0Vz e (a,b],

2. fla)f(b) <0,
3. f"(z) >0Va e (a,b) (Konvexitit).

Dann existiert offenbar genau ein z* € (a,b) mit f(z*) = 0. Wir setzen zo = b. Es folgt

und
.« . f(zo)
A )
=—7%5UMH#%Mﬁ—mﬂ
1 * 1 " * * 2
= i |[f@) 5o+ 0~ m)) (e o)

— e {0+ 0" — 20" 0 > 0.
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dh. z* < 21 < 29 und f(z1) > 0. Induktiv schliefit man also auf z* < z,11 < x,,
n=0,1,2,... Somit folgt die Existenz des Grenzwertes

T = lim x,,
n—o0

wobei aus (7.4) fiir n — oo die Beziehung

/(@)
f'(@)’

T=T—
d.h. f(Z) =0, und somit T = z* folgt.

Beispiel 7.4 Wir suchen die Nullstellen der Funktion f : R — R, z — ; —sinz, d.h. die

Losungen der Gleichung

Aus f'(z)

Tp4+1l = Tn —

In den folgenden Tabellen vergleichen wir die Ergebnisse des Newtonverfahrens (7.7) mit denen

X
2 _sinz=0 bew.
B ST ZW

Ty, — 2sinz,

x=2sinx =: g(x).

1
5 C0sZ ergibt sich das Newtonverfahren

sinx,, — T, COs T,

der sukzessiven Approximation

1—2cosx, -

1 —2cosx,

Tpt1 = 2sinzy, .

fiir zwei verschiedene Startwerte x .

| Sukz. Appr. (7.8)

| Newtonverfahren (7.7) |

zo | 3.0000000000000000 | 3.0000000000000000

1 | 0.2822400161197344 | 2.0879954127013778

9 | 0.5570154662136501 | 1.9122292580258147
3 | 1.0573103488340820 | 1.8956526275469130
4 | 1.7420748663201644 | 1.8954942815405740
x5 | 1.9707353101974190 | 1.8954942670339812
ze | 1.8421695065410935 | 1.8954942670339809

‘ | Sukz. Appr. (7.8) | Newtonverfahren (7.7) |

zo | 0.5000000000000000 | 0.5000000000000000
x1 | 0.9588510772084060 | -0.1076168810751763
o | 1.6370641951729958 | 0.0008396553633925
x3 | 1.9956101764404637 | -0.0000000003946501
x4 | 1.8222309416572313 | 0.0000000000000000

Man sieht die bedeutend schnellere Konvergenz des Newtonverfahrens, welches fiir verschiedene
Startwerte auch verschiedene Ldsungen approximieren kann. Die Methode der sukzessiven Ap-
proximation kann fir xq # 0 die Lisung x = 0 nicht approximieren, was auf die Ungleichung
lg'(0)] > 1 zuriickzufiihren ist.
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Beispiel 7.5 Wir wollen die m-te Wurzel (m € N, m > 2) aus einer positiven Zahl A ziehen.
Die Funktion f(z) = 2™ — A ist auf [0,00) konvez, und es gilt f'(x) > 0 fir x > 0. Wir haben
also auf jedem Intervall (0,b] mit 0 < Am < b eine Situation vorliegen, wie sie oben unter (c)
betrachtet wurde. Mit f'(x) = ma™ ! liefert das Newtonverfahren die Iterationsvorschrift

2™ — A 1 A
Tl =Tn = ——og = (1= — Jan + —

mTn

im Spezialfall m = 2 also

(vgl. Bsp. 7.2).

Das Hornerschema

Zur Durchfithrung des Newtonverfahrens hat man im n-ten Schritt sowohl den Funktionswert
f(zy) als auch den Wert der ersten Ableitung f/(z,) zu berechnen. In dem Fall, dass f(z) ein
Polynom ist, d.h.

m
flz) = Zakxk = amx™ + ap12™ 4 a1z +ag,
k=0

1aBt sich diese Berechnung sehr effektiv realisieren. Zur Berechnung von f(zo) geht man wie
folgt vor. Es ist

f(@) = f(zo) = (z — 20) fi(x) =t (z — o) (bn—12™ " + - + bz + bp)

mit
U = b1, Gm—1 = b2 —bp_120, ... a1 = by —b1x0, ag = f(x0) — boxo

bzw.
bm—1 = Qm s bm—2 = am-1+bm_120, ... bop = a1 +bixo, f(xo) = ap+ boxo .
Wir erhalten das (kleine) Hornerschema
1. b1 :=am,
2. for k:=m —1to 0step —1 do by_1 := ap + b x xg,

3. f(x()) = b_l s

welches tabellarisch auch in der Form

am am—1 am—2 tet ay ap
+ + + +

2obm—-1  xobm—2 -+ Tob1  obg

bm—l bm—2 bm—3 ce bO f(l'())
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geschrieben werden kann. Aus der Beziehung f(x) — f(zo) = (z — xo) f1(x) folgt nun

fi@) = fr(@) + (= — z0) fi(@),

d.h. f'(z0) = fi(zg). Zur Berechnung von f’(zp) hat man also nur das Hornerschema auf das
Polynom f;(x) anzuwenden.

Attraktoren und Repeller

Es seien f : R — R eine stetig differenzierbare Abbildung und z* € R ein Fixpunkt dieser
Abbildung, d.h. z* = f(z*).

(a)

Es sei |f/(z*)| < 1. Wegen der Stetigkeit von f’ existieren ein € > 0 und ein ¢ > 0, so dass
If'(z)| <qg<1 Vzell:=[x"—¢ez"+¢].

Fiir zy € I} und z, = f(z,—1), n € N, folgt dann unter der Annahme, dass x,,—1 € I}
gilt,

|z —a"| = [ f(@m-1) = f(@)] = | (@m-1) +9(@" = 2m-1)) | |Tm—1 — 27| < glam_1—2"| <&,
also auch z,, € I} und somit z,, € I} fiir alle n € Ny. Auflerdem folgt

|zy, — ™| < ¢"|zg — 27|
Der Fixpunkt heifit in diesem Fall Attraktor. (Die Folge (z,,), =, wird von z* angezogen.)
Ist |f/(*)] > 1, so existieren ein £ > 0 und ein ¢ € R mit

If'(z)| >q¢>1 Vzell =["—¢ez"+¢].
Sei xg € I} \ {z*} . Solange x,, = f(xp_1) € I gilt, erhalten wir wie im Fall (a)
|enr1 — & =1 f(2n) = f@)] > glzn — 27 > .0 > ¢ Hao — 7]

Es gibt also auf jeden Fall einen Index n mit z,,41 ¢ I} . Man nennt den Fixpunkt z* einen
Repeller. (Die Folge (z,,),=, verlidsst im Fall zg # z* jede hinreichend kleine Umgebung
von z*.)

Wir wenden (a) und (b) auf die logistische Iteration
ITn = fk(xn—l) mit fk(l') =+ kl’(l — LZ'), k>0,

an. Die Abbildung f; : R — R hat zwei Fixpunkte 27 = 0 und 23 = 1. Wegen f(z) =
1+k(1—2x) gilt f'(z]) = 1+k und f/(z3) = 1—k, so dass z7 fiir alle k > 0 Repeller ist, x5
dagegen fiir 0 < k£ < 2 Attraktor und fiir £ > 2 Repeller. Fixpunkte der zweiten Iterierten
ge(z) = f2(x) := fr(fe(z)) entsprechen offenbar 2-periodischen Folgen der logistischen
Iteration. Diese Fixpunkte geniigen also der Gleichung

x=gr(x)=x+kx(l —z)+k[lz + kz(l —2)][1 — 2 — kz(l — 2)]

bzw.

0=ka(l —a)[L+ (1 + &k — ka)(1 - ka)] = K*z(1 - «) <g;2_2+’~C 2+k>

kx+k2
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Man erhédlt z7* = 2] =0, x5*

=5 =1 und
1
3::5)74:%(14—21{:1\/1%2—4) eR fir k>2.

Es entstehen also “im Parameterwert & = 2” zwei neue Fixpunkte von f,? . Gleichzeitig wird
der Attraktor x3 zum Repeller. Dabei gilt z}* = f(23*) und 235" = f(z}*) . Die Fixpunkte
37, von f2 sind attraktiv fiir 2 < k < V6, weil g} (z) = fL.(fr(@))fi(2), fi(z) = 1+k—kx

und somit
9i(@5") = gp(ay") = fr(@) fi(@l?)
- (1+k—2—k—\/m><1+k—2—k+\/k2——4)
- (1+\/k2——4)(1—\/E):5_k2
gilt.

7.2 Der Satz von Stone-Weierstrafl

o

Satz 7.6 (Weierstrafl) Ist f : [a,b] — C stetig, so existiert eine Folge (py),~, von Poly-
nomen py(x) mit lim ||p, — f|l.o = 0. Mit anderen Worten: Die Menge der Polynome C|x]
n—oo

mit komplexen Koeffizienten ist dicht im Banachraum (C([a,b],C),|.||,,) der komplexwertigen
stetigen Funktionen diber [a,b] . (Ist f reellwertig, so konnen auch die p,(z) reell gewdihit werden.)

Beweis. O.E.d.A. kénnen wir annehemn, dass [a,b] = [0,1] und f(0) = f(1) = 0 gilt. Wir
1 -1

definieren ~,, = </ (1-— x2)”dw>
~1

1
und g, (7) = v, (1 —22)" . Es folgt / qn(x)dr = 1. Unter
-1
Verwendung der Bernoulli’schen Ungleichung (14 y)” > 1+ ny, y > —1, erhalten wir

1 ! 7
- = 2/ (1—:172)“(13}22/\/_(1—:172)”(133
0 0
> 2/ﬁ(1—nx2)da:—2 a:—n—:Eg ﬁ—2 I —i>i
= " Jo N 31, “\vn 3yn) 3yn~ n’
d.h., v, < v/n. Fiir 0 < § < 1 folgt q,(x) < v/n(1 —6%)", 6 <x < 1. Wir setzen
1
pn(w):/ flz+t)g(t)dt, 0<x<1
-1
mit f(z) =0 fir x € R\ [0,1]. Es ist

1—x 1
pul) = / £+ D)at) di = /0 £(5)gn(s — x) ds

—T
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ein Polynom in x. Es sei nun € > 0 beliebig. Dann existiert ein § > 0 mit |f(2') — f(z")] < §
Val',a" e R: |2’ — 2] <4, so dass

pale) — (2)| = ‘ / ll[f(x 1) — @) dt‘

<20 [[ s [Caa] 5 [ woa

< Alfllo VR ="+ S < Yn2m(e), Yo e [0,1],

womit der Satz bewiesen ist. O

Folgerung 7.7 Fiir jedes Intervall [—a,a] existiert eine Folge (py),—; von reellen Polynomen
pn(x) mit pp(0) =0, die auf [—a,a] gleichmaffig gegen |x| konvergiert.

Wir betrachten im Weiteren Mengen A (auch Familien genannt) von Funktionen f: E — K
auf einer Menge F mit Werten in einem der Zahlenktrper K = R oder K = C.

Definition 7.8 Man nennt eine Familie A von Funktionen eine Algebra, wenn mit f,g € A
und vy € K auch f+g, vf und fg zu A gehoren. Man sagt, dass A die Punkte von E separiert,
wenn fiir zwei beliebige, voneinander verschiedene Punkte x1,z9 € E ein f € A mit f(x1) #
f(x2) existiert. Man sagt, A verschwindet nirgends auf E, wenn zu jedem x € E ein f € A
mit f(x) # 0 existiert.

Folgerung 7.9 FEs sei A eine Algebra von Funktionen auf E , die die Punkte von E separiert
und nirgends auf E verschwindet. Dann existiert zu beliebigen x1,x9 € E mit x1 # xo und
beliebigen 1,72 € K ein f € A, so dass f(xj) =~;,j=1,2, gilt.

Beweis. Es existieren g,hi,hy € A mit g(x1)—-(xz2) und hj(z;) # 0, j = 1,2. Dann sind
u = ghy — g(x1)h2 und v = ghy — g(z2)h; Elemente von A mit u(x1) = v(z2) = 0 und u(zz) =

. . v u
[9(x2) — g(21)] haSa) # 0, v(w1) = [g(w1) — g(w)] b1 (1) # 0. Die Funktion f = —— 4 20
v(r1)  u(ws)
hat die gewiinschten Eigenschaften. O

Satz 7.10 (Stone-Weierstrafl) FEs sei A eine Algebra reellwertiger und stetiger Funktionen
auf einem kompakten metrischen Raum K . Separiert A die Punkte von K und verschwindet
nirgends auf K, so ist A dicht im Raum (C(K,R),|.||,,) der stetigen reellwertigen Funktionen
auf K.

Mit anderen Worten: Zu jeder stetigen Funktion f : K — R existiert eine Folge von Funktionen
aus A, die auf K gleichméaflig gegen f konvergiert.

Beispiel 7.11 Die Algebra aller Funktionen f : T — C der Gestalt f(el®) = Z’meikx, n €
k=0

No, v € C, separiert die Punkte des Einheitskreises T = {eiw 0z < 271} und verschwindet
nirgends auf T . Diese Algebra ist aber nicht dicht in (C(T,C),|.|) -
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Satz 7.12 FEs sei A eine Algebra komplexwertiger und stetiger Funktionen auf dem kompakten
metrischen Raum K mit der Eigenschaft, dass aus f € A auch f € A folgt, wobei f(z) := f(x),
x € K. Separiert A die Punkte von K und verschwindet nirgends auf K, so ist A dicht im
Raum (C(K,C),|.|l») -

Beweis. Sei A := {Re f : f € A} . Es folgt Ar C A, weil Re f = 1(f+f) gilt. Auferdem ist Ag
eine Algebra, denn aus f1, fo € Ar und v € R folgt die Existenz von g1, go € A mit f; = Regj;,
j=1,2,s0dass fi+fo =Re(g1+g2) € Ar,7f1 = Re(vg1) € Ar und f1 fo = SRe (g192+9172) €
Ar . Die Algebra Ag separiert die Punkte von K und verschwindet nirgends auf K , denn fiir
x1,x2 € K mit x1 # z9 existiert ein f € A, so dass f(z1) =1 und f(z2) = 0 (vgl. Folgerung 7.9)
und somit Re f(z1) =1 # 0 = Re f(z2) gilt. Nach Satz 7.10 ist Ag dicht in (C(K,R), ||.||,.) - Ist

nun f € C(K,C), so folgt Re f,Im f € Ag C A und somit f =Ref +ilmfec A. O
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