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Kapitel 1

Zahlenkörper

1.1 Bezeichnungen und Vereinbarungen

Der Begriff der Menge ist ein grundlegender in der Mathematik, den wir nicht definieren können.
Wir können ihn nur erklären, und das tun wir wie folgt:

Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung wohldefinierter Objekte.

Diese Objektte nennt man Elemente der Menge. Als Bezeichnung von Mengen nehmen wir
häufig große lateinische Buchstaben. (Das ist aber kein Gesetz.) Zur Beschreibung einer Menge
verwenden wir geschweifte Klammern. Oft wird dabei von einer Grundmenge G ausgegangen
und eine Menge A als die Menge der Elemente von G definiert, die gewisse Eigenschaften E1 ,
E2 , . . . erfüllen, z. B.

A = {x ∈ G : x hat die Eigenschaften E1 und E2} .

Bezeichnungen:

• N := {1, 2, . . .} - die Menge der natürlichen Zahlen ohne die Null

• N0 := {0, 1, 2, . . .} - die Menge der natürlichen Zahlen mit der Null

• Z := {0,±1,±2, . . .} - die Menge der ganzen Zahlen

Relationen zwischen Mengen:

• A ⊂ B ⇐⇒def (a ∈ A =⇒ a ∈ B) ⇐⇒ (a ∈ B ∀ a ∈ A)

• A = B ⇐⇒def (A ⊂ B und B ⊂ A)

• Mit ∅ bezeichnen wir die leere Menge. Es gilt ∅ ⊂ A für jede Menge A .

Operationen mit Mengen:

• A ∪B := {x : x ∈ A oder x ∈ B} - die Vereinigung zweier Mengen
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8 KAPITEL 1. ZAHLENKÖRPER

• A ∩B := {x : x ∈ A und x ∈ B} - der Durchschnitt zweier Mengen

• A \B := {x : x ∈ A und x 6∈ B} - die Differenz zweier Mengen

• A×B := {(x, y) : x ∈ A und y ∈ B} - das Kreuzprodukt zweier Mengen

• An := {(x1, x2, . . . , xn) : xj ∈ A, j = 1, . . . , n} , n = 2, 3, . . .

•
⋃

α∈I
Aα := {x : ∃α ∈ I mit x ∈ Aα} - die Vereinigung beliebig vieler Mengen

Im Fall I = {1, . . . , n} schreiben wir auch

n⋃

k=1

Ak statt
⋃

k∈{1,...,n}
Ak , im Fall I = N auch

∞⋃

n=1

An statt
⋃

n∈N
An .

•
⋂

α∈I
Aα := {x : x ∈ Aα ∀α ∈ I} - der Durchschnitt beliebig vieler Mengen

Im Fall I = {1, . . . , n} schreiben wir auch
n⋂

k=1

Ak statt
⋂

k∈{1,...,n}
Ak , im Fall I = N auch

∞⋂

n=1

An statt
⋂

n∈N
An .

Weitere Bezeichnungen:

• #A - Anzahl der Elemente der Menge A , falls A nur endlich viele Elemente enthält

• P(A) := {B : B ⊂ A} - Potenzmenge der Menge A , z.B. P({1, 2}) = {∅, {1} , {2} , {1, 2}}

• x, y ∈ Z , x ≤ y:

y∑

k=x

ak := ax + ax+1 + . . .+ ay , z.B.
n∑

k=1

ak = a1 + a2 + . . .+ an

• x, y ∈ Z , x ≤ y:

y∏

k=x

ak := axax+1 · · · ay , z.B.
n∏

k=1

ak = a1a2 · · · an

1.2 Die Körper der rationalen und der reellen Zahlen

Wir gehen davon aus, dass uns die Menge Z der ganzen Zahlen mit den Operationen der Addition
und der Multiplikation sowie der Ordnungsrelation bekannt ist.

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist die Menge aller geordneten Paare (m,n) mit m ∈ Z

und n ∈ N . Eine rationale Zahl (m,n) schreiben wir auch in der Form m
n , wobei m Zähler und

n Nenner dieser rationalen Zahl genannt werden. Für (m, 1) ∈ Q schreibt man auch nur m. In
diesem Sinne gilt Z ⊂ Q . Zwei rationale Zahlen (m1, n1) und (m2, n2) werden identifiziert (in
Zeichen: (m1, n1) = (m2, n2)), wenn m1n2 = m2n1 gilt. Die Addition und die Multiplikation
zweier rationaler Zahlen sind wie folgt erklärt:

m1

n1
+
m2

n2
:=

m1n2 +m2n1
n1n2

,
m1

n1
· m2

n2
:=

m1m2

n1n2
.



1.2. DIE KÖRPER DER RATIONALEN UND DER REELLEN ZAHLEN 9

(Das Multiplikationszeichen wird meistens nicht geschrieben. Außerdem treffen wir die Vereinba-
rung, dass “Punkt”-Rechnung vor “Strich”-Rechnung geht, um die Anzahl der zu schreibenden
Klammern möglichst klein zu halten.) Unter Verwendung der Ordnungsrelation in der Menge
der ganzen Zahlen definieren wir

m1

n1
<
m2

n2
⇐⇒def m1n2 < m2n1 .

Für a, b ∈ Q schreiben wir auch a ≤ b , falls a < b oder a = b gilt.

Die Menge Q der rationalen Zahlen, versehen mit den erklärten binären Operationen der
Addition und Multiplikation und obiger Ordnungsrelation hat nun u.a. folgende Eigenschaften:

(A1) a+ b = b+ a ∀ a, b ∈ Q - Kommutativität der Addition

(A2) a+ (b+ c) = (a+ b) + c ∀ a, b, c ∈ Q - Assoziativität der Addition

(A3) a+ 0 = a ∀ a ∈ Q - Existenz einer Null (neutrales Element bezüglich der Addition)

(A4) ∀ a ∈ Q ∃ b ∈ Q mit a+ b = 0 (in Zeichen: b = −a) - Existenz der entgegengesetzten Zahl

(M1) ab = ba ∀ a, b ∈ Q - Kommutativität der Multiplikation

(M2) (ab)c = a(bc) ∀ a, b, c ∈ Q - Assoziativität der Multiplikation

(M3) a1 = a ∀ a ∈ Q , 1 6= 0 - Existenz einer Eins (neutrales Element bzgl. der Multiplikation)

(M4) ∀ a ∈ Q \ {0} ∃ b ∈ Q mit ab = 1 (in Zeichen: b = 1
a = a−1) - Existenz der inversen Zahl

(D) a(b+ c) = ac+ ac ∀ a, b, c ∈ Q - das Distributivgesetz (Vereinbarung: “Punkt vor Strich”)

(O1) Für beliebige a, b ∈ Q gilt genau eine der Aussagen a < b , a = b , b < a .

(O2) Aus a, b, c ∈ Q , a < b und b < c folgt a < c . (Transitivität der Ordnungsrelation)

Für a < b bzw. a ≤ b schreibt man auch b > a bzw. b ≥ a . Weiterhin vereinbart man

a− b := a+ (−b) und
a

b
:= a

1

b
= ab−1 . (1.1)

Folgerung 1.1 Aus a, b ∈ Q , a ≤ b und b ≤ a folgt a = b .

Bemerkung 1.2 Für a = m
n ∈ Q \ {0} gilt offenbar a−1 = n

m .

Die Eigenschaften (auch Axiome genannt) (A1)-(A4), (M1)-(M4) und (D) besagen, dass (Q,+, ·)
ein Körper ist. Wegen (O1) und (O2) ist (Q, <) eine geordnete Menge. Man nennt nun
(Q,+, ·, <) einen geordneten Körper, weil noch folgende zwei Axiome erfüllt sind:

(O3) Aus a, b, c ∈ Q und b < c folgt a+ b < a+ c .

(O4) Aus a, b ∈ Q , 0 < a und 0 < b folgt 0 < ab .
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Für beliebiges a ∈ Q setzt man a0 = 1 und definiert für n ∈ N

an = an−1a sowie, falls a 6= 0 , a−n =
(
a−1
)n

.

Offenbar gelten dann für beliebige a, b ∈ Q und m,n ∈ Z die Potenzgesetze

(ab)n = anbn , aman = am+n und (am)n = amn . (1.2)

Satz 1.3 Die Axiome (A1) − (A4) , (M1) − (M4) und (D) implizieren folgende Rechenregeln
für beliebige a, b, c ∈ Q:

(a) Es ist a+ b = a+ c äquivalent zu b = c . Insbesondere folgt aus a+ b = a stets b = 0 , so
dass es nur ein neutrales Element bezüglich der Addition gibt.

(b) Es ist a+b = 0 äquivalent zu b = −a . Also ist die entgegengesetzte Zahl zu einer gegebenen
Zahl eindeutig bestimmt.

(c) Es gilt −(−a) = a .

(d) Für a 6= 0 ist ab = ac äquivalent zu b = c . Insbesondere folgt aus ab = a stets b = 1 , so
dass es nur ein neutrales Element bezüglich der Multiplikation gibt.

(e) Es ist ab = 1 äquivalent zu b = a−1 , so dass die inverse Zahl zu einer gegebenen Zahl
eindeutig bestimmt ist.

(f) Für a 6= 0 gilt
(
a−1
)−1

= a .

(g) Es gilt 0a = 0 für alle a ∈ Q .

(h) Aus a 6= 0 und b 6= 0 folgt ab 6= 0 .

(i) Es gilt (−a)b = −(ab) = a(−b) und (−a)(−b) = ab .

Mit der in (1.1) vereinbarten Schreibweise erhalten wir also

a(b− c) = a[b+ (−c)] = ab+ a(−c) = ab+ (−ac) = ab− ac .

Satz 1.4 Für beliebige a, b, c ∈ Q gelten (wie in jedem geordneten Körper) folgende Regeln:

(a) Die Ungleichung 0 < a ist äquivalent zu −a < 0 .

(b) Ist 0 < a , so ist ab < ac äquivalent zu b < c .

(c) Ist a < 0 , so ist ab < ac äquivalent zu c < b .

(d) Aus a 6= 0 folgt 0 < a2 . Insbesondere gilt 0 < 1 .

(e) Die Aussage 0 < a < b ist äquivalent zu 0 < b−1 < a−1 .

Folgerung 1.5 Der geordnete Körper der rationalen Zahlen ist in sich dicht, d.h., für beliebige
a, b ∈ Q mit a < b existiert ein c ∈ Q , so dass a < c < b gilt.
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Sind (M,<) eine geordnete Menge und A ⊂ M nicht leer, so schreiben wir x = minA bzw.
y = maxA , falls x ∈ A und x ≤ a ∀ a ∈ A bzw. y ∈ A und y ≥ a ∀ a ∈ A gilt.

Ein Element a ∈ M nennt man obere Schranke (bzw. untere Schranke) der nichtleeren
Menge N ⊂M , wenn x ≤ a (x ≥ a) für alle x ∈ N gilt. Die Menge aller oberen (bzw. unteren)
Schranken von N bezeichnen wir mit No (bzw. Nu).

Definition 1.6 Man nennt N nach oben (bzw. nach unten) beschränkt, falls No 6= ∅ (bzw.
Nu 6= ∅) gilt. Das kleinste Element in No , falls dieses existiert, wird Supremum von N (in
M) genannt (in Zeichen: supM N). Entsprechend heißt das größte Element in Nu , falls dieses
existiert, Infimum von N (in M) (in Zeichen: infM N).

Eine Menge, die sowohl nach oben als auch nach unten beschränkt ist, nennt man beschränkt.

Beispiel 1.7 Es gibt keine rationale Zahl a , für die a2 = 2 gilt. Mehr noch, die Zahlen

supQ
{
a ∈ Q : a > 0 und a2 < 2

}
und infQ

{
a ∈ Q : a > 0 und a2 > 2

}

existieren nicht, obwohl die erste Menge nach oben und die zweite nach unten beschränkt sind.

Die erste Aussage beweist man indirekt, indem man annimmt, dass es teilerfremde natürliche

Zahlen m,n ∈ N mit a =
m

n
und a2 = 2 gibt. Aus der letzten Gleichung folgt aber, dass dann

sowohl m als auch n gerade Zahlen sind, im Widerspruch zur angenommenen Teilerfremdheit.

Ist nun p ∈ A :=
{
a ∈ Q : a > 0 und a2 < 2

}
, so setzen wir q = p +

2− p2

2 + p
. Es folgt q > p

und

q2 =
(2 + 2p)2

(2 + p)2
=

4 + 8p+ 4p2

(2 + p)2

=
2(4 + 4p+ p2) + 2p2 − 4

(2 + p)2
=

2(2 + p)2 − 2(2 − p2)

(2 + p)2

= 2− 2(2 − p2)

(2 + p)2
< 2 ,

also q ∈ A . Somit haben wir gezeigt, dass maxA nicht existiert. Analog zeigt man, dass es in
B :=

{
a ∈ Q : a > 0 und a2 > 2

}
kein kleinstes Element gibt. Mit C := {r ∈ Q : r ≤ 0} folgt

Q = A ∪ B ∪ C . Wir schlussfolgern, dass B = Ao und A ∪ C = Bu gilt, aber weder supQA =
minAo noch infQB = maxBu existieren.

Definition 1.8 Man sagt, dass eine geordnete MengeM die Supremumseigenschaft hat bzw.
vollständig ist, wenn für jede nichtleere Menge N ⊂M , die nach oben beschränkt ist, supM N
existiert.

Das Beispiel 1.7 zeigt, dass die Menge der rationalen Zahlen nicht vollständig ist.

Satz 1.9 Besitzt M die Supremumseigenschaft und ist N ⊂ M nicht leer und nach unten
beschränkt, so existiert s = supM Nu , und es gilt infM N = s .
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Satz 1.10 Es gibt einen geordneten Körper (R,+, ·, <) (den Körper der reellen Zahlen), der
den geordneten Körper (Q,+.·, <) der rationalen Zahlen als Unterkörper enthält, die Supre-
mumseigenschaft besitzt und (im Sinne der Mengeninklusion) die kleinstmögliche Erweiterung
von (Q,+, ·, <) zu einem vollständigen geordneten Körper ist.

Für supR bzw. infR schreiben wir kurz sup bzw. inf . Ist A ⊂ R nicht leer, so gilt offenbar
x = supA (bzw. y = inf A) genau dann, wenn x ≥ a (bzw. y ≤ a) für alle a ∈ A gilt und
für jedes ε > 0 ein aε ∈ A mit aε > x − ε (bzw. aε < y + ε) existiert. Sind A ⊂ R nach
oben (bzw. unten) beschränkt und B ⊂ A , so sieht man leicht, dass dann supB ≤ supA (bzw.
inf B ≥ inf A) folgt.

Bemerkung 1.11 Die Aussagen der Sätze 1.3 und 1.4 bleiben also gültig, wenn man Q durch
R ersetzt.

Abkürzend verwenden wir folgende Bezeichnungen für gewisse Teilmengen von R , wobei a, b ∈ R

und a < b vorausgesetzt wird:

1. (a, b) := {x ∈ R : a < x < b} - offenes Intervall,

2. [a, b] := {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} - abgeschlossenes Intervall,

3. [a, b) := {x ∈ R : a ≤ x < b} , (a, b] := {x ∈ R : a < x ≤ b} - halboffene Intervalle,

4. [a,+∞) := {x ∈ R : x ≥ a} , (a,+∞) := {x ∈ R : x > a} ,

5. (−∞, a] := {x ∈ R : x ≤ a} , (−∞, a) := {x ∈ R : x < a} .

Für R schreiben wir manchmal auch (−∞,+∞) .Mit R+ bezeichnen wir die Menge der positiven
reellen Zahlen, R+ := {x ∈ R : x > 0} = (0,∞) .

Satz 1.12 (Archimedes’sches Prinzip) Zu jedem x ∈ R existiert ein n ∈ N mit n > x .

Folgerung 1.13 Für jedes ε > 0 existiert ein n ∈ N mit 1
n < ε .

Folgerung 1.14 Es sei A ⊂ R nicht leer. Dann gilt x = supA genau dann, wenn x ≥ a für
alle a ∈ A gilt und für jedes n ∈ N ein an ∈ A mit an > x− 1

n existiert. Eine analoge Aussage
gilt für inf A .

Satz 1.15 (Wohlordnungseigenschaft der natürlichen Zahlen) Jede nichtleere Teilmen-
ge M ⊂ N der geordneten Menge der natürlichen Zahlen besitzt ein kleinstes Element.

Bemerkung 1.16 Analog gilt, dass jede nach unten beschränkte Teilmenge der geordneten
Menge der ganzen Zahlen ein kleinstes Element besitzt.

Satz 1.17 Für beliebige x, y ∈ R mit x < y existiert ein q ∈ Q mit x < q < y . Insbesondere ist
also der Körper der reellen Zahlen in sich dicht.
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In gewissen Situationen ist es sinnvoll, die Menge der reellen Zahlen (die reelle Zahlengerade)
durch die zwei Symbole−∞ und +∞ zu ergänzen. Neben der bekannten Ordnung in R vereinbart
man dann −∞ < x < +∞ für alle x ∈ R . Ist A ⊂ R nach oben (bzw. unten) unbeschränkt, so
setzt man supA = +∞ (bzw. inf A = −∞). Damit hat jede nichtleere Teilmenge der erweiterten
Zahlengeraden ein Supremum und ein Infimum. Obwohl die erweiterte Zahlengerade kein Körper
ist, sind folgende weitere Vereinbarungen sinnvoll:

1. x−∞ = −∞ , x+∞ = +∞ , ∀x ∈ R ,

2.
x

−∞ =
x

+∞ = 0 ∀x ∈ R ,

3. x · (−∞) = −∞ , x · (+∞) = +∞ ∀x ∈ R+ ,

4. x · (−∞) = +∞ , x · (+∞) = −∞ ∀x ∈ R mit x < 0 .

In einem solchen Zusammenhang nennt man die x ∈ R endliche reelle Zahlen. Oft schreibt man
für +∞ auch einfach nur ∞ .

Der Betrag |x| einer reellen Zahl x ∈ R ist erklärt durch

|x| :=
{

x : x ≥ 0 ,
−x : x < 0 .

Offenbar sind |x| < y bzw. |x| ≤ y äquivalent zu −y < x < y bzw. −y ≤ x ≤ y . Ferner gilt die
Dreiecksungleichung

|x+ y| ≤ |x|+ |y| , x, y ∈ R , (1.3)

aus der man die Ungleichung

∣∣∣|x| − |y|
∣∣∣ ≤ |x− y| , x, y ∈ R , (1.4)

schlussfolgern kann.

Wir bemerken, dass für n ∈ N und 0 < a < b gilt an < bn und

bn − an = (b− a)
(
bn−1 + a bn−2 + . . .+ b an−2 + an−1

)
< (b− a)n bn−1 .

Außerdem haben wir für n ∈ N0 , m ∈ N und a > 1 die Ungleichung an < an+m .

Satz 1.18 (Existenz der n-ten Wurzel) Für jedes x ∈ R+ und jedes n ∈ N gibt es genau

ein y ∈ R+ mit yn = x (in Zeichen: y = n
√
x = x

1

n ).

Sind a, b ∈ R+ , n ∈ N und m ∈ Z , so folgen mit α := a
1

n und β := b
1

n aus den Potenzgesetzen
(1.2) die Beziehungen

(αβ)n = αnβn = ab und am = (αn)m = (αm)n ,

also die Gesetze

a
1

n b
1

n = (ab)
1

n und (am)
1

n =
(
a

1

n

)m
.

Die Zahl xy kann nun für beliebige x ∈ R+ und y ∈ R in folgenden Schritten definiert werden:
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1. Für p = m1

n1
= m2

n2
, mj ∈ Z , nj ∈ N , gilt (xm1)

1

n1 = (xm2)
1

n2 , so dass die Definition

xp := (xm)
1

n für p =
m

n
∈ Q

korrekt ist. Es folgt

(xy)p = xpyp , xpxq = xp+q , (xp)q = xpq ∀x, y ∈ R+ , ∀ p, q ∈ Q . (1.5)

Außerdem ist offenbar 0 < a < b äquivalent zu 0 < a
1

n < b
1

n , woraus

0 < a < b ⇐⇒ 0 < ap < bp ∀ p ∈ Q+ := {q ∈ Q : q > 0} (1.6)

folgt. Weiterhin gilt Für x > 1 und p1 =
m1

n
<
m2

n
= p2 , m1,m2, n ∈ N

xp1 =
(
x

1

n

)m1

<
(
x

1

n

)m2

= xp2 ,

also xp1 < xp2 für pj ∈ Q+ und p1 < p2 sowie x > 1 . Diese Überlegungen lassen sich aber
auch auf die Fälle m1 < m2 < 0 und m1 < 0 < m2 übertragen. Außderdem kann dabei
eine der Zahlen m1 oder m2 gleich Null sein. Wir erhalten somit

xp1 < xp2 ∀x > 1 , ∀ p1, p2 ∈ Q : p1 < p2 . (1.7)

2. Setzen wir A(x, y) = {xp : p ∈ Q und p ≤ y} , so gilt für x ≥ 1 und y ∈ Q die Beziehung
xy = supRA(x, y) , so dass diese Gleichung als Definition für xy für beliebige x ∈ R+ mit
x ≥ 1 und y ∈ R sinnvoll ist.

3. Für 0 < x < 1 und y ∈ R setzen wir xy =
(
x−1

)−y
.

Die Potenzgesetze (1.2) bleiben gültig:

(xy)z = xzyz , xzxw = xz+w und (xz)w = xzw , x, y ∈ R+, z, w ∈ R . (1.8)

Ferner gilt
xy1 < xy2 für x > 1 und y1 < y2 (1.9)

sowie
xy1 < xy2 für 0 < x1 < x2 und y > 0 . (1.10)

Hier noch ein paar Anregungen zum Üben:

1. Man zeige, dass für a ∈ R+ und m,n ∈ N gilt
(
a

1

n

) 1

m
= a

1

nm .

Zur Lösung: Sei b = a
1

nm . Dann ist a = bnm = (bm)n und somit a
1

n = bm . Es folgt
(
a

1

n

) 1

m
= b = a

1

nm .

2. Man beweise die zweite und die dritte Beziehung in (1.5). (Die erste Beziehung wurde in
der Vorlesung bewiesen.)

Zur Lösung: Seien x ∈ R+ und p = m1

n , q =
m2

n ∈ Q . Es folgt

xpxq = (xm1)
1

n (xm2)
1

n = (xm1xm2)
1

n =
(
xm1+m2

) 1

n = x
m1+m2

n = xp+q

und

(xp)q =
([(

x
1

n

)m1
]m2

) 1

n

=
((
x

1

n

)m1m2
) 1

n
=
[
(xm1m2)

1

n

] 1

n
= x

m1m2

n2 = xpq .
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3. Es seien r, z, w ∈ R und r < z + w . Dann existieren p, q ∈ Q mit p < z , q < w und
r < p+ q .

Zur Lösung: Nach Satz 1.12 existiert ein n ∈ N mit n > 2
z+w−r . Es folgt

r <

(
z − 1

n

)
+

(
w − 1

n

)
< z + w .

Es bleibt Satz 1.17 anzuwenden.

4. Es seien r, z, w ∈ R und r < zw . Dann existieren p, q ∈ Q mit p < z , q < w und r < pq .

Zur Lösung: Nach Satz 1.12 existiert ein n ∈ N mit n > z+w
zw−r . Es folgt

r < zw − (z + w)
1

n
<

(
z − 1

n

)(
w − 1

n

)
< zw .

5. Man beweise (1.8). (Die Beziehungen (1.5), (1.6) und (1.7) sind bewiesen.)

Zur Lösung: Sei x ≥ 1 . Aus (1.5) folgt xpxq = xp+q , p, q ∈ Q , so dass xpxq ≤ xz+w für
alle p, q ∈ Q mit p ≤ z , q ≤ w . Es folgt xzxw ≤ xz+w .

Annahme: xzxw < xz+w .

Dann existieren r, p, q ∈ Q mit p ≤ z , q ≤ w und xzxw < xr < xp+q ≤ xz+w (vgl. 3.).
Widerspruch, da nach Definition xp+q = xpxq ≤ xzxw .

Für 0 < x < 1 folgt aus dem bereits Bewiesenen und nach Definition

xzxw =
(
x−1

)−z (
x−1

)−w (
x−1

)−(z+w)
= xz+w .

Sei x ≥ 1 . Für p, q ∈ Q mit p ≤ z , q ≤ w folgt (xp)q = xpq ≤ xzw . Es folgt (xz)q ≤ xzw

∀ q ∈ Q mit q ≤ w und somit (xz)w ≤ xzw .

Annahme: (xz)w < xzw .

Dann existieren r, p, q ∈ Q mit p ≤ z , q ≤ w und (xz)w < xr < xpq ≤ xzw (vgl. 4.).
Widerspruch, da nach Definition xpq = (xp)q ≤ (xz)w .

Für 0 < x < 1 folgt aus dem bereits Bewiesenen und nach Definition

(xz)w =
[(
x−1

)−z
]w

=
(
x−1

)−zw
= xzw .

Wir beweisen nun noch die erste Beziehung in (1.8). Wir betrachten zuerst die Situation
x ≥ 1 , y ≥ 1 . Für p ∈ Q und p ≤ z folgt

(xy)p = xpyp ≤ sup {xq : q ∈ Q, q ≤ z} · sup {xq : q ∈ Q, q ≤ z} = xzyz

und somit (xy)z = sup {(xy)q : q ∈ Q, q ≤ z} ≤ xzyz .

Annahme: (xy)z < xzyz .

Dann existiert ein n ∈ N mit (xy)z <
(
xz − 1

n

) (
yz − 1

n

)
< xzyz (vgl. Beweis von 4.) Somit

existiert aber auch ein p ∈ Q mit xz − 1
n < xp und yz − 1

n < yp . Es folgt (xy)z < xpyp =
(xy)p . Widerspruch, da nach Definition (xy)p ≤ (xy)z für p ∈ Q mit p ≤ z . Also gilt
(xy)z = xzyz .

Sei nun 0 < x < 1 , y ≥ 1 . Aus xzxw = xz+w folgt xzx−z = 1 . Nach dem bereits
Bewiesenen folgt
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- im Fall xy ≥ 1: x−z(xy)z =
(
x−1

)z
=
(
x−1xy

)z
= yz , also

(xy)z = xzx−z(xy)z = xzyz ,

- im Fall 0 < xy < 1: y−z(xy)z = y−z
(
y−1x−1

)−z
=
(
x−1

)−z
= xz , also

(xy)z = y−z(xy)zyz = xzyz .

Sind 0 < x < 1 und 0 < y < 1 , so erhalten wir uas dem bereits Bewiesenen

(xy)z =
(
x−1y−1

)−z
=
(
x−1

)−z (
y−1
)−z

= xzyz .

Satz 1.19 (Logarithmus) Für jedes a ∈ R+ \{1} und jedes x ∈ R+ existiert genau ein y ∈ R ,
so dass ay = x gilt (in Zeichen: y = loga x).

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall a > 1 und definieren A := {w ∈ R : aw ≤ x} . Für n ∈ N

gilt an − 1 = (a− 1)(an−1 + an−2 + . . .+ a+ 1) ≥ n(a− 1) und somit

an ≥ 1 + n(a− 1) . (1.11)

Nach Satz 1.12 existiert ein m ∈ N mit m >
x− 1

a− 1
und somit am ≥ 1 + m(a − 1) > x . Es

folgt az ≥ a > x ∀ z ≥ m. Also ist m obere Schranke der Menge A . Wir setzen y := supA
und zeigen, dass ay = x gilt. Annahme: ay < x . Es folgt 1 < t := x a−y . Wiederum nach Satz

1.12 existiert ein n ∈ N mit n >
a− 1

t− 1
. Aus a − 1 ≥ n

(
a

1

n − 1
)
(vgl. (1.11)) ergibt sich dann

a
1

n ≤ a− 1

n
+ 1 < t = x a−y . Wir schließen ay+

1

n < x , also y +
1

n
∈ A im Widerspruch zu

y = supA . Wäre ay > x , so wäre a−y < x−1 , und wie oben würde ein m ∈ N existieren, so dass

a−y+ 1

m < x−1 und somit ay−
1

m > x . Dies würde aber y − 1

m
6∈ A bedeuten. Wegen (1.9) steht

auch das im Widerspruch zu y = supA . Aus (1.9) ergibt sich auch die Eindeutigkeit von y .

Es sei nun 0 < a < 1 . Nach dem bereits Bewiesenen existiert genau ein z ∈ R , so dass(
a−1
)z

= x . Es folgt a−z = x , also y = −z . ✷

1.3 Das Beweisprinzip der vollständigen Induktion

Satz 1.20 Hat eine Teilmenge M ⊂ N der Menge der natürlichen Zahlen die zwei Eigenschaf-
ten, dass 1 ∈M gilt und dass aus n ∈M folgt n+ 1 ∈M , so ist M = N .

Folgerung 1.21 (Beweisprinzip der vollständigen Induktion) Eine Aussage P (n) ist ge-
nau dann für alle n ∈ N wahr, wenn P (1) wahr ist und wenn aus der Gültigkeit der Aussagen
P (1), . . . , P (k) , k ∈ N , die Gültigkeit von P (k + 1) folgt.

Beispiel 1.22 (Bernoullische Ungleichung) Für beliebiges reelles x ∈ (−1, 0) ∪ (0,∞) und
beliebiges n ∈ N \ {1} gilt

(1 + x)n > 1 + nx .
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Beispiel 1.23 Der Versuch, die Ungleichung

1 · 2 · 3 · . . . · (2n − 1)

1 · 2 · 4 · . . . · (2n) <
1√
n
, n ∈ N

mittels vollständiger Induktion zu beweisen, scheitert. Stattdessen gelingt es, die Gültigkeit der
schärferen Ungleichung

1 · 2 · 3 · . . . · (2n− 1)

1 · 2 · 4 · . . . · (2n) <
1√
n+ 1

, n ∈ N (1.12)

auf diese Weise zu zeigen.

1.4 Der Körper der komplexen Zahlen

Wir beschreiben hier den Körper der komplexen Zahlen, der sich als eine Erweiterung des
Körpers der reellen Zahlen herausstellt, aber nicht geordnet werden kann.

Definition 1.24 Die Menge C der komplexen Zahlen ist die Menge aller geordneten Paare (x, y)
reeller Zahlen x, y ∈ R , d.h. C = {(x, y) : x, y ∈ R} = R×R = R2 . Dabei werden zwei komplexe
Zahlen (x1, y1) und (x2, y2) genau dann als gleich angesehen, wenn x1 = x2 und y1 = y2 gilt.
Ferner definieren wir die Addition und die Multiplikation komplexer Zahlen durch

(x1, y1) + (x2, y2) := (x1 + x2, y1 + y2)

und
(x1, y1) · (x2, y2) := (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1) .

Satz 1.25 (C,+, ·) ist ein Körper mit der Null (0, 0) und der Eins (1, 0) .

Geometrisch kann man also die Menge der komplexen Zahlen auch als Punkte der Ebene R2

auffassen, weshalb C auchGaußsche Zahlenebene genannt wird. Die Menge {(x, 0) : x ∈ R} ⊂
C können wir mit der Menge R der reellen Zahlen identifizieren, weil (x, 0) + (y, 0) = (x+ y, 0)
und (x, 0)(y, 0) = (xy, 0) gilt. Wir schreiben deshalb für die komplexe Zahl (x, 0) einfach nur x
und betrachten in diesem Sinne R als Teilmenge der komplexen Zahlen C . Die komplexe Zahl
i := (0, 1) , die die Eigenschaft i2 = −1 besitzt, nennt man imaginäre Einheit. Ferner gilt
(x, 0)+(0, 1)(y, 0) = (x, y) , was wir nun auch in der Form (x, y) = x+ iy schreiben können. Wir
nennen Re z := x den Realteil und Im z := y den Imaginärteil der komplexen Zahl z = x+ iy ,
wobei x, y ∈ R .

Beispiel 1.26 Die Menge aller Lösungen z ∈ C der Gleichung z2 + 1 = 0 ist gleich {i,−i} .

Die komplexe Zahl z := x− iy nennt man die zu z = x+ iy , x, y ∈ R , konjugiert komplexe
Zahl. Es folgt zz = x2 + y2 ∈ [0,∞) . Die Zahl |z| :=

√
x2 + y2 =

√
zz nennt man Betrag der

komplexen Zahl z = x+ iy , x, y ∈ R . Man sieht, dass |z| der Euklidische Abstand des Punktes
(x, y) ∈ R2 vom Koordinatenursprung (0, 0) ist, woraus auch folgt, dass |z −w| der Euklidische
Abstand der den komplexen Zahlen z und w entsprechenden Punkte der Ebene R2 ist.

Satz 1.27 Für beliebige komplexe Zahlen z und w gilt
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(a) z + w = z + w ,

(b) zw = z w ,

(c) 2Re z = z + z , 2i Im z = z − z ,

Satz 1.28 Für beliebige z, w ∈ C gilt

(a) |z| = 0 ⇐⇒ z = 0 ,

(b) |z| = |z| ,
(c) |zw| = |z| · |w| ,

(d) max {Re z, Im z} ≤ max {|Re z|, |Im z|} ≤ |z| ,
(e) |z + w| ≤ |z|+ |w| (Dreiecksungleichung).

Beispiel 1.29 Sei T = {z ∈ C : |z| = 1} der Einheitskreis der komplexen Zahlenebene. Für
jedes z ∈ T gilt |1 + z|2 + |1− z|2 = 4 .

Bemerkung 1.30 Aus der Dreiecksungleichung (Satz 1.28,(e)) folgt wie im Fall reeller Zahlen
die Ungleichung ∣∣∣|z| − |w|

∣∣∣ ≤ |z − w| , z, w ∈ C . (1.13)

Beispiel 1.31 In der Dreiecksungleichung |z+w| ≤ |z|+ |w| steht für beliebige komplexe Zahlen
z und w mit w 6= 0 genau dann das Gleichheitszeichen, wenn z

w reell und nichtnegativ ist.

Beispiel 1.32 (Schwarz’sche Ungleichung) Für beliebige komplexe Zahlen zj , wj ∈ C und
beliebiges n ∈ N gilt

∣∣∣
n∑

j=1

zjwj

∣∣∣ ≤

√√√√
n∑

j=1

|zj |2
√√√√

n∑

j=1

|wj |2 .

Eine komplexe Zahl z = x+ iy ∈ C \ {0} kann man in der Form

z = |z|
(
x

|z| + i
y

|z|

)
= |z|(cosϕ+ i sinϕ)

schreiben, wobei die reelle Zahl ϕ bis auf ganzzahlige Vielfache von 2π eindeutig bestimmt ist,

ϕ ∈ {ϕ0 + 2kπ : k ∈ Z} , ϕ0 ∈ [−π, π) .
Man nennt ϕ ein Argument und ϕ0 den Hauptwert des Arguments der komplexen Zahl z .
Die Darstellung z = r(cosϕ + i sinϕ) mit r = |z| wird auch trigonometrische Darstellung
der komplexen Zahl z genannt. Für das Produkt zweier komplexer Zahlen

zk = |zk|(cosϕk + i sinϕk) , k = 1, 2 ,

ergibt sich dann die Formel

z1z2 = |z1| · |z2| [cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)] . (1.14)

Induktiv folgt hieraus die Formel von Moivre

(cosϕ+ i sinϕ)n = cos(nϕ) + i sin(nϕ) , ϕ ∈ R , n ∈ Z . (1.15)



1.5. EINIGE FORMELN 19

Beispiel 1.33 Für gegebenes n ∈ N hat die Gleichung

zn = 1 (1.16)

genau n verschiedene komplexe Lösungen

e
(n)
k = cos

2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1 .

Diese n Zahlen nennt man n-te Einheitswurzeln. Sie sind gleichabständig auf dem T verteilt,
weshalb man die Gleichung (1.16) auch Kreisteilungsgleichung nennt.

Sind nun w = |w|(cosψ + i sinψ) 6= 0 eine gegebene komplexe Zahl und n ∈ N , so hat die
Gleichung zn = w genau n verschiedene komplexe Lösungen

zk = n
√

|w|
(
cos

ψ + 2kπ

n
+ i sin

ψ + 2kπ

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1 . (1.17)

1.5 Einige Formeln

Für q ∈ C \ {1} und n ∈ N0 gilt die geometrische Summenformel

1 + q + q2 + · · ·+ qn =
n∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− q
. (1.18)

Für z ∈ C und k ∈ N0 definiert man den Binominalkoeffizienten

(
z

k

)
=





1 : k = 0 ,

z(z − 1) · · · (z − k + 1)

1 · 2 · · · k : k > 0 .

Im Fall z = n ∈ N und k ∈ {0, 1, . . . , n} ist dieser gleich

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
,

wobei 0! = 1 und k! = (k − 1)! k für k ∈ N . Für z ∈ C und k ∈ N gilt

(
z

k

)
+

(
z

k − 1

)
=

(
z + 1

k

)
. (1.19)

Hieraus leitet sich im Fall z = n ∈ N und k ∈ {0, 1, . . . , n} das Pascal’sche Dreieck ab:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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Für beliebige Zahlen a, b ∈ C und beliebiges n ∈ N gilt nun die binomische Formel

(a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k . (1.20)

Für den Spezialfall n = 2 erhält man

(a+ b)2 = a2 + 2 a b+ b2

oder auch (b durch −b ersetzen)

(a− b)2 = a2 − 2 a b+ b2 .

Aus der letzten Gleichung folgt für beliebige a, b ∈ R unmittelbar die Ungleichung 2 a b ≤ a2+b2 ,
die man im Fall a · b > 0 auch in der Form

a

b
+
b

a
≥ 2 (1.21)

schreiben kann. Aus (1.20) erhält man für a = 1 und b = z ∈ C die Formel

(1 + z)n =

n∑

k=0

(
n

k

)
zk . (1.22)

Die binomische Formel (1.20) ist ein Spezialfall (p = 2) der polynomischen Formel

(a1 + a2 + · · · + ap)
n =

∑

(k1, k2, . . . , kp) ∈ N
p
0

k1 + k2 + · · ·+ kp = n

n!

k1!k2! · · · kp!
ak11 a

k2
2 · · · akpp , (1.23)

die für beliebige Zahlen a1, . . . , ap ∈ C und beliebige p, n ∈ N gilt.



Kapitel 2

Abbildungen und metrische Räume

2.1 Abbildungen, Relationen, Mächtigkeit von Mengen

Es seien A und B zwei nichtleere Mengen. Unter einer Abbildung oder Funktion

f : A −→ B , a 7→ f(a)

von A nach B verstehen wir eine Vorschrift, die jedem a ∈ A genau ein b ∈ B mittels der
Vorschrift b = f(a) zuordnet. Dabei heißt b Bild von a unter der Abbildung f , a Urbild von b
bezüglich der Abbildung f . Ist M ⊂ A , so nennt man

f(M) := {b ∈ B : ∃ a ∈M mit f(a) = b} = {f(a) : a ∈M}

das Bild der Menge M unter der Abbildung f . Die Menge f−1(N) := {a ∈ A : f(a) ∈ N}
nennen wir das (vollständige) Urbild der Menge N ⊂ B unter der Abbildung f . Die Menge
{(a, f(a)) : a ∈ A} heißt Graph der Abbildung f .

Bemerkung 2.1 Es ist möglich, dass f−1(N) = ∅ gilt, obwohl N nicht leer ist. Für das Urbild
einer einelementigen Menge vereinbaren wir die Schreibweise f−1(b) statt f−1({b}) .

Beispiel 2.2 Die Abbildung idA : A −→ A , a 7→ a , d.h. idA(a) = a für alle a ∈ A , ist die
identische Abbildung in A .

Beispiel 2.3 Eine Abbildung f : N −→ C nennt man Zahlenfolge und schreibt dafür auch
(zn)

∞
n=1 mit der Vereinbarung zn := f(n) . Das Bild f(N) = {zn : n ∈ N} ist nicht zu verwechseln

mit der Zahlenfolge (zn)
∞
n=1 !

Eine Abbildung f : A −→ B nennt man

- surjektiv, wenn f(A) = B gilt,

- injektiv, wenn aus a1, a2 ∈ A und f(a1) = f(a2) stets a1 = a2 folgt,

- bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

21
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Sind uns mehrere Abbildungen f : A −→ B , g : B −→ C und h : C −→ D gegeben, so können
wir diese miteinander verknüpfen. Z.B. ist g ◦ f : A −→ C definiert durch (g ◦ f)(a) = g(f(a))
∀a ∈ A . Für diese Verknüpfung gilt das Assoziativgesetz: h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

Satz 2.4 Für eine Abbildung f : A −→ B existiert genau dann eine Abbildung g : B −→ A mit
den Eigenschaften g ◦ f = idA und f ◦ g = idB , wenn f bijektiv ist.

Ist die Voraussetzung von Satz 2.4 erfüllt, so nennt man g : B −→ A die Umkehr- oder
inverse Abbildung bzw. Funktion zu f : A −→ B und bezeichnet sie mit f−1 . Es gilt also
f−1(f(a)) = a ∀a ∈ A und f(f−1(b)) = b ∀b ∈ B .

Satz 2.5 Sind die Abbildungen f : A −→ B und g : B −→ C bijektiv, so ist auch g◦f : A −→ C
bijektiv, wobei (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1 gilt.

Beispiel 2.6 Die Menge aller bijektiven Abbildungen der Menge {1, 2, . . . , n} der ersten n
natürlichen Zahlen auf sich selbst, auch Permutationen der Ordnung n genannt, bezeichnen
wir mit Sn . Wir verwenden dabei folgende Schreibweise: Ein σ ∈ S4 schreiben wir in der Form

σ =

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)
,

was ausführlich geschrieben

σ(1) = 3 , σ(2) = 1 , σ(3) = 2 und σ(4) = 4

bedeutet. Es gilt nun

σ−1 =

(
1 2 3 4

2 3 1 4

)
.

Betrachten wir zusätzlich

µ =

(
1 2 3 4

3 4 1 2

)
,

so erhalten wir

σ ◦ µ =

(
1 2 3 4

2 4 3 1

)
und µ ◦ σ =

(
1 2 3 4

1 3 4 2

)
,

was zeigt, dass die Verknüpfung “◦” i.a. nicht kommutativ ist, auch wenn der Bildbereich B mit
dem Urbildbereich A zusammenfällt.

Definition 2.7 Zwei nichtleere Mengen A und B nennt man gleichmächtig, wenn eine bijek-
tive Abbildung f : A −→ B existiert (in Zeichen: A ∼ B).

Beispiel 2.8 Die Menge N und die Menge der positiven geraden Zahlen sind gleichmächtig.

Man nennt nun eine nichtleere Menge A

• endlich, wenn ein n ∈ N existiert, so dass A ∼ {1, 2, . . . , n} gilt,

• unendlich, wenn A nicht endlich ist,

• abzählbar, wenn A ∼ N gilt,
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• überabzählbar, wenn A weder endlich noch abzählbar ist,

• höchstens abzählbar, wenn A endlich oder abzählbar ist.

Satz 2.9 Jede unendliche Teilmenge einer abzählbaren Menge ist abzählbar.

Die abzählbaren Mengen sind also die “kleinsten” Mengen unendlicher Mächtigkeit.

Man sagt, dass die Mächtigkeit der Menge A kleiner oder gleich der Mächtigkeit der Menge
B ist (in Zeichen: |A| ≤ |B|), wenn A gleichmächtig zu einer Teilmenge von B ist. Man kann
zeigen, dass aus |A| ≤ |B| und |B| ≤ |A| folgt A ∼ B (Cantor-Bernstein’scher Äquivalenzsatz,
[1, Kapitel I, §6]).

Satz 2.10 Die abzählbare Vereinigung abzählbarer Mengen ist abzählbar.

Folgerung 2.11 Vereinigt man höchstens abzählbar viele höchstens abzählbare Mengen, so er-
hält man eine höchstens abzählbare Menge.

Folgerung 2.12 Sind A und B abzählbar, so auch A×B .

Folgerung 2.13 Ist die Menge A abzählbar, so ist auch An für jedes n ∈ N abzählbar.

Folgerung 2.14 Die Menge der rationalen Zahlen ist abzählbar.

Satz 2.15 Die Menge D := {(xn) ∞
n=1 : xn ∈ {0, 1} ∀n ∈ N} der Zahlenfolgen aus Nullen und

Einsen ist überabzählbar.

Folgerung 2.16 Da die Menge {(xn) ∞
n=1 ∈ D : ∃ k ∈ N mit xn = 0 ∀n ≥ k} abzählbar ist, ist

die Menge der reellen Zahlen überabzählbar.

Wir erinnern an folgende Begriffe (vgl. Vorl. “Lineare Algebra und Analytische Geometrie”):
Unter einer Relation R auf einer nichtleeren Menge M versteht man eine nichtleere Teilmenge
R ⊂ M ×M . Für x, y ∈ M schreibt man xRy genau dann, wenn (x, y) ∈ R gilt. Man nennt
eine Relation R ⊂M ×M

(r) reflexiv, wenn (x, x) ∈ R ∀x ∈M ,

(s) symmetrisch, wenn aus (x, y) ∈ R folgt (y, x) ∈ R ,

(t) transitiv, wenn aus (x, y), (y, z) ∈ R folgt (x, z) ∈ R ,

(a) antisymmetrisch, wenn aus (x, y) ∈ R und (y, x) ∈ R folgt x = y .

Eine Relation auf M wird Äquivalenzrelation genannt, falls sie reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist. Ist sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch, so spricht man von einer Ordnungs-
relation. Ist R ⊂ M ×M eine Äquivalenzrelation, so definiert man für x ∈ M die zugehörige
Äquivalenzklasse [x]R (oder auch nur mit [x] bezeichnet) als die Menge

[x] := {y ∈M : (x, y) ∈ R} .

Das Element x ∈M heißt Repräsentant der Äquivalenzklasse [x] . Es gilt nun:
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(A1) [x] = [y] ⇔ (x, y) ∈ R .

(A2) [x] ∩ [y] 6= ∅ ⇒ [x] = [y] .

(A3) Aus (A1) und (A2) folgt: Jedes x ∈ M liegt in genau einer Äquivalenzklasse. Man sagt:
Eine Äquivalenzrelation auf M erzeugt eine Zerlegung von M in paarweise disjunkte,
nichtleere Teilmengen, nämlich die Äquivalenzklassen. Eine solche Zerlegung wird auch
Partition von M genannt.

Es gilt auch die Umkehrung:

(A4) Jede Partition P von M , d.h.

P ⊂ P(M) , ∅ 6∈ P ,
⋃

A∈P
A =M und A ∩B = ∅ für A,B ∈ P , A 6= B ,

erzeugt eine Äquivalenzrelation R auf M , und zwar durch die Definition

xRy ⇐⇒def ∃A ∈ P : x ∈ A und y ∈ A .

Beispiel 2.17 Es sei N eine beliebige nichtleere Menge. Die auf M = P(N) \ {∅} mittels
Definition 2.7 erklärte Relation A ∼ B ist eine Äquivalenzrelation. Zu einer Äquivalenzklasse
gehören dann jeweils die gleichmächtigen Teilmengen der Menge N .

Beispiel 2.18 Die auf M = C definierte Relation (x1, y1) � (x2, y2) mit

(x1, y1) � (x2, y2) ⇐⇒def (x1 < x2) oder (x1 = x2 und y1 ≤ y2)

ist eine Ordnungsrelation. Die geordnete Menge (C,�) besitzt nicht die Supremumseigenschaft.

2.2 Metrische Räume, topologische Grundbegriffe

Definition 2.19 Es seien X eine nichtleere Menge und d : X ×X −→ [0,∞) , (x, y) 7→ d(x, y)
eine Abbildung. Man nennt (X, d) einen metrischen Raum, wenn folgende Axiome erfüllt
sind:

(M1) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y ,

(M2) d(x, y) = d(y, x) ∀x, y ∈ X ,

(M3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ∀x, y, z ∈ X .

Die Abbildung d : X × X −→ [0,∞) nennt man dann Abstand oder Metrik. Die Elemente
x ∈ X heißen Punkte des metrischen Raumes (X, d) .

Beispiel 2.20 (C, d) mit d(z, w) = |z −w| und (Cn, d2) , n ∈ N , mit

d2((z1, . . . , zn), (w1, . . . , wn)) =

√√√√
n∑

k=1

|zk −wk|2

sind metrische Räume. Beachte: (C, d) = (C1, d2) .
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Bemerkung 2.21 Ist X0 ⊂ X eine nichtleere Teilmenge des metrischen Raumes (X, d) , so ist
auch (X0, d0) mit d0 = d|X0×X0

(die Einschränkung von d : X × X −→ [0,∞) auf X0 × X0)
ein metrischer Raum. Für (X0, d0) schreiben wir auch einfach nur (X0, d) und nennen (X0, d)
einen Teilraum des metrischen Raumes (X, d) .

Sind also d und d2 wie in Beispiel 2.20 definiert, so sind (R, d) und (Rn, d2) , n ∈ N , aber auch
([0, 1), d) , (R+, d) oder (T, d) mit dem Einheitskreis T = {z ∈ C : |z| = 1} metrische Räume.

Im Weiteren sei (X, d) ein metrischer Raum. Mit Uε(x0) , wobei x0 ∈ X und ε > 0 , bezeichnen
wir die (offene) ε-Umgebung des Punktes x0 ,

Uε(x0) = {x ∈ X : d(x, x0) < ε} .

Diese Menge wird auch (offene) Kugel mit dem Mittelpunkt x0 und dem Radius ε genannt.
Die abgeschlossene Kugel mit dem Mittelpunkt x0 und dem Radius ε > 0 bezeichnen wir mit
Kε(x0) ,

Kε(x0) = {x ∈ X : d(x, x0) ≤ ε} .
Sei A ⊂ X . Man nennt x0 ∈ X einen

• Berührungspunkt der Menge A , wenn A ∩ Uε(x0) 6= ∅ ∀ ε > 0 ,

• isolierten Punkt der Menge A , wenn ∃ ε > 0 : A ∩ Uε(x0) = {x0} ,

• Häufungspunkt der Menge A , wenn A ∩
(
Uε(x0) \ {x0}

)
6= ∅ ∀ ε > 0 ,

• inneren Punkt der Menge A , wenn ∃ ε > 0 : Uε(x0) ⊂ A .

Offenbar ist x0 ∈ X genau dann Häufungspunkt der Menge A ⊂ X , wenn in jeder ε-Umgebung
Uε(x0) unendlich viele Punkte von A liegen.

Mit A bezeichnen wir die Menge aller Berührungspunkte der Menge A - die Abschließung
von A , mit int(A) die Menge aller inneren Punkte der Menge A - das Innere der Menge A .
Ferner sei A′ die Menge aller Häufungspunkte der Menge A , auch Ableitung der Menge A
genannt.

Eine Menge A ⊂ X nennt man

• abgeschlossen, wenn A = A , d.h. A′ ⊂ A ,

• offen, wenn int(A) = A ,

• perfekt, wenn A′ = A .

Bemerkung 2.22 Die leere Menge ∅ und der gesamte Raum X sind sowohl offen als auch
abgeschlossen.

Satz 2.23 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X .

(a) Jede ε-Umgebung Uε(x0) ist eine offene Menge, jede Kugel Kε(x0) ist abgeschlossen.

(b) A′ ist abgeschlossen.
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(c) A ist genau dann offen, wenn X \ A abgeschlossen ist.

(d) Vereinigung und Durchschnitt endlich vieler offener (bzw. abgeschlossener) Mengen sind
offen (bzw. abgeschlossen).

(e) Die Vereinigung (der Durchschnitt) beliebig vieler offener (abgeschlossener) Mengen ist
offen (abgeschlossen).

Beispiel 2.24 Wir betrachten die in (C, d) offenen Mengen Gn = U1+ 1

n
(0) und abgeschlossenen

Mengen Fn = K2− 1

n
(0) . Dann sind K1(0) =

⋂

n∈N
Gn nicht offen und U2(0) =

⋃

n∈N
Fn nicht

abgeschlossen.

Definition 2.25 Eine Teilmenge A des metrischen Raumes (X, d) heißt

(a) beschränkt, wenn eine Zahl R ∈ [0,∞) und ein x0 ∈ X existieren, so dass A ⊂ UR(x0)
gilt,

(b) dicht in X , wenn A = X erfüllt ist.

Im Weiteren werden wir, wenn nichts anderes gesagt wird, Rn bzw. Cn oder Teilmengen dieser
Mengen als metrische Räume mit der d2-Metrik (vgl. Beispiel 2.20) betrachten.

Ergänzend zu Definition 2.25,(b) sagt man, dass A ⊂ X dicht in B ⊂ X liegt, wenn A ⊃ B
gilt. So is t z.B. Q sowohl dicht in R als auch in R \Q .

Beispiel 2.26 Im Allgemeinen gilt nicht Ur(x0) = Kr(x0) . Betrachten wir z.B. (N, d) mit der

Metrik d(n,m) =

{
0 : m = n ,

1 : m 6= n ,

}
so folgt U1(1) = {1} , also U1(1) = {1} , aber K1(1) = N .

Bemerkung 2.27 Die Eigenschaft einer Teilmenge A eines metrischen Raumes X offen oder
abgeschlossen zu sein, ist abhängig vom Raum X . Das Intervall (0, 1) = {x ∈ R : 0 < x < 1} ist
z.B. eine in R offene Menge, aber in C weder offen noch abgeschlossen.

Beispiel 2.28 Eine (komplexe) Zahlenfolge (xn)
∞
n=0 nennt man beschränkt, wenn ihr Werte-

bereich beschränkt ist, d.h., wenn sup {|xn| : n ∈ N0} < ∞ gilt. Die Menge aller beschränkten
Zahlenfolgen bezeichnen wir mit ℓ∞ . Definiert man d∞ : ℓ∞ × ℓ∞ −→ [0,∞) durch

d∞(x, y) = sup {|xn − yn| : n ∈ N0} , x = (xn)
∞
n=0 , y = (yn)

∞
n=0 ,

so ist (ℓ∞, d∞) ein metrischer Raum.

Beispiel 2.29 (Intervallschachtelung) Es seien [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] ⊂ R , n ∈ N0 . Dann

ist D :=

∞⋂

n=0

[an, bn] 6= ∅ . Dabei besteht D genau dann aus nur einer Zahl, wenn für jedes ε > 0

ein nε ∈ N0 mit bnε − anε < ε existiert.
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Dass man auf die Abgeschlossenheit und die Beschränktheit der Intervalle in Beispiel 2.29 nicht
einfach verzichten kann, zeigen die Beispiele

∞⋂

n=1

[n,∞) = ∅ und
∞⋂

n=1

(
1− 1

n
, 1

)
= ∅ .

Es sei aber bemerkt, dass z.B. für an < an+1 < bn+1 < bn , n ∈ N auch

∞⋂

n=1

(an, bn) 6= ∅ gilt, da

in diesem Fall für alle n ∈ N die Ungleichungen an < sup {an : n ∈ N} ≤ inf {bn : n∈N} < bn
erfüllt sind.

Definition 2.30 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Sind A ⊂ X und {Gα : α ∈ I} eine Fami-
lie offener Mengen Gα ⊂ X , so nennt man diese Familie eine offene Überdeckung der Menge
A , wenn A ⊂ ⋃α∈I Gα gilt. Die Menge A heißt kompakt, wenn zu jeder offenen Überdeckung
{Gα : α ∈ I} der Menge A eine endliche Teilüberdeckung existiert, d.h., es gibt endlich viele

Indizes α1, . . . , αm ∈ I mit A ⊂
m⋃

j=1

Aαj
.

Beispiel 2.31 Das Intervall (0, 1] ist nicht kompakt in (R, d) .

Beispiel 2.32 Jedes abgeschlossene Intervall [a, b] ⊂ R ist kompakt in (R, d) .

Satz 2.33 Jede kompakte Menge ist abgeschlossen, und jede abgeschlossene Teilmenge einer
kompakten Menge ist kompakt.

Der folgende Satz beinhaltet eine Verallgemeinerung der Intervallschachtelung in Beispiel 2.29.

Satz 2.34 Es seien Kn ⊂ X nichtleere kompakte Mengen mit Kn+1 ⊂ Kn , n ∈ N . Dann ist
∞⋂

n=1

Kn nichtleer.

Satz 2.35 Jede unendliche Teilmenge einer kompakten Menge K besitzt einen Häufungspunkt
in K .

Satz 2.36 Für eine Teilmenge K ⊂ R sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) K ist kompakt.

(b) K ist abgeschlossen und beschränkt.

(c) Jede unendliche Teilmenge in K besitzt einen Häufungspunkt in K .

Beispiel 2.37 Jede abgeschlossene Kugel Kr(x) , x ∈ ℓ∞ , r > 0 , ist nicht kompakt in ℓ∞ .
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Man nennt zwei Teilmengen A und B eines metrischen Raumes (X, d) getrennt, wenn

A ∩B = A ∩B = ∅

gilt. Z.B. sind (−1, 0) ⊂ R und (0, 1) ⊂ R getrennt, aber (−1, 0] und (0, 1) nicht, obwohl in
beiden Fällen die zwei Mengen durchschnittsfremd sind. Eine Teilmenge X0 ⊂ X heißt zu-
sammenhängend, wenn sie sich nicht als Vereinigung zweier nichtleerer getrennter Mengen
darstellen lässt.

Satz 2.38 Eine Teilmenge X0 ⊂ R ist genau dann zusammenhängend, wenn aus x, y ∈ X0 und
x < z < y folgt z ∈ X0 .

Dieser Satz besagt also, dass in R die Intervalle und nur diese zusammenhängende Mengen sind.

Sind Aα , α ∈ J zusammenhängende Mengen und
⋂

α∈J Aα 6= ∅ , so ist auch
⋃

α∈J Aα

zusammenhängend. Nehmen wir nämlich an, das wäre nicht so, dann würden zwei nichtleere
getrennte Mengen A und B existieren, so dass A ∪ B =

⋃
α∈J Aα gilt. Für jedes α ∈ J gilt

entweder Aα ⊂ A oder Aα ⊂ B , da sonst Aα = (A ∩ Aα) ∪ (B ∩ Aα) als Vereinigung zweier
nichtleerer getrennter Mengen darstellbar wäre. Setzen wir nun J1 := {α ∈ J : Aα ⊂ A} und
J2 := {α ∈ J : Aα ⊂ B} , so folgt der Widerspruch

⋂

α∈J
Aα =

⋂

α∈J1

Aα ∩
⋂

α∈J2

Aα = ∅.

Satz 2.39 Jede nichtleere offene Menge A ⊂ R lässt sich als Vereinigung höchstens abzählbar
vieler offener Intervalle darstellen.

2.3 Abbildungen zwischen metrischen Räumen

Im Weiteren seien (X, dX ) , (Y, dY ) und (Z, dZ) metrische Räume.

Definition 2.40 Eine Abbildung f : X −→ Y heißt stetig im Punkt x0 ∈ X , wenn für jedes
ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass

dY (f(x), f(x0)) < ε ∀x ∈ Uδ(x0)

gilt, was gleichbedeutend mit f (Uδ(x0)) ⊂ Uε(f(x0)) ist. Man nennt f stetig, wenn f in jedem
Punkt x0 ∈ X stetig ist, und gleichmäßig stetig, wenn für jedes ε > 0 ein δ > 0 existiert, so
dass

dY (f(x1), f(x2)) < ε ∀x1, x2 ∈ X mit dX(x1, x2) < δ

gilt.

• Wann ist eine Abbildung f : X −→ Y im Punkt x0 ∈ X nicht stetig?

Antwort: Genau dann, wenn es ein ε > 0 gibt, so dass für jedes δ > 0 ein xδ ∈ Uδ(x0) mit
dY (f(xδ), f(x0)) ≥ ε existiert.

• Wann ist eine Abbildung f : X −→ Y nicht gleichmäßig stetig?

Antwort: Genau dann, wenn es ein ε > 0 gibt, so dass zu jedem δ > 0 Punkte x1δ, x2δ ∈ X
mit dX(x1δ, x2δ) < δ und dY (f(x1δ), f(x2δ)) ≥ ε existieren.
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Beispiel 2.41 Die Abbildung

f : R −→ R , x 7→
{

sin 1
x : x 6= 0 ,

0 : x = 0 ,

ist in x0 = 0 nicht stetig. Die Abbildung

g : R −→ R , x 7→
{
x sin 1

x : x 6= 0 ,

0 : x = 0 ,

ist in x0 = 0 stetig.

Beispiel 2.42 Die Abbildung f : (0, 1] −→ R , x 7→ x−1 ist stetig, aber nicht gleichmäßig stetig.

Satz 2.43 Sind f : X −→ Y und g : Y −→ Z in x0 ∈ X bzw. y0 = f(x0) stetig, so ist
auch g ◦ f : X −→ Z in x0 stetig. Sind also f und g stetige Abbildungen, so gilt dies auch für
g ◦ f : X −→ Z .

Satz 2.44 Folgende Aussagen sind äquivalent:

(a) Die Abbildung f : X −→ Y ist stetig.

(b) Das Urbild f−1(A) jeder offenen Menge A ⊂ Y ist offen.

(c) Das Urbild f−1(A) jeder abgeschlossenen Menge A ⊂ Y ist abgeschlossen.

Im Beispiel 2.41 ist das vollständige Urbild der abgeschlossenen Menge {1} bzgl. der Abbildung
f gleich

f−1({1}) =
{(

2πn +
π

2

)−1
: n ∈ Z

}

und somit nicht abgeschlossen, weil diese Menge ihren Häufungspunkt 0 nicht enthält. Die Ab-
bildung

h : R −→ R , x 7→ sgn(x) :=





1 : x > 0 ,

0 : x = 0 ,

−1 : x < 0 ,





ist offenbar im Punkt x0 = 0 nicht stetig, was man auch daran sieht, dass das vollständige Urbild
der offenen Menge A =

(
−1

2 ,
1
2

)
gleich h−1(A) = {0} und somit nicht offen ist.
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Kapitel 3

Punktfolgen in metrischen Räumen

3.1 Konvergente Punktfolgen

Definition 3.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Unter einer Punktfolge in diesem metri-
schen Raum verstehen wir eine Abbildung f : N −→ X , n 7→ f(n) und schreiben dafür kurz
(xn)

∞
n=1 oder auch nur (xn) mit xn := f(n) . Im Spezialfall X ⊂ C sprechen wir von einer

Zahlenfolge.

Der Punkt x∗ ∈ X heißt Grenzwert der Punktfolge (xn)
∞
n=1 , wenn für jedes ε > 0 ein n0 ∈ N

existiert, so dass d(xn, x
∗) < ε ∀n ≥ n0 bzw. xn ∈ Uε(x

∗) gilt (in Zeichen: x∗ = limn→∞ xn
oder xn −→ x∗ (n −→ ∞). Die Punktfolge (xn)

∞
n=1 nennt man konvergent, wenn sie einen

Grenzwert besitzt, sonst divergent.

Die Punktfolge (xnk
) ∞
k=1 nennt man Teilfolge der Punktfolge (xn)

∞
n=1 , wenn n1 < n2 < n3 <

. . . < nk < nk+1 < . . . gilt. Die Grenzwerte von Teilfolgen einer Punktfolge (xn)
∞
n=1 nennt man

partielle Grenzwerte der Punktfolge (xn)
∞
n=1 .

Beispiel 3.2 Die Zahlenfolge (xn)
∞
n=1 mit xn = 1

n

(
cos πn

4 + i sin πn
4

)
ist konvergent, die Zah-

lenfolge (yn)
∞
n=1 mit yn = cos πn

4 + i sin πn
4 aber nicht. Die Teilfolgen

(y8k)
∞
k=1 , (y8k+1)

∞
k=1 , (y8k+2)

∞
k=1 . . . (y8k+7)

∞
k=1

sind konvergent.

Satz 3.3 Es sei X ein metrischer Raum.

(a) Eine konvergente Punktfolge besitzt genau einen Grenzwert und jede ihrer Teilfolgen ist
konvergent mit dem gleichen Grenzwert.

(b) Ein Punkt x ∈ X ist genau dann Berührungspunkt der Menge A ⊂ X , wenn eine Punkt-
folge (xn)

∞
n=1 existiert, so dass xn ∈ A ∀n ∈ N und x = limn→∞ xn gilt. Somit ist eine

Menge A ⊂ X genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert einer jeden konvergenten
Folge von Punkten aus A zu A gehört.

(c) Ist K ⊂ X kompakt, so besitzt jede Punktfolge (xn)
∞
n=1 mit xn ∈ K ∀n ∈ N eine in K

konvergente Teilfolge.

31
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Wir wissen bereits, dass jedes Intervall [a, b] ⊂ R mit −∞ < a ≤ b < +∞ eine kompakte Menge
im metrischen Raum R ist (vgl. Beispiel 2.32). Somit schlussfolgern wir aus Satz 3.3,(c), dass
jede (reelle, gilt aber auch für jede komplexe) beschränkte Zahlenfolge eine konvergente Teilfolge
besitzt. Das ist der Satz von Bolzano-Weierstrass.

Definition 3.4 Eine Punktfolge (xn)
∞
n=1 nennt man Fundamentalfolge oder Cauchyfolge,

wenn für jedes ε > 0 ein Index n0 ∈ N existiert, so dass d(xn, xm) < ε ∀m,n ≥ n0 gilt.

Folgerung 3.5 Jede konvergente Folge ist Cauchyfolge. Jede Cauchyfolge ist beschränkt. Eine
Cauchyfolge ist genau dann konvergent, wenn eine ihrer Teilfolgen konvergiert.

Definition 3.6 Ein metrischer Raum heißt vollständig, wenn in ihm jede Cauchy-Folge kon-
vergent ist.

Folgerung 3.7 Jeder abgeschlossene Teilraum eines vollständigen metrischen Raumes ist voll-
ständig. Jeder kompakte metrische Raum ist vollständig.

Folgerung 3.8 Der metrische Raum der reellen Zahlen R ist vollständig.

Ist ε > 0 , so heißt eine Teilmenge B ⊂ X ε-Netz für die Menge A ⊂ X , wenn

A ⊂
⋃

x∈B
Uε(x)

gilt. Wir sprechen von einem endlichen ε-Netz, wenn die Menge B endlich ist.

Folgerung 3.9 Existiert für A ⊂ X zu jedem ε > 0 ein endliches ε-Netz, so existiert für A zu
jedem ε > 0 ein endliches ε-Netz B ⊂ A .

Satz 3.10 Es sei K ⊂ X eine Teilmenge des metrischen Raumes (X, d) .

(a) Besitzt jede Punktfolge (xn)
∞
n=1 mit xn ∈ K ∀n ∈ N eine konvergente Teilfolge, so existiert

zu jedem ε > 0 eine endliches ε-Netz für K .

(b) Ist K kompakt, so existiert zu jedem ε > 0 ein endliches ε-Netz für K .

(c) Die Menge K ist genau dann kompakt, wenn jede Punktfolge (xn)
∞
n=1 mit xn ∈ K ∀n ∈ N

eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

(d) Ist (X, d) vollständig, so ist eine abgeschlossene Menge K ⊂ X genau dann kompakt, wenn
zu jedem ε > 0 eine endliches ε-Netz für K existiert.

3.2 Zahlenfolgen

Eine Zahlenfolge (xn)
∞
n=1 nennt man Nullfolge, wenn limn→∞ xn = 0 gilt. Offenbar ist eine

Zahlenfolge genau dann konvergent gegen x∗ ∈ C , wenn (xn − x∗) ∞
n=1 eine Nullfolge ist.
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Wir bemerken, dass eine Punktfolge (xn)
∞
n=1 in einem metrischen Raum (X, d) genau dann

gegen x∗ ∈ X konvergiert, wenn (d(xn, x
∗)) ∞

n=1 eine Nullfolge ist.

Die Menge aller Nullfolgen bezeichnet man mit c0 , die Menge aller konvergenten Zahlenfolgen
mit c . Die Menge aller Zahlenfolgen wird mit s bezeichnet. Nach Satz 3.3,(b) gilt offenbar
c0 ⊂ c ⊂ ℓ∞ ⊂ s (vgl. Beispiel 2.28). Aus dem Archimedes’schen Prinzip (vgl. Satz 1.12) folgt,
dass

(
1
n

) ∞
n=1

eine Nullfolge ist.

Folgerung 3.11 Aus (xn)
∞
n=1 , (yn)

∞
n=1 ∈ c0 und (zn)

∞
n=1 ∈ ℓ∞ folgt (xn ± yn)

∞
n=1 ∈ c0 und

(xnzn)
∞
n=1 ∈ c0 .

Satz 3.12 Es seien (xn)
∞
n=1 , (yn)

∞
n=1 ∈ c mit xn −→ x∗ und yn −→ y∗ . Dann gilt

(a) (xn ± yn)
∞
n=1 ∈ c mit xn ± yn −→ x∗ ± y∗ ,

(b) (xnyn)
∞
n=1 ∈ c mit xnyn −→ x∗y∗ ,

(c)
xn
yn

−→ x∗
y∗
, falls y∗ 6= 0 .

Satz 3.13 Es seien (xn)
∞
n=0 , (yn)

∞
n=0 ∈ c mit xn −→ x∗ und yn −→ y∗ .

(a) Aus xn ≤ yn ∀n ≥ n0 folgt x∗ ≤ y∗ .

(b) Aus xn ≤ zn ≤ yn ∀n ≥ n0 und x∗ = y∗ folgt (zn)
∞
n=0 ∈ c mit zn −→ x .

Beispiel 3.14 Wir bestimmen folgende Grenzwerte:

(a) limn→∞wn = 0 ∀w ∈ U1(0) ,

(b) limn→∞ n
√
a = 1 ∀ a > 0 ,

(c) limn→∞
n
√
2n + 3n = 3 .

Wir bemerken, dass (wn) ∞
n=0 ∈ c genau dann gilt, wenn w ∈ U1(0) ∪ {1} erfüllt ist.

Gilt xn ≤ xn+1 ∀n ∈ N , so nennt man die (reelle) Zahlenfolge (xn)
∞
n=1 monoton nicht fallend,

im Fall xn < xn+1 ∀n ∈ N monoton wachsend. Entsprechend definiert man monoton nicht
wachsend und monoton fallend. Man nennt eine (reelle) Zahlenfolge monoton, wenn sie
eine dieser vier Eigenschaften hat.

Satz 3.15 Eine monotone Zahlenfolge ist genau dann konvergent, wenn sie beschränkt ist.

Beispiel 3.16 Wir wenden Satz 3.15 an.

(a) Es gilt lim
n→∞

wn

n!
= 0 für alle w ∈ C .

(b) Die durch 0 < x1 < 1 und xn+1 = xn(2 − xn) , n ∈ N , definierte Zahlenfolge (xn)
∞
n=1 hat

den Grenzwert 1 .
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Beispiel 3.17 Die Folgen

((
1 +

1

n

)n) ∞

n=1

und

(
n∑

k=0

1

k!

) ∞

n=1

sind monoton und beschränkt.

Sie haben den gleichen Grenzwert, die Eulersche Zahl e ,

e = lim
n→∞

n∑

k=0

1

k!
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

= 2, 718281828459045 . . .

Hat eine reelle Zahlenfolge (xn)
∞
n=1 die Eigenschaft, dass für jedes R > 0 ein n0 ∈ N existiert, so

dass xn > R ∀n ≥ n0 gilt, so sagen wir, dass (xn)
∞
n=1 bestimmt divergiert gegen +∞ , und

schreiben dafür limn→∞ xn = +∞ . Analog definiert man limn→∞ xn = −∞ .

Satz 3.18 Unter allen partiellen Grenzwerten einer reellen Zahlenfolge gibt es einen größten
und einen kleinsten, wobei auch ±∞ als partielle Grenzwerte zugelassen sind.

Aus dem Beweis von Satz 3.18 ist ersichtlich, dass der größte partielle Grenzwert x∗ und der
kleinste partielle Grenzwert x∗ einer reellen Zahlenfolge (xn)

∞
n=1 den Formeln

x∗ = lim
n→∞

sup {xk : k ≥ n} und x∗ = lim
n→∞

inf {xk; k ≥ n}

genügen, weshalb man auch x∗ = lim sup
n→∞

xn (limes superior) und x∗ = lim inf
n→∞

xn (limes inferior)

schreibt. Eine andere Schreibweise ist x∗ = limn→∞xn bzw. x∗ = limn→∞xn . Außerdem gilt:

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N : x∗ − ε < xn < x∗ + ε ∀n ≥ n0 .

Offenbar ist eine reelle Zahlenfolge genau dann konvergent, wenn ihr kleinster und ihr größter
partieller Grenzwert endlich und gleich sind.

Beispiel 3.19 Wir zeigen, dass limn→∞ n
√
n = 1 gilt.

Satz 3.20 (Satz von Stolz) Es seien (xn)
∞
n=1 und (yn)

∞
n=1 zwei Zahlenfolgen mit

yn+1 > yn ∀n ≥ n0 , lim
n→∞

yn = +∞ und lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

= a ,

wobei im Fall xn ∈ R auch a = ±∞ zugelassen ist. Dann gilt lim
n→∞

xn
yn

= a .

Beispiel 3.21 (a) Wir zeigen, dass für k ∈ N gilt

lim
n→∞

1k + 2k + . . .+ nk

nk+1
=

1

1 + k
.

(b) Sind (an)
∞
n=1 eine Zahlenfolge und lim

n→∞
an = a∗ , so gilt

lim
n→∞

a1 + a2 + . . . + an
n

= a∗ .
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3.3 Punktfolgen und stetige Abbildungen

Satz 3.22 Es seien X und Y metrische Räume sowie f : X −→ Y eine Abbildung.

(a) Die Abbildung f ist genau dann stetig in x∗ ∈ X , wenn aus xn ∈ X ∀n ∈ N und
limn→∞ xn = x∗ folgt limn→∞ f(xn) = f(x∗) .

(b) Sind X kompakt und f : X −→ Y stetig, so ist f auf X gleichmäßig stetig.

(c) Sind X kompakt und f : X −→ R stetig, so existieren x∗1, x
∗
2 ∈ X mit f(x∗1) ≤ f(x) ≤ f(x∗2)

∀x ∈ X .

(d) Sind f : X −→ Y stetig und X0 ⊂ X zusammenhängend, so ist auch f(X0) zusam-
menhängend.

Definition 3.23 Es seien X und Y metrische Räume sowie A ⊂ X und f : A −→ Y eine
Abbildung. Man sagt, dass die Abbildung f im Punkt a ∈ A′ den Grenzwert y∗ ∈ Y hat (in
Zeichen: y∗ = limx−→a f(x)), wenn für jedes ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass

dY (f(x), y
∗) < ε ∀x ∈ A ∩ Uδ(a) \ {a}

gilt. Im Fall f : R −→ Y schreiben wir y∗ = limx→∞ f(x) , wenn für jedes ε > 0 ein x0 ∈ R

existiert, so dass
dY (f(x), y

∗) < ε ∀x ≥ x0

gilt. Analog definiert man limx→−∞ f(x) . Es ist nun klar, was man im Fall f : X −→ R unter
limx→a f(x) = ±∞ oder im Fall f : R −→ R unter limx→±∞ f(x) = ±∞ zu verstehen hat.

Beispiel 3.24 Wir zeigen, dass lim
x−→∞

(
1 +

1

x

)x

= e gilt.

Folgerung 3.25 Die Abbildung f : X −→ Y ist genau dann stetig in x∗ ∈ X , wenn f in x∗

einen Grenzwert besitzt und limx→x∗ f(x) = f(x∗) gilt.

Folgerung 3.26 Die Abbildung f : A −→ Y mit A ⊂ X hat in a ∈ A′ genau dann den
Grenzwert y∗ ∈ Y , wenn für jede Punktfolge (xn)

∞
n=1 mit xn ∈ A\{a} ∀n ∈ N und limn→∞ xn =

a gilt limn→∞ f(xn) = y∗ .

Im Weiteren bezeichne I ein beliebiges Intervall reeller Zahlen.

Satz 3.27 (Zwischenwertsatz für stetige Funktionen) Es seien f : I −→ R stetig sowie
x1, x2 ∈ I und f(x1) < y < f(x2) . Dann existiert ein x zwischen x1 und x2 mit f(x) = y .

Eine Funktion f : I −→ R nennt man monoton nicht fallend bzw. monoton wachsend,
wenn aus x1, x2 ∈ I und x1 < x2 die Ungleichung f(x1) ≤ f(x2) bzw. f(x1) < f(x2) folgt.
Analog definiert man monoton nicht wachsende bzw. monoton fallende Funktionen. Hat
eine Funktion eine dieser Eigenschaften, so heißt sie monoton.

Ist x0 ∈ I nicht rechter Randpunkt von I , so kann man in x0 den rechtsseitigen Grenzwert
y0 = f(x0 + 0) einer Funktion f : I −→ Y definieren: ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : dY (f(x), y0) < ε
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∀x ∈ (x0, x0+δ)∩I (vgl. Definition 3.23 für X = I , a = x0 , A = I∩ (x0,∞) und y∗ = y0). Man
schreibt dann auch y0 = limx−→x0+0 f(x) . Analog definiert man f(x0 − 0) = limx→x0−0 f(x) .

Ist x0 ∈ int(I) eine Unstetigkeitsstelle der Funktion f : I −→ Y , so nennt man diese eine
Unstetigkeitsstelle 1. Art, wenn die einseitigen Grenzwerte f(x0 + 0) und f(x0 − 0) exi-
stieren. (Hier ist also auch der Fall f(x0 − 0) = f(x0 + 0) 6= f(x0) enthalten.) Sonst heißt x0
Unstetigkeitsstelle 2. Art .

Satz 3.28 Eine monotone Funktion f : (a, b) ⊂ R −→ R (a = −∞ und b = +∞ sind
zugelassen) besitzt nur Unstetigkeitsstellen 1. Art. Sie ist genau dann stetig, wenn f((a, b))
zusammenhängend ist.

Folgerung 3.29 Eine monotone Funktion f : (a, b) ⊂ R −→ R besitzt höchstens abzählbar viele
Unstetigkeitsstellen.

Folgerung 3.30 Folgende Abbildungen sind stetig:

(a) R −→ R , x 7→ ax für fixiertes a > 0 .

(b) R+ −→ R , x 7→ xλ für fixiertes λ ∈ R ,

(c) R+ −→ R , x 7→ loga x für fixiertes a > 0 , a 6= 1 .

Zu (b): Im Fall λ > 0 kann man auch die Stetigkeit von [0,∞) −→ R , x 7→ xλ zeigen.

Beispiel 3.31 Wir zeigen, dass lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= ex für alle x ∈ R gilt.

Wir bemerken, dass eine Punktfolge (xn)
∞
n=1 genau dann gegen x∗ konvergiert, wenn die reelle

Zahlenfolge (d(xn, x
∗)) ∞

n=1 eine Nullfolge ist.

Folgerung 3.32 Für eine Zahlenfolge (zn)
∞
n=1 gilt zn −→ z∗ genau dann, wenn Re zn −→ Re z∗

und Im zn −→ Im z∗ erfüll sind.

Folgerung 3.33 Die Konvergenz in Ck und Rk ist die koordinatenweise Konvergenz. Diese
Räume sind vollständige metrische Räume. Eine Teilmenge dieser Räume ist genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen und beschränkt ist (vgl. Satz 2.33 und Satz 2.36). Man beachte
dabei, dass in jedem metrischen Raum gilt, dass eine kompakte Menge beschränkt ist, da sie
durch endlich viele offene Kugeln vom Radius 1 überdeckt werden kann (vgl. auch den Beweis
von Satz 2.36).

Unter Verwendung von Satz 3.12, Folgerung 3.33 und Satz 3.22,(a) erhalten wir

Folgerung 3.34 Folgende Abbildungen sind stetig:

(a) C2 −→ C , (z, w) 7→ z ± w ,

(b) C2 −→ C , (z, w) 7→ zw ,
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(c) C× (C \ {0}) −→ C , (z, w) 7→ z

w
,

(d) C \ {0} −→ C , z 7→ z−1 ,

(e) C −→ C , z 7→ λz für fixiertes λ ∈ C .

Folgerung 3.35 Folgende Abbildungen sind stetig:

(a) C −→ C , z 7→
n∑

k=0

akz
k für fixierte n ∈ N0 und ak ∈ C ,

(b) R −→ R , x 7→ sin(x) und R −→ R , x 7→ cos(x) .

Die im Beweis von Folgerung 3.35 verwendeten Überlegungen lassen sich unter Verwendung von
Folgerung 3.34 und Satz 2.43 wie folgt verallgemeinern.

Folgerung 3.36 Sind X ein metrischer Raum und f, g : X −→ C in x0 ∈ X stetige Abbildun-
gen, so sind auch folgende Abbildungen in x0 stetig:

(a) f ± g : X −→ C , x 7→ f(x)± g(x) ,

(b) fg : X 7→ C , x 7→ f(x)g(x) ,

(c) f/g : Uδ(x0) 7→ C , x 7→ f(x)

g(x)
, falls g(x0) 6= 0 und δ > 0 hinreichend klein,

(d) λf : X −→ C , x 7→ λf(x) für fixiertes λ ∈ C .

Die Aussagen (a) und (d) zeigen, dass der Raum C(X,C) der auf X definierten komplexwertigen
und stetigen Funktionen ein linearer Raum über dem Körper der komplexen Zahlen ist. Dabei
sind die algebraischen Operationen wie folgt erklärt:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) , (λf)(x) = λf(x) , x ∈ X , λ ∈ C .

3.4 Zahlenreihen

Definition 3.37 Für eine gegebene Zahlenfolge (zn)
∞
n=1 definieren wir

sn = z1 + z2 + . . .+ zn =

n∑

k=1

zk , n = 1, 2, 3 . . .

Die Folge (sn)
∞
n=1 heißt Zahlenreihe oder auch nur Reihe und wird mit

∞∑

n=1

zn oder z1 + z2 + z3 + . . .
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bezeichnet. Man nennt sn die n-te Partialsumme der Reihe

∞∑

n=1

zn . Diese Reihe heißt kon-

vergent, falls die Folge (sn)
∞
n=1 der Partialsummen konvergiert, andernfalls divergent. Gilt

s = limn→∞ sn , so schreibt man auch

s =

∞∑

n=1

zn

und nennt s die Summe der Reihe
∞∑

n=1

zn .

Natürlich sind auch andere Indizierungen, wie z.B.

∞∑

n=0

zn mit sn = z0 + z1 + . . .+ zn =

n∑

k=0

zk ,

möglich.

Beispiel 3.38 Aus Beispiel 3.17 folgt e =

∞∑

n=0

1

n!
. Dabei gilt

e−
n∑

k=0

1

k!
<

1

n!n
.

Hieraus kann man schließen, dass e eine irrationale Zahl ist.

Folgerung 3.39

(a) Notwendiges Konvergenzkriterium: Ist die Reihe
∞∑

n=1

zn konvergent, so ist (zn)
∞
n=1

eine Nullfolge.

(b) Cauchysches Konvergenzkriterium: Die Reihe

∞∑

n=1

zn konvergiert genau dann, wenn

für jedes ε > 0 ein Index n0 ∈ N existiert, so dass

∣∣∣∣∣

n+ℓ∑

k=n

zk

∣∣∣∣∣ < ε

für alle n ≥ n0 und für alle ℓ = 0, 1, 2, . . . gilt (vgl. Folgerung 3.8 und Folgerung 3.33).

(c) Monotoniekriterium: Gilt xn ≥ 0 ∀n ≥ n0 , so konvergiert die (reelle) Reihe

∞∑

n=1

xn

genau dann, wenn die Folge (sn)
∞
n=1 der zugehörigen Partialsummen nach oben beschränkt

ist (vgl. Satz 3.15).
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(d) Aus den Regeln über das Rechnen mit Grenzwerten von Zahlenfolgen (siehe Satz 3.12)

ergibt sich: Sind
∞∑

n=1

zn und
∞∑

n=1

wn konvergente Reihen mit den Summen a und b , so sind

auch die Reihen

∞∑

n=1

(zn ± wn) und

∞∑

n=1

(γ zn) konvergent, wobei

∞∑

n=1

(zn ± wn) = a± b und

∞∑

n=1

(γ zn) = γ a

gilt und γ eine beliebige komplexe Zahl sein kann.

Beispiel 3.40 Für z ∈ C betrachten wir die geometrische Reihe

∞∑

n=0

zn = 1 + z + z2 + . . . ,

d.h. an = zn und, falls z 6= 1 ,

sn = 1 + z + z2 + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z
,

also

s = lim sn =
1

1− z
=

∞∑

n=0

zn ∀ z ∈ U1(0)

(vgl. Beispiel 3.14,(a)). Für |z| ≥ 1 divergiert diese Reihe, weil das notwendige Konvergenzkri-
terium (vgl. Folgerung 3.39,(a)) verletzt ist.

Beispiel 3.41 Für die harmonische Reihe

∞∑

n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·

betrachten wir die Teilfolge {s2k}∞k=1 der Folge der Partialsummen. Es gilt

s2k = 1 +
1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+ · · · +

(
1

2k−1 + 1
+ · · · + 1

2k

)

≥ 1 +
1

2
+ 2 · 1

4
+ 4 · 1

8
+ · · ·+ 2k−1 · 1

2k

= 1 + k · 1
2
,

woraus lim
k→∞

s2k = ∞ = lim
n→∞

sn folgt. Die harmonische Reihe ist also divergent. Wir könnten

auch ∞∑

n=1

1

n
= ∞

schreiben.
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Beispiel 3.42 (Die Leibniz-Reihe) Wir untersuchen die Reihe

∞∑

n=1

(−1)n+1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
· · ·

auf Konvergenz und betrachten zuerst {s2k} ∞
k=1 . Es gilt

s2k =

(
1− 1

2

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ · · ·+

(
1

2k − 1
− 1

2k

)
< s2(k+1) .

Also ist die Folge {s2k} ∞
k=1 monoton wachsend. Die Folge {s2k+1} ∞

k=0 ist wegen

s2k+1 = 1−
(
1

2
− 1

3

)
−
(
1

4
− 1

5

)
− · · · −

(
1

2k
− 1

2k + 1

)

monoton fallend. Ferner gilt s2k+1 > s2k und

s2k+1 − s2k =
1

2k + 1
−→ 0 (k ∈ N) .

Somit sind beide Folgen konvergent und haben den gleichen Grenzwert, womit die Konvergenz
der Leibniz-Reihe gezeigt ist.

Ersetzt man im vorhergehenden Beispiel 1
n durch an , so kann man völlig analog folgendes Kon-

vergenzkriterium beweisen.

Satz 3.43 (Leibniz-Kriterium für alternierende Reihen) Ist (an)
∞
n=1 eine monoton nicht

wachsende Nullfolge aus nichtnegativen Zahlen, so konvergiert die Reihe

∞∑

n=1

(−1)n+1an .

Definition 3.44 Die Zahlenreihe

∞∑

n=1

zn nennt man absolut konvergent, wenn die Reihe

∞∑

n=1

|zn| konvergiert. Eine konvergente Zahlenreihe, die nicht absolut konvergiert, heißt bedingt

konvergent.

Aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium (vgl. Folgerung 3.39) folgt, dass jede absulut kon-
vergente Reihe auch konvergent ist. Nach den Beispielen 3.41 und 3.42 ist die Leibniz-Reihe
bedingt konvergent.

Folgerung 3.45 Gilt |zn| ≤ an ∀n ≥ n0 und konvergiert die Reihe

∞∑

n=1

an , so folgt aus dem

Cauchyschen Konvergenzkriterium, dass die Reihe
∞∑

n=1

zn absolut konvergiert.
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Satz 3.46 (Verdichtungssatz) Es seien an ≥ 0 ∀n ∈ N und (an)
∞
n=1 monoton nicht wach-

send. Dann konvergiert die Reihe
∞∑

n=1

an genau dann, wenn die Reihe
∞∑

n=0

2na2n konvergiert.

Beispiel 3.47 (Verallg. harm. Reihen) Die Reihe
∞∑

n=1

1

nα
, α ∈ R , konvergiert genau dann,

wenn α > 1 gilt.

Satz 3.48 (Wurzelkriterium) Es seien (zn)
∞
n=1 eine Zahlenfolge und ρ = lim sup

n→∞
n
√

|zn| . Die

Reihe
∞∑

n=1

zn konvergiert, falls ρ < 1 , und divergiert, falls ρ > 1 .

Satz 3.49 (Quotientenkriterium) Es seien (zn)
∞
n=1 eine Zahlenfolge mit zn 6= 0 ∀n ∈ N .

Die Zahlenreihe

∞∑

n=1

zn konvergiert, falls lim sup
n→∞

∣∣∣∣
zn+1

zn

∣∣∣∣ < 1 gilt, und divergiert, falls ein n0 ∈ N

existiert, so dass

∣∣∣∣
zn+1

zn

∣∣∣∣ ≥ 1 ∀n ≥ n0 .

Beispiel 3.50 Aus Satz 3.49 folgt, dass die Reihe

∞∑

n=0

zn

n!
für jedes z ∈ C konvergiert.

Beispiel 3.51 Auf die Reihen

1

2
+

1

3
+

1

22
+

1

32
+

1

23
+

1

33
+ . . . und

1

2
+ 1 +

1

23
+

1

22
+

1

25
+

1

24
+ . . .

ist das Wurzelkriterium anwendbar, das Quotientenkriterium dagegen nicht.

Satz 3.52 Für jede Folge (an)
∞
n=1 positiver Zahlen gilt

lim inf
n→∞

an+1

an
≤ lim inf

n→∞
n
√
an ≤ lim sup

n→∞
n
√
an ≤ lim sup

n→∞

an+1

an
.

Beispiel 3.53 Es seien (an)
∞
n=1 eine Folge komplexer Zahlen, z0 ∈ C und α = lim sup

n→∞
n
√

|an| .
Setzen wir

r =





α−1 : 0 < α <∞ ,

∞ : α = 0 ,

0 : α = ∞ ,

so liefert die Anwendung des Wurzelkriteriums (Satz 3.48) auf die sog. Potenzreihe

∞∑

n=0

an(z − z0)
n , z ∈ C ,

dass diese Reihe für |z − z0| < r konvergiert und für |z − z0| > r divergiert. Den Kreis Ur(z0)
nennt man den Konvergenzkreis und r den Konvergenzradius dieser Potenzreihe.
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Satz 3.54 Es seien (an)
∞
n=1 und (bn)

∞
n=1 zwei Zahlenfolgen sowie An =

n∑

k=1

ak , n ∈ N .

(a) Sind die Folge (Anbn+1)
∞
n=1 und die Reihe

∞∑

n=1

An(bn − bn+1) konvergent, so konvergiert

auch die Reihe

∞∑

n=1

anbn .

(b) Abelsches Kriterium: Sind die Reihe

∞∑

n=1

an konvergent und die Folge (bn)
∞
n=1 monoton

und beschränkt, so konvergiert die Reihe
∞∑

n=1

anbn .

(c) Dirichletsches Kriterium: Ist die Folge (An)
∞
n=1 beschränkt und ist die Folge (bn)

∞
n=1

eine monotone Nullfolge, so konvergiert die Reihe

∞∑

n=1

anbn .

Beispiel 3.55 Mit an = (−1)n+1 folgt aus dem Dirichlet-Kriterium das Leibniz-Kriterium (Satz
3.43).

Beispiel 3.56 Es sei (bn)
∞
n=0 eine monotone Nullfolge. Für z ∈ K1(0)\1 setzen wir im Dirichlet-

Kriterium an = zn und erhalten

|An| =
∣∣∣∣∣

n∑

k=0

zn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
1− zn+1

1− z

∣∣∣∣ ≤
2

|1− z| .

Also konvergiert die Potenzreihe (vgl. Beispiel 3.53)

∞∑

n=0

bnz
n mindestens für alle z ∈ K1(0) \ 1 .

Satz 3.57 (Umordnung absolut konvergenter Reihen) Es seien
∞∑

n=1

zn eine absolut kon-

vergente Reihe mit der Summe s und f : N −→ N eine Bijektion. Dann ist auch die Reihe
∞∑

n=1

zf(n) absolut konvergent, und es gilt

∞∑

n=1

af(n) = s .

Beispiel 3.58 Wir betrachten die Leibniz-Reihe

∞∑

n=1

an mit an =
(−1)n+1

n
. Aus den Überlegun-

gen in Beispiel 3.42 folgt, dass

s = lim
n→∞

sn =
∞∑

n=1

an
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eine positive endliche Zahl ist, wobei sn =

n∑

k=1

ak . Für die Bijektion f : N −→ N ,

n 7→





2k − 1 : n = 3k − 2, k ∈ N ,

4k − 2 : n = 3k − 1, k ∈ N ,

4k : n = 3k, k ∈ N ,

erhalten wir die Reihe

∞∑

n=1

af(n) = 1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+ · · ·+ 1

2k − 1
− 1

4k − 2
− 1

4k
+ · · · ,

deren Partialsummen wir mit s′n bezeichnen. Dann ist

s′3m =

m∑

k=1

(
1

2k − 1
− 1

4k − 2
− 1

4k

)

=
m∑

k=1

(
1

4k − 2
− 1

4k

)

=
1

2

m∑

k=1

(
1

2k − 1
− 1

2k

)
=

1

2
s2m −→ 1

2
s (m ∈ N) .

Hieraus folgt

s′3m−1 = s3m +
1

4m
−→ 1

2
s und s′3m−2 = s′3m−1 +

1

4m− 2
−→ 1

2
s (m ∈ N) ,

so dass die Summe der umgeordneten Reihe gleich lim s′n = 1
2 s ist.

Satz 3.59 (Riemannscher Umordnungssatz) Es seien

∞∑

n=1

an eine bedingt konvergente Rei-

he reeller Zahlen und σ ∈ R∪ {±∞} beliebig. Dann existiert eine Bijektion f : N −→ N mit der
Eigenschaft

σ =

∞∑

n=1

af(n) .

Satz 3.60 (Cauchy-Produkt von Reihen) Es seien

∞∑

n=0

an und

∞∑

n=0

bn konvergente Reihen

mit den Summen a und b , wobei wenigstens eine der Reihen absolut konvergent ist. Dann ist

die Reihe

∞∑

n=0

cn mit

cn =
n∑

k=0

akbn−k

konvergent, wobei
∞∑

n=0

cn = a · b gilt.
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Beispiel 3.61 Die Reihe

∞∑

n=0

zn

n!
konvergiert für jedes z ∈ C absolut (siehe Beispiel 3.50)).

Wir bezeichnen ihre Summe mit s(z) . Für beliebige z, w ∈ C folgt aus dem Satz 3.60 und der
binomischen Formel (1.20)

s(z)s(w) =

∞∑

n=0

n∑

k=0

zk

k!

wn−k

(n− k)!
=

∞∑

n=0

1

n!

n∑

k=0

(
n

k

)
zkwn−k =

∞∑

n=0

(z + w)n

n!
= s(z + w) .



Kapitel 4

Differentialrechnung

4.1 Differenzierbarkeit

Die Lösung verschiedenster Probleme führt auf den Begriff der Ableitung einer Funktion:

• Ein geometrisches Problem

Es sei der Anstieg der Tangente an den Graphen {(x, f(x)) : a < x < b} einer Funktion
f : (a, b) −→ R im Punkt (x0, f(x0)) gesucht, wobei x0 ein Punkt aus dem Intervall (a, b)
sei. Wir wählen h ∈ R so, dass auch x0+h ∈ (a, b) gilt. Da der Anstieg der Geraden durch
die Punkte (x0, f(x0)) und (x0 + h, f(x0 + h)) gleich dem Differenzenquotienten

f(x0 + h))− f(x0)

h

ist, kann man denAnstieg der Tangente als den Grenzwert dieses Differenzenquotienten
für h −→ 0 definieren, falls dieser existiert. Diesen Grenzwert nennt man dann Ableitung
der Funktion f im Punkt x0 und bezeichnet ihn mit f ′(x0) . Die entsprechende Tangente
genügt der Geradengleichung

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0) , x ∈ R .

• Ein physikalisches Problem

Ein Punkt habe zum Zeitpunkt t den Weg s(t) zurückgelegt. Gesucht sei seine Geschwin-
digkeit zum Zeitpunkt t . Da man als mittlere Geschwindigkeit des Punktes im Zeitintervall
[t, t+∆t] den Differenzenquotienten

s(t+∆t)− s(t)

∆t

ansehen kann, ist die Geschwindigkeit des Punktes zum Zeitpunkt t gleich dem Grenzwert
dieses Differenzenqotienten für ∆t −→ 0 zu setzen, also v(t) = s′(t) .

• Ein Wachstumsprozess

Mit P (t) sei die (unbekannte) Größe einer Population zum Zeitpunkt t bezeichnet, wobei
die Größe P0 = P (0) zum Zeitpunkt t = 0 gegeben sei. Nach welchem Gesetz könnte man

45
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P (t) für t > 0 voraussagen. Um ein solches Gesetz zu finden, nehmen wir an, dass die
Zunahme der Population in einem Zeitintervall [t, t+∆t] proportional zur Länge des Zeit-
intervalls und zur Größe der Population ist. Den entsprechenden Proportionalitätsfaktor
nennt man Geburtenrate, wir bezeichnen ihn mit k . Es folgt also

P (t+∆t)− P (t) ≈ k P (t)∆t

bzw.
P (t+∆t)− P (t)

∆t
≈ k P (t) .

Es ist anzunehmen, dass diese ungefähre Gleichheit für ∆t −→ 0 in eine Gleichheit über-
geht. Wir erhalten also eine sogenannte Differentialgleichung

P ′(t) = k P (t) ,

d.h. eine Gleichung für die gesuchte Funktion P (t) , in der auch die Ableitung P ′(t) der
gesuchten Funktion vorkommt. Diese Funktion hat zusätzlich die Bedingung P (0) = P0

zu erfüllen. Eine Verfeinerung dieses Modells, bei der von einer optimalen Populations-
größe Popt (die den vorhandenen Ressourcen entspricht) ausgegangen wird, führt auf die
Differentialgleichung

P ′(t) = k P (t)[Popt − P (t)] .

Im Weiteren seien K = R oder K = C und G ⊂ K eine offene Menge.

Definition 4.1 Man nennt f : G −→ K im Punkt z0 ∈ G differenzierbar, wenn

f(z) = f(z0) + (z − z0)g(z) , z ∈ G ,

mit einer in z0 stetigen Funktion g : G −→ K gilt. Die Zahl f ′(z0) := g(z0) heißt Ableitung
der Funktion f(z) im Punkt z0 . Die Funktion f : G −→ K heißt differenzierbar, wenn sie in
jedem Punkt z ∈ G differenzierbar ist. Man nennt dann f ′ : G −→ K , z 7→ f ′(z) die Ableitung
der Funktion f : G −→ K .

Bemerkung 4.2 Die Funktion f : G −→ K ist genau dann in z0 ∈ G differenzierbar, wenn der
Grenzwert

lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h
= lim

z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
=: f ′(z0)

existiert. Offenbar ist die Ableitung einer konstanten Funktion gleich 0 .

Beispiel 4.3 Für n ∈ N untersuchen wir die Funktion f : C −→ C , z 7→ zn auf Differenzier-
barkeit. Aus

(z0 + h)n − zn0
h

=

n∑

k=1

(
n

k

)
zn−k
0 hk−1 = nzn−1

0 +
n(n− 1)

2
zn−2
0 h+ · · ·+ hn−1

folgt f ′(z0) = nzn−1
0 .
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Beispiel 4.4 Für 0 < x <
π

2
gelten die Ungleichungen

0 < sinx < x < tan x =
sinx

cos x
,

so dass

1 <
x

sinx
<

1

cos x
.

Unter Verwendung der Stetigkeit von cos x und der Beziehung sin(−x) = − sinx (sinx ist eine
ungerade Funktion) folgt

lim
x→0

sinx

x
= 1 . (4.1)

Hieraus folgt für f1 : R −→ R , x 7→ sinx die Formel f ′1(0) = 1 . Aus cos x− 1 = −2 sin2
x

2
ergibt

sich weiterhin

lim
x→0

cos x− 1

x
= lim

x→0

sin x
2

x
2

sin
x

2
= 1 · 0 = 0 .

Es folgt f ′2(0) = 0 für f2 : R −→ R , x 7→ cosx .

Beispiel 4.5 Nach Beispiel 3.24 ist lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= e . Es folgt lim
x→+0

(1 + x)
1

x = e und

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
y→+∞

(
1− 1

y

)−y

= lim
y→+∞

(
1 +

1

y − 1

)y−1(
1 +

1

y − 1

)
= e ,

also auch lim
x→−0

(1 + x)
1

x = e . Somit ist lim
x→0

(1 + x)
1

x = e , woraus

lim
x→0

1

x
ln(1 + x) = lim

x→0
ln(1 + x)

1

x = ln e = 1

folgt. Betrachten wir nun die Funktion f : R+ −→ R , x 7→ lnx , so erhalten wir für alle x0 ∈ R+

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= lim

h→0

ln x0+h
x0

h
= lim

h→0

ln
(
1 + h

x0

)

h
x0

1

x0
=

1

x0
.

Folgerung 4.6 Ist f : G −→ K im Punkt z0 ∈ G differenzierbar, so ist f in z0 stetig.

Folgerung 4.7 (Differentiationsregeln) Es seien f1, f2 : G −→ K im Punkt z0 ∈ G diffe-
renzierbar. Dann sind auch die Funktionen α1f1 + α2f2 für beliebige α1, α2 ∈ K und f1f2 in z0
differenzierbar, wobei

(α1f + α2f2)
′(z0) = α1f

′
1(z0) + α2f

′
2(z0)

und
(f1f2)

′(z0) = f ′1(z0)f2(z0) + f1(z0)f
′
2(z0) (Produktregel)

gilt. Ist f2(z0) 6= 0 , so ist
f1
f2

in einer Umgebung von z0 definiert und in z0 differenzierbar, wobei

(
f1
f2

)′
(z0) =

f ′1(z0)f2(z0)− f1(z0)f
′
2(z0)

[f2(z0)]2
. (Quotientenregel)



48 KAPITEL 4. DIFFERENTIALRECHNUNG

Sind f1 : G −→ G1 in z0 ∈ G und f2 : G1 −→ K in f1(z0) ∈ G1 differenzierbar (G1 ⊂ K offen),
so ist f2 ◦ f1 : G −→ K in z0 differenzierbar, wobei

(f2 ◦ f1)′(z0) = f ′2(f1(z0))f
′
1(z0) (Kettenregel)

gilt.

Beispiel 4.8 Bezüglich der beiden Funktionen f1 : R −→ R , x 7→ sinx und f2 : R −→ R ,
x 7→ cos x wissen wir bereits, dass f ′1(0) = 1 und f ′2(0) = 0 gilt (vgl. Beispiel 4.4). Unter
Verwendung von Folgerung 4.7 erhalten wir damit aus

sinx = sin(x− x0 + x0) = sin(x− x0) cos x0 + cos(x− x0) sinx0

und aus cos x = sin
(π
2
− x
)
die Formeln

f ′1(x0) = cos x0 und f ′2(x0) = − sinx0 ∀x0 ∈ R .

Satz 4.9 Es seien f : G −→ G1 (G,G1 ⊂ K offen) eine bijektive und in z0 ∈ G differenzierbare
Funktion mit f ′(z0) 6= 0 sowie g = f−1 : G1 −→ G in w0 = f(z0) stetig. Dann ist g = f−1 in
w0 differenzierbar, und es gilt

g′(w0) =
1

f ′(z0)
.

Beispiel 4.10 Die Umkehrfunktion der Funktion f : R+ −→ R , x 7→ lnx ist die stetige Funk-
tion g = f−1 : R −→ R+ , y 7→ ey . Für y0 ∈ R und x0 = ey0 folgt nun aus Satz 4.9

g′(y0) =
1

f ′(x0)
= x0 = ey0 .

Wir schreiben das auch in der Form (ex)′ = ex ∀x ∈ R . Nun können wir auch (ax)′ =
(
ex ln a

)′
=

ax ln a , x ∈ R , a > 0 , und (xα)′ =
(
eα lnx

)′
= αxα−1 , x > 0 , α ∈ R , berechnen.

Satz 4.11 (Differentiation von Potenzreihen) Es seien r ∈ (0,+∞] der Konvergenzradius
der Potenzreihe ∞∑

n=0

an(z − z0)
n

und f(z) =

∞∑

n=0

an(z−z0)n , z ∈ Ur(z0) (U∞(z0) := C). Dann ist f : Ur(z0) −→ C differenzierbar,

und es gilt

f ′(z) =
∞∑

n=1

nan(z − z0)
n−1 ∀ z ∈ Ur(z0) .

Beispiel 4.12 Für s(z) =
∞∑

n=0

zn

n!
, z ∈ C (vgl. Beispiel 3.61), erhalten wir

s′(z) =
∞∑

n=1

zn−1

(n− 1)!
=

∞∑

n=0

zn

n!
= s(z) ∀ z ∈ C .
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Beispiel 4.13 Für die Summe f(z) der Reihe

∞∑

n=1

nzn ergibt sich

f(z) = z
∞∑

n=1

nzn−1 = z

(
1

1− z

)′
=

z

(1− z)2
∀z ∈ U1(0) .

Beispiel 4.14 Die Funktion f : C −→ C , z 7→ z ist in keinem Punkt z0 ∈ C differenzierbar.

4.2 Mittelwertsätze und Taylorreihenentwicklung

Definition 4.15 Es sei G ⊂ K . Einen Punkt x∗ ∈ G nennt man einen globalen Extremal-
punkt und f(x∗) ein globales Minimum bzw. Maximum der Funktion f : G −→ R , wenn
f(x) ≥ f(x∗) bzw. f(x) ≤ f(x∗) für alle x ∈ G gilt. Man nennt x∗ ∈ G einen lokalen Extre-
malpunkt und f(x∗) ein lokales Minimum bzw. Maximum dieser Funktion, wenn ein ε > 0
existiert, so dass Uε(x

∗) ⊂ G gilt und f(x∗) globales Minimum bzw. Maximum der Funktion
f : Uε(x

∗) −→ R , x 7→ f(x) ist.

Satz 4.16 (Satz von Fermat) Sind x∗ ∈ (a, b) ein Extremalpunkt der Funktion f : (a, b) −→
R und f in x∗ differenzierbar, so gilt f ′(x∗) = 0 .

Satz 4.17 (Satz von Rolle) Sind f : [a, b] −→ R stetig, f : (a, b) −→ R differenzierbar und
f(a) = f(b) , so existiert ein ξ ∈ (a, b) mit f ′(ξ) = 0 .

Satz 4.18 (Allg. Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sind f, g : [a, b] −→ R stetig
und f, g : (a, b) −→ R differenzierbar, so existiert ein ξ ∈ (a, b) mit

[f(b)− f(a)]g′(ξ) = [g(b) − g(a)]f ′(ξ) .

Folgerung 4.19 (Spez. Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sind f : [a, b] −→ R

stetig und f : (a, b) −→ R differenzierbar, so existiert ein ξ ∈ (a, b) mit

[f(b)− f(a)] = f ′(ξ)(b− a) .

Folgerung 4.20 Es seien f : (a, b) −→ R differenzierbar und f ′(x) ≥ 0 (= 0 , ≤ 0) für alle
x ∈ (a, b) . Dann ist die Funktion f monoton nicht fallend (konstant, monoton nicht wachsend).
Gilt f ′(x) > 0 (< 0) für alle x ∈ (a, b) , so ist f monoton wachsend (fallend).

Beispiel 4.21 Die Funktion f : R −→ R , x 7→ x0e
αx ist die einzige Lösung des Problems

f ′(x) = αf(x) ∀x ∈ R , f(0) = x0 ,

denn aus diesen beiden Gleichungen und mit der Definition g : R −→ R , x 7→ e−αxf(x) folgt
g′(x) = e−αxf ′(x) − αe−αxf(x) = 0 für alle x ∈ R . Also ist g(x) = x0 ∀x ∈ R , woraus sich
f(x) = x0e

αx ergibt. Mit Beispiel 4.12 erhalten wir

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
∀x ∈ R ,
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und man definiert deshalb

ez :=
∞∑

n=0

zn

n!
∀ z ∈ C ,

was wegen Beispiel 3.50 erlaubt ist.

Beispiel 4.22 Für die Abbildung f :
(
−π

2 ,
π
2

)
−→ R , x 7→ tan x gilt f ′(x) =

1

cos2 x
= 1+tan2 x .

Mit g(y) = f−1(y) = arctan y , y ∈ R , und tanx0 = y0 folgt

g′(y0) =
1

f ′(x0)
=

1

1 + tan2 x0
=

1

1 + y20
.

Beispiel 4.23 In Beispiel 4.21 haben wir die Exponentialfunktion C −→ C , z 7→ ez mit

ez :=

∞∑

n=0

zn

n!
, z ∈ C ,

definiert. Nach Beispiel 3.61 gilt ezew = ez+w für alle z, w ∈ C . Daraus folgt insbesondere

eze−z = 1 und somit ez 6= 0 für alle z ∈ C . Für x > 0 und n ∈ N0 gilt offenbar ex >
xn+1

(n+ 1)!
,

d.h. xne−x <
(n + 1)!

x
, woraus

lim
x−→+∞

xn

ex
= 0 ∀n ∈ N0

folgt.

Satz 4.24 (Die l’Hospital’sche Regel) Es seien f, g : (a, b) −→ R differenzierbar (a = −∞
bzw. b = +∞ sind zugelassen), g′(x) 6= 0 ∀x ∈ (a, b) und lim

x→a+0

f ′(x)
g′(x)

= A . Ferner sei die

Bedingung lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a+0

g(x) = 0 erfüllt. Dann gilt

lim
x→a+0

f(x)

g(x)
= A .

Eine analoge Aussage gilt für x→ b− 0 und somit natürlich auch für x→ x0 ∈ (a, b) .

Beispiel 4.25 Die L’Hospital’sche Regel liefert

lim
x→0

1− cos x

x2
= lim

x→0

sinx

2x
=

1

2
.

Ausdrücke der Form
0

0
,
∞
∞ ,∞−∞ , 1∞ , 0·∞ ,∞0 , 00 sind unbestimmte Ausdrücke. So ist z.B.

lim
x→+0

x

x
6= lim

x→+0

x2

x

(
zwei Ausdrücke der Form

0

0

)
. Dagegen ist 0∞ kein unbestimmter Ausdruck.
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Ableitungen höherer Ordnung: Sind f : G −→ K differenzierbar und g = f ′ : G −→ C

in z0 ∈ G differenzierbar, so nennt man g′(z0) die zweite Ableitung der Funktion f im Punkt
z0 und bezeichnet sie mit f ′′(z0) . Induktiv definiert man nun die k-te Ableitung (bzw. die
Ableitung der Ordnung k) f (k)(z0) als (erste) Ableitung von f (k−1)(z) an der Stelle z0 ,
k = 1, 2, . . . Wir vereinbaren f (0) = f .

Beispiel 4.26 Da der Konvergenzradius r der Potenzreihe

∞∑

n=0

an(z−z0)n mit dem Konvergenz-

radius der Potenzreihe

∞∑

n=1

nan(z − z0)
n−1 übereinstimmt, ergibt sich für f(z) =

∞∑

n=0

an(z − z0)
n

induktiv aus Satz 4.11

f (k)(z) =

∞∑

n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)an(z − z0)
n−k , z ∈ Ur(z0) , k ∈ N .

Es folgt

ak =
f (k)(z0)

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

Für jedes Polynom p(z) =
n∑

k=0

αkz
k mit αk ∈ C und jedes z0 ∈ C gilt die Taylorsche Formel

p(z) =
n∑

k=0

p(k)(z0)

k!
(z − z0)

k .

Satz 4.27 (Taylorentwicklung) Die Funktion f : (a, b) −→ R besitze Ableitungen bis zur
Ordnung n+ 1 , n ∈ N0 . Für x0, x ∈ (a, b) schreiben wir

f(x) =

n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +Rn(f ;x0, x) .

Für jedes j ∈ N existiert dann ein ϑ = ϑ(f ;x0, x, j) ∈ (0, 1) , so dass

Rn(f ;x0, x) =
f (n+1)(x0 + ϑ(x− x0))

n!j
(x− x0)

n+1(1− ϑ)n−j+1

gilt (Restglieddarstellung nach Schlömilch). In den Spezialfällen j = 1 und j = n + 1 erhält
man die Restglieddarstellungen nach Cauchy und Lagrange:

Rn(f ;x0, x) =
f (n+1)(x0 + ϑ(x− x0))

n!
(x− x0)

n+1(1− ϑ)n .

Rn(f ;x0, x) =
f (n+1)(x0 + ϑ(x− x0))

(n + 1)!
(x− x0)

n+1 ,

Beispiel 4.28 Mit Satz 4.27 haben wir eine weitere Möglichkeit zum Beweis der Formel

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, x ∈ R ,
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zur Verfügung. Unter Verwendung der Restglieddarstellung nach Lagrange erhalten wir nämlich
für x ∈ R und ein gewisses ϑ ∈ (0, 1)

∣∣∣∣∣e
x −

n∑

k=0

xk

k!

∣∣∣∣∣ =
∣∣eϑx

∣∣
(n + 1)!

|x|n+1 ≤ e|x|
|x|n+1

(n+ 1)!
−→ 0 für n −→ ∞ .

Beispiel 4.29 Satz 4.27 liefert auch die Formeln

sinx =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 und cos x =

∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n , x ∈ R .

Diese Formeln führen zu den Definitionen

sin z :=

∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
z2n+1 und cos z :=

∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
z2n , z ∈ C .

Hieraus folgt die Eulersche Formel

eiz = cos z + i sin z , z ∈ C .

Insbesondere lassen sich also die komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis in der Form eit mit
t ∈ R schreiben (vgl. Abschnitt 1.4), genauer gilt

T = {z ∈ C : |z| = 1} =
{
eit : −π < t ≤ π

}
.

Weiterhin zeigt sich, dass die Funktion f : C −→ C , z 7→ ez genau die Perioden 2kπi , k ∈ Z ,
hat, d.h., es gilt f(z + w) = f(z) für alle z ∈ C genau dann, wenn w = 2kπi mit einem k ∈ Z

ist. Die Funktionen sin z bzw. cos z haben genau die Perioden 2kπ , k ∈ Z , und die Nullstellen
kπ bzw.

(
k + 1

2

)
π , k ∈ Z .

Beispiel 4.30 Für x ∈ (−1, 1] gilt

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xn .

Insbesondere erhalten wir also für die Leibniz-Reihe die Summe

∞∑

n=1

(−1)n−1

n
= ln 2 .

Satz 4.31 (Abelscher Grenzwertsatz) Die Potenzreihe

∞∑

n=0

an(z − z0)
n habe den Konver-

genzradius r ∈ (0,∞) und sei auch für z∗ = z0 + reiϕ
∗
konvergent. Dann ist die Funktion

f : Ur(z0) ∪ {z∗} −→ C , z 7→
∞∑

n=0

an(z − z0)
n stetig, wobei die Stetigkeit im Punkt z∗ so zu

verstehen ist, dass für jedes ϕ0 ∈
(
0, π2

)
gilt

lim
z→z∗: z∈Ur(z0), | arg(z∗−z)−arg(z∗−z0)|≤ϕ0

f(z) = f(z∗) .
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Mittels vollständiger Induktion lässt sich die Leibnizsche Formel (Verallgemeinerung der Pro-
duktregel, vgl. Folgerung 4.7)

(fg)(n)(z0) =

n∑

k=0

(
n

k

)
f (n−k)(z0)g

(k)(z0) , n ∈ N0 ,

beweisen, die für zwei Funktionen f : G −→ K und g : G −→ K gilt, die in z0 ∈ G ⊂ K (K = R

oder K = C) n-mal differenzierbar sind.

Beispiel 4.32 Für x ∈ [−1, 1] gilt

arctan x =

∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 .

Es folgt (x = 1)

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . . =

∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
=
π

4
.

Beispiel 4.33 (binomische Reihe) Für α ∈ R und −1 < x < 1 gilt

(1 + x)α =
∞∑

n=0

(
α

n

)
xn .

Satz 4.34 Es seien f : (a, b) −→ R differenzierbar, a < x1 < x2 < b und f ′(x1) < λ < f ′(x2)
oder f ′(x1) > λ > f ′(x2) . Dann existiert ein ξ ∈ (x1, x2) mit f ′(ξ) = λ .

Folgerung 4.35 Ist f : (a, b) −→ R differenzierbar, so hat f ′ : (a, b) −→ R keine Unstetig-
keitsstellen 1. Art.

Beispiel 4.36 Die Funktion

f : R −→ R , x 7→





x2 sin
1

x
: x 6= 0 ,

0 : x = 0 ,

ist für alle x ∈ R differenzierbar. Die Ableitung

f ′ : R −→ R , x 7→





2x sin
1

x
− cos

1

x
: x 6= 0 ,

0 : x = 0 ,

hat in x0 = 0 eine Unstetigkeit 2. Art.

4.3 Lokale und globale Extremwerte, Kurvendiskussion

Folgerung 4.37 Sind f : (a, b) −→ R n-mal stetig differenzierbar (n ≥ 2), x∗ ∈ (a, b) und

f ′(x∗) = . . . = f (n−1)(x∗) = 0 ,
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so folgt aus Satz 4.27

f(x) = f(x∗) +
f (n)(x∗ + ϑ(x− x∗))

n!
(x− x∗)n , x ∈ (a, b) ,

mit ϑ ∈ (0, 1) . Ist also n eine gerade Zahl, so ist f(x∗) ein lokales Minimum (bzw. Maximum),
wenn f (n)(x∗) > 0 (bzw. f (n)(x∗) < 0) gilt. Sind dagegen n ungerade und f (n)(x∗) 6= 0 , so liegt
in x∗ kein Extremum der Funktion f vor.

Wir betrachten folgende Aufgabenstellung: Man finde den kleinsten und den größten Funktions-
wert der stetigen Funktion f : [a, b] −→ R . Nach obigen Überlegungen sind die Punkte

• x ∈ (a, b) mit f ′(x) = 0 ,

• x ∈ (a, b) , in denen f nicht differenzierbar ist,

• x = a und x = b

extremwertverdächtig. Minimum und Maximum von f findet man dann durch Vergleich aller
Funktionswerte in den extremwertverdächtigen Punkten.

Beispiel 4.38 Minimum und Maximum der Funktion f :
[
−π

2 ,
3π
2

]
, x 7→ |x|+ sinx sind gleich

0 bzw. 3π
2 − 1 .

Beispiel 4.39 Aus einem quadratischen Blech der Seitenlänge a ist eine oben offene Schachtel
mit größtmöglichem Volumen herzustellen:

x
a

Es sei x > 0 die Seitenlänge der an den vier Ecken auszuschneidenden Quadrate. Das Volumen

der Schachtel ist dann gleich V (x) = (a− 2x)2x , x ∈
[
0,
a

2

]
. Es folgt

V ′(x) = (a− 2x)2 − 4(a − 2x)x = (a− 2x)(a− 6x) .

Also ist V ′(x) = 0 , x ∈
(
0,
a

2

)
⇐⇒ x = x0 =

a

6
. Somit ist V (x0) =

2

27
a3 globales Maximum,

da V (0) = V
(a
2

)
= 0 gilt.

Beispiel 4.40 Um eine Halbkugel vom Radius r > 0 ist ein gerader Kreiskegel kleinsten Volu-
mens zu beschreiben:

h
r

R

θ
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Es seien R > 0 der Radius der Grundfläche des gesuchten Kreiskegels, h > 0 seine Höhe und
θ > 0 der Winkel (in der Spitze des Kreiskegels) zwischen Höhe und Seitenlinie. Dann gilt

R =
r

cos θ
, h =

r

sin θ
, und das Volumen des Kreiskegels ist gleich

1

3
πR2h =

1

3
π

r3

cos2 θ sin θ
=: V (θ) , θ ∈

(
0,
π

2

)
.

Es ist also die Funktion f :
[
0,
π

2

]
−→ R , θ 7→ cos2 θ sin θ zu maximieren. Nun gilt

f ′(θ) = −2 cosϕ sin2 θ + cos3 θ = 2cos3 θ

(
1

2
− tan2 θ

)
,

d.h. ϕ0 = arctan
1√
2
ist extremwertverdächtiger Punkt. Wegen f(0) = f

(π
2

)
= 0 und f(ϕ0) > 0

ist f(ϕ0) wirklich globales Maximum von f :
[
0,
π

2

]
−→ R .

Beispiel 4.41 Eine Last vom Gewicht G , die auf einer horizontalen Ebene liegt, soll durch

Einwirkung einer Kraft verschoben werden. Unter welchem Winkel θ ∈
(
0,
π

2

)
zur Horizontalen

muss diese Kraft angreifen, wenn sie möglichst klein sein soll? Gegeben sei dabei der Reibungs-
koeffizient µ .

R

G

F
θ

Es sei F der Betrag der angreifenden Kraft. In Richtung der Horizontalen wirkt dann die Kraft
F cos θ , welche die Reibungskraft R = µ(G− F sin θ) zu überwinden hat. Um die Last fortzube-
wegen, ist also die Bedingung

F cos θ > µ(G− F sin θ) , d.h. F >
µG

cos θ + µ sin θ

zu erfüllen. Dies bedeutet, dass die Funktion f :
[
0,
π

2

]
→ R , θ 7→ cos θ + µ sin θ zu maximieren

ist. Aus der Gleichung f ′(θ) = µ cos θ − sin θ = 0 erhalten wir den Winkel θ0 = arctan µ , der
wegen f ′′(θ0) = −(µ sin θ0 + cos θ0) < 0 auch wirklich das Maximum liefert. Für einen Stein,
der auf einem Holzbrett zu bewegen ist, gilt µ ≈ 0.4 und somit θ0 ≈ 22o .

Beispiel 4.42 Sind p : C −→ C , z 7→ p(z) ein nicht konstantes Polynom, z0 ∈ C und p(z0) 6= 0 ,
so hat die Funktion f : C −→ R , z 7→ |p(z)| in z0 kein lokales Minimum.

Satz 4.43 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes nicht konstante Polynom p : C −→ C hat
wenigstens eine Nullstelle in C . (D.h., es existiert ein z∗ ∈ C mit p(z∗) = 0 .)
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Bemerkung 4.44 Man nennt eine Funktion f : (a, b) −→ R streng konvex, wenn aus x1, x2 ∈
(a, b) und λ ∈ (0, 1) folgt, dass f(λx1 + (1 − λ)x2) < λf(x1) + (1 − λ)f(x2) . Die Funktion
f : (a, b) −→ R heißt streng konkav, wenn −f : (a, b) , x 7→ −f(x) streng konvex ist. Ist
die Funktion f : (a, b) −→ R zweimal differenzierbar, so ist sie streng konvex (bzw. konkav),
falls f ′′(x) > 0 (bzw. f ′′(x) < 0) für x ∈ (a, b) gilt. Punkte, in denen das Krümmungsverhalten
wechselt, nennt man Wendepunkte.

Beispiel 4.45 Wir wollen uns eine möglichst genaue Vorstellung vom Graphen der Funktion

f : R \ {1, 3} −→ R , x 7→ x2 + 3x+ 2

x2 − 4x+ 3
=

(x+ 1)(x + 2)

(x− 1)(x − 3)

erarbeiten (Kurvendiskussion). Wir berechnen dazu

f ′(x) =
−7x2 + 2x+ 17

(x2 − 4x+ 3)2

und erhalten als Nullstellen der Ableitung (d.h. als Lösungen der Gleichung f ′(x) = 0) die Zahlen

x1,2 =
1

7
± 2

7

√
30 ,

die also extremwertverdächtige Punkte sind. Aus 5 <
√
30 < 6 folgt

11

7
< x1 <

13

7
und − 11

7
< x2 < −9

7
.

Als weitere Hilfsmittel benutzen wir

• die Grenzwerte im Unendlichen
lim

x→±∞
f(x) = 1 ,

• das Verhalten an den Polstellen xP1 = 1 und xP2 = 3

lim
x→1−0

f(x) = lim
x→3+0

f(x) = +∞ , lim
x→1+0

f(x) = lim
x→3−0

f(x) = −∞ ,

• die Nullstellen, d.h. die Lösungen der Gleichung f(x) = 0 ,

xN1 = −1 , xN2 = −2 ,

• den Schnittpunkt (0, f(0)) des Graphen mit der y-Achse, also

(
0,

2

3

)
.

• Gegebenenfalls kann man noch die Funktionswerte in den extremwertverdächtigen Punkten
berechnen oder auch mittels der zweiten Ableitung das Krümmungsverhalten bestimmen.



Kapitel 5

Integration

5.1 Funktionenfolgen

Auch in diesem Kapitel sei K = R oder K = C . Sind X eine nicht leere Menge und f : X −→ K

eine Funktion, so nennt man diese Funktion beschränkt, wenn das Bild f(X) = {f(x) : x ∈ X}
in K beschränkt ist, d.h., wenn eine Zahl M > 0 existiert, so dass |f(x)| ≤M ∀x ∈ X gilt.

Definition 5.1 Sind V ein linearer Raum über K (K-Vektorraum) und ‖.‖ : V −→ R eine
Abbildung, so nennt man (V, ‖.‖) einen normierten Raum, wenn folgende Axiome erfüllt
sind:

(N1) ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ V und ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = Θ ,

(N2) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ∀x ∈ V , ∀λ ∈ K ,

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ V .

Wie gewöhnlich definieren wir für zwei Funktionen f, g : X −→ K und α, β ∈ K die Linearkom-
bination dieser beiden Funktionen αf + βg durch

(αf + βg)(x) = αf(x) + βg(x) ∀x ∈ X .

Mit B(X,K) bezeichnen wir die Menge aller beschränkten Funktionen f : X −→ K . Versehen
mit obiger Vorschrift zum Bilden der Linearkombination und ‖f‖∞ := sup {|f(x)| : x ∈ X} ist
(B(X,K), ‖.‖∞) ein normierter Raum. Im Fall X = N0 erhalten wir B(X,C) = ℓ∞ (vgl. Beispiel
2.28).

Satz 5.2 Ist (V, ‖.‖) ein normierter Raum, so ist (V, d) mit d(x, y) = ‖x− y‖ ein metrischer
Raum.

Man nennt den normierten Raum (V, ‖.‖) einen Banachraum , wenn der entsprechende me-
trische Raum vollständig ist. Da (Kn, d1) , (K

n, d2) und (Kn, d∞) vollständige metrische Räume
sind (vgl. Beispiele 2.20und Folg. 3.33), sind (Kn, ‖.‖1) , (Kn, ‖.‖2) und (Kn, ‖.‖∞) mit

‖x‖1 =
n∑

k=1

|ξk| , ‖x‖2 =
(

n∑

k=1

|ξk|2
) 1

2

und ‖x‖∞ = max {|ξk| : k = 1, . . . , n} ,

x = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn , Banachräume.

57



58 KAPITEL 5. INTEGRATION

Beispiel 5.3 Der Raum (B(X,K), ‖.‖∞) ist ein Banachraum, insbesondere also auch der Raum
(ℓ∞, ‖.‖∞) (vgl. Beispiel 2.28).

Wir betrachten eine Folge (fn)
∞
n=1 von Funktionen fn : X −→ K . Man sagt, die Folge (fn)

∞
n=1

konvergiert punktweise gegen die Funktion f : X −→ K , wenn lim
n→∞

fn(x) = f(x) für alle

x ∈ X gilt. Die Funktionenfolge (fn)
∞
n=1 heißt gleichmäßig konvergent gegen f , wenn für

jedes ε > 0 ein n0 ∈ N existiert, so dass

|fn(x)− f(x)| < ε ∀x ∈ X

gilt. Offenbar folgt aus der gleichmäßigen Konvergenz von fn gegen f die punktweise Konvergenz
von fn gegen f . Die gleichmäßige Konvergenz von Funktionen aus B(X,K) ist äquivalent zur
Konvergenz in der ‖.‖∞-Norm.

Beispiel 5.4 Die Funktionen

fn : [0, 1] −→ R , x 7→





2nx : 0 ≤ x < (2n)−1 ,

2(1 − nx) : (2n)−1 ≤ x < n−1 ,

0 : n−1 ≤ x ≤ 1 ,

konvergieren punktweise, aber nicht gleichmäßig gegen die Funktion f : [0, 1] −→ R , x 7→ 0 .

Beispiel 5.5 Die stetigen Funktionen fn : [0, 1] −→ R , x 7→ xn konvergieren zwar punktweise,

aber nicht gleichmäßig gegen die unstetige Funktion f : [0, 1] −→ R , x 7→
{

0 : 0 ≤ x < 1 ,

1 : x = 1 ,

}

wie der folgende Satz zeigt.

Satz 5.6 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und f : X −→ K die Grenzfunktion einer
gleichmäßig konvergenten Folge in x0 ∈ X stetiger Funktionen fn : X −→ K . Dann ist auch f
in x0 stetig.

Folgerung 5.7 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Menge BC(X,K) der beschränkten und
stetigen Funktionen f : X −→ K (vgl. auch Folgerung 3.36) ist ein abgeschlossener Teilraum
von B(X,K) und somit ebenfalls ein Banachraum (vgl. Folg. 3.7).

Satz 5.8 Es seien X0 ⊂ X eine nichtleere Teilmenge des metrischen Raumes (X, d) , x0 ∈
X ein Häufungspunkt von X0 und fn : X0 −→ K , n ∈ N , auf X0 gleichmäßig gegen f :
X0 −→ K konvergierende Funktionen. Existiert lim

x→x0

fn(x) =: γn ∈ K ∀n ∈ N , so existiert auch

lim
x→x0

f(x) =: γ ∈ K , und es gilt γ = lim
n→∞

γn .

Die Begriffe der punktweisen und gleichmäßigen Konvergenz lassen sich auch auf Funktionen-

reihen

∞∑

n=1

fn mit fn : X −→ K übertragen, indem man die entsprechende Folge (sn)
∞
n=1 der

Partialsummen sn : X −→ K , x 7→
n∑

k=1

fk(x) betrachtet. Insbesondere ist also die Summenfunk-

tion einer gleichmäßig konvergenten Funktionenreihe stetiger Funktionen stetig.
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Satz 5.9 Ist die Zahlenreihe

∞∑

n=1

αn konvergent und gilt |fn(x)| ≤ αn ∀x ∈ X , ∀n ∈ N , so ist

die Funktionenreihe

∞∑

n=1

fn auf X gleichmäßig konvergent.

Beispiel 5.10 Ist r > 0 der Konvergenzradius der Potenzreihe
∞∑

n=0

αn(z − z0)
n , so konvergiert

diese Reihe gleichmäßig auf Kρ(z0) für jedes ρ ∈ (0, r) .

5.2 Integrierbare Funktionen

Im Weiteren sei −∞ < a < b <∞ . Unter einer Zerlegung Z des Intervalls [a, b] verstehen wir
eine Menge von Punkten Z = {x0, x1, . . . , xm} mit a = x0 < x1 < . . . < xm = b . Die Menge aller
Zerlegungen des Intervalls [a, b] bezeichnen wir mit Z[a, b] .Man nennt die Zerlegung Z1 ∈ Z[a, b]
feiner als die Zerlegung Z2 ∈ Z[a, b] , wenn Z2 ⊂ Z1 gilt.

Definition 5.11 Eine Funktion f : [a, b] −→ C nennen wir Treppenfunktion, wenn eine
Zerlegung Z = {x0, x1, . . . , xm} ∈ Z[a, b] und Zahlen γk ∈ C existieren, so dass f(x) = γk
∀x ∈ (xk−1, xk) , k = 1, . . . ,m , gilt. In diesem Fall nennen wir Z eine geeignete Zerlegung
für die Treppenfunktion f und definieren

∫ b

a
f =

∫ b

a
f(x) dx =

m∑

k=1

γk(xk − xk−1) . (5.1)

Die Menge aller Treppenfunktionen f : [a, b] −→ C bezeichnen wir mit T [a, b] . Ist Z ∈ Z[a, b]
eine geeignete Zerlegung für f ∈ T [a, b] , so ist auch jede feinere Zerlegung geeignet für f .
Bezeichnen wir also mit Zf die Menge der für f ∈ T [a, b] geeigneten Zerlegungen, so folgt aus
Z ∈ Zf , Z1 ∈ Z[a, b] und Z ⊂ Z1 stets Z1 ∈ Zf .

Ein lineares Funktional F : V −→ K auf dem normierten Raum (V, ‖.‖) nennt man be-
schränkt, wenn eine Konstante γ > 0 existiert, so dass |F (x)| ≤ γ ‖x‖ ∀x ∈ V gilt.

Satz 5.12 Die Menge T [a, b] ist ein linearer Teilraum des Banachraumes B([a, b],C) . Die Defi-
nition des Integrals (5.1) ist korrekt, d.h. unabhängig von der Wahl der Zerlegung Z ∈ Zf . Fer-

ner beschreibt
∫ b
a : T [a, b] −→ C ein lineares und beschränktes Funktional, d.h., für f, g ∈ T [a, b]

und α, β ∈ C gilt ∫ b

a
(αf + βg) = α

∫ b

a
f + β

∫ b

a
g , (5.2)

wobei ∣∣∣∣
∫ b

a
f

∣∣∣∣ ≤ (b− a) ‖f‖∞ . (5.3)

Definiert man |f | : [a, b] −→ R , x 7→ |f(x)| , so ist mit f ∈ T [a, b] auch |f | ∈ T [a, b] und es gilt

∣∣∣∣
∫ b

a
f

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f | ∀ f ∈ T [a, b] . (5.4)
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Definition 5.13 Die Abschließung der Menge T [a, b] ⊂ (B([a, b],C), ‖.‖∞) bezeichnen wir mit
R[a, b] , und ihre Elemente nennen wir integrierbare Funktionen.

Eine Funktion f ∈ B([a, b],C) ist also genau dann integrierbar, wenn eine Folge (fn)
∞
n=1 von

Treppenfunktionen fn ∈ T [a, b] existiert, so dass lim
n→∞

‖fn − f‖∞ = 0 gilt. Aus (5.3) folgt, dass

der Grenzwert

lim
n→∞

∫ b

a
fn =:

∫ b

a
f (5.5)

existiert. Die Schreibweise f ≤ g werden wir für reellwertige Funktion f, g : X −→ R verwenden,
und zwar in dem Sinne, dass f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ X gilt.

Satz 5.14 Die Definition (5.5) des Integrals einer Funktion f ∈ R[a, b] ist korrekt, d.h. un-
abhängig von der Wahl der approximierenden Folge von Treppenfunktionen fn . Die Menge
R[a, b] ist ein linearer Teilraum von B([a, b],C) und die Abbildung

∫ b
a : R[a, b] −→ C ein li-

neares beschränktes Funktional. Dabei gilt

|f | ∈ R[a, b] und

∣∣∣∣
∫ b

a
f

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f | ∀ f ∈ R[a, b] ,

und ∣∣∣∣
∫ b

a
f

∣∣∣∣ ≤ (b− a) ‖f‖∞ ∀ f ∈ R[a, b] .

Außerdem haben wir

(a)

∫ b

a
f ≤

∫ b

a
g ∀ f, g ∈ R[a, b] mit f ≤ g ,

(b) f ∈ R[a1, b1] für alle f ∈ R[a, b] und a ≤ a1 < b1 ≤ b ,

(c) f ∈ R[a, b] und

∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f für a < c < b und f ∈ R[a, c] ∩R[c, b] ,

(d) fg ∈ R[a, b] ∀ f, g ∈ R[a, b] , wobei (fg)(x) := f(x)g(x) ∀x ∈ [a, b] .

Bemerkung 5.15 Aus f = u+ iv ∈ R[a, b] mit u, v : [a, b] −→ R folgt u, v ∈ R[a, b] und

∫ b

a
f =

∫ b

a
u+ i

∫ b

a
v sowie

∫ b

a
f =

∫ b

a
f .

Für b ≤ a definiert man

∫ b

a
f = −

∫ a

b
f . Dann gilt

∫ a

a
f = 0 und

∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f ∀ a, b, c ∈ R .

Satz 5.16 Eine beschränkte Funktion f : [a, b] −→ C ist genau dann integrierbar, wenn die
einseitigen Grenzwerte f(x±0) für alle x ∈ (a, b) und die einseitigen Grenzwerte f(a+0) sowie
f(b− 0) existieren.
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Folgerung 5.17 Jede stetige Funktion f : [a, b] −→ C ist integrierbar, ebenso jede monotone
Funktion g : [a, b] −→ R .

Folgerung 5.18 Ist f : [a, b] −→ [0,∞) eine stetige Funktion, die nicht identisch verschwindet,

so gilt

∫ b

a
f > 0 .

Satz 5.19 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Ist f : [a, b] −→ R eine stetige Funkti-
on, so existiert ein ξ ∈ (a, b) mit ∫ b

a
f = f(ξ)(b− a) .

5.3 Stammfunktionen

Die Differenzierbarkeit einer Funktion f = u + iv : (a, b) −→ C (mit u, v : (a, b) −→ R) in
x0 ∈ (a, b) ist äquivalent zur Differenzierbarkeit von u und v in x0 , wobei f

′(x0) = u′(x0)+iv′(x0)
gilt. (Man vergleiche dazu die Definition 4.1.) Insbesondere folgt aus f ′(x) = 0 ∀x ∈ (a, b) ,
dass f ≡ const auf (a, b) .

Satz 5.20 Ist f ∈ R[a, b] , so ist Φ : (a, b) −→ C , x 7→
∫ x

a
f stetig. Falls f in x0 ∈ (a, b) stetig

ist, so ist Φ in x0 differenzierbar und es gilt Φ′(x0) = f(x0) .

Beispiel 5.21 Für die Treppenfunktion f : [0, 2] −→ R , x 7→
{

1 : x ≤ 1

2 : x > 1

}
gilt

∫ x

0
f =

{
x : 0 ≤ x ≤ 1 ,

2x− 1 : 1 < x ≤ 2 .

Definition 5.22 Eine stetige Funktion F : [a, b] −→ C heißt Stammfunktion der Funktion
f : (a, b) −→ C , wenn F : (a, b) −→ C differenzierbar ist und F ′(x) = f(x) für alle x ∈ (a, b)
gilt.

Folgerung 5.23 Jede stetige Funktion f : [a, b] −→ C besitzt eine Stammfunktion auf [a, b] .

Folgerung 5.24 Ist F : [a, b] −→ C eine Stammfunktion der Funktion f : (a, b) −→ C , so ist
die Menge aller Stammfunktionen der Funktion f gleich {F + c : c ∈ C} .

Die Menge aller Stammfunktionen der Funktion f wird auch mit

∫
f(x) dx bezeichnet. Ist F (x)

eine Stammfunktion von f(x) , so schreibt man abkürzend für die Menge der Stammfunktionen
von f ∫

f(x) dx = F (x) + c ,

z.B.

∫
x dx =

x2

2
+ c . Die Bestimmung einer Stammfunktion F (x) auf einem gewissen Intervall

(a, b) zu einer gegebenen Funktion f(x) , d.h. das Auffinden einer Funktion F : (a, b) −→ C mit
F ′(x) = f(x) ∀x ∈ (a, b) , nennt man auch unbestimmte Integration.



62 KAPITEL 5. INTEGRATION

Satz 5.25 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechung) Sind f : [a, b] −→ C eine
stetige Funktion und F : [a, b] −→ C eine Stammfunktion von f , so gilt

∫ b

a
f = F (b)− F (a) .

5.4 Integrationsmethoden

Hier soll noch auf eine andere Schreibweise der Ableitung einer Funktion eingegangen werden.
Nach Definiton 4.1 ist f : G −→ K genau dann in z0 ∈ G differenzierbar, wenn

f(z) = f(z0) + (z − z0)g(z) , z ∈ G ,

mit einer in z0 stetigen Funktion g : G −→ K gilt. Das ist äquivalent dazu, dass

f(z) = f(z0) + (z − z0)g(z0) + h(z) mit lim
z→z0

h(z)

z − z0
= 0

gilt oder, einfach anders geschrieben (mit ∆f(z0) = f(z)− f(z0) und ∆z = z − z0)

∆f(z0) = g(z0)∆z + o(∆z) .

Dabei versteht man unter o(∆z) eine (unendlich kleine) Größe mit der Eigenschaft

lim
∆z→0

o(∆z)

∆z
= 0 .

Die Größe df(z0) := g(z0)∆z = f ′(z0)∆z nennt man Differential der Funktion f an der Stelle
z0 . Offenbar ist das Differential der Funktion z 7→ z gleich dz = ∆z , so dass df(z0) = f ′(z0)dz ,
und man erhält

f ′(z0) =
df(z0)

dz
bzw. f ′(z) =

df(z)

dz
.

Kurz schreibt man auch nur f ′ =
df

dz
. Die Kettenregel für die Funktion w 7→ f(z(w)) lässt sich

nun in der Form
df

dw
=
df

dz

dz

dw
schreiben. Die Formel für die Ableitung der Umkehrfunktion y 7→ x(y) der Funktion x 7→ y(x)

kann damit in der Form
dx

dy
=

1
dy
dx

geschrieben werden (vgl. Satz 4.9).

5.4.1 Grundintegrale

(a) Aus
d

dx

(
xα+1

)
= (α+ 1)xα folgt für α 6= −1

∫
xα dx =

xα+1

α+ 1
+ c ,

wobei

x ∈ [a, b] ⊂





R : α ∈ {0, 1, 2, . . .} ,
(−∞, 0) ∪ (0,∞) : α ∈ {−2,−3,−4, . . .} ,

[0,∞) : α ∈ (−1,∞) \ N0 ,

(0,∞) : α ∈ (−∞,−1) \ Z .
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(b) Für x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞) gilt
d ln |x|
dx

=
1

|x| sgnx =
1

x
, also

∫
dx

x
= ln |x| + c für

x ∈ [a, b] ⊂ (−∞, 0) ∪ (0,∞) .

(c) Aus
d sinx

dx
= cosx und

d cos x

dx
= − sinx folgt

∫
cosx dx = sinx+ c und

∫
sinx dx = − cos x+ c für x ∈ [a, b] ⊂ R .

Ebenso erhalten wir

(d)

∫
dx

1 + x2
= arctan x+ c , x ∈ [a, b] ⊂ R ,

und

(e)

∫
ex dx = ex + c , x ∈ [a, b] ⊂ R .

5.4.2 Einfachste Integrationsregeln

(a) α ∈ C :

∫
α f(x) dx = α

∫
f(x) dx

(b)

∫
[f(x)± g(x)] dx =

∫
f(x) dx±

∫
g(x) dx

(c) Sind

∫
f(x) dx = F (x) + c und α, β ∈ R , so gilt

dF (αx+ β)

dx
= αF ′(αx+ β) = αf(αx+ β) ,

also, falls α 6= 0 , ∫
f(αx+ β) dx =

1

α
F (αx+ β) + c

(vgl. auch Abschnitt 5.4.3).

Beispiel 5.26

(a)

∫ (
x

1

3 + 2
)2

dx =

∫ (
x

2

3 + 4x
1

3 + 4
)
dx =

3

5
x

5

3 + 3x
4

3 + 4x+ c , x ≥ 0

(b)

∫
dx

x− 1
= ln |x− 1|+ c , x 6= 1

(c)

∫
dx

4 + x2
=

1

4

∫
dx

1 +
(
x
2

)2 =
1

2
arctan

x

2
+ c

(d)

∫
2x2 − 3x+ 1

x+ 1
dx =

∫ (
2x− 5 +

6

x+ 1

)
dx = x2 − 5x+ 6 ln |x+ 1|+ c x 6= −1
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(e)

∫
dx

x2 − 5
=

1

2
√
5

∫ (
1

x−
√
5
− 1

x+
√
5

)
dx =

1

2
√
5
ln

∣∣∣∣∣
x−

√
5

x+
√
5

∣∣∣∣∣+ c , x 6= ±
√
5

(f)

∫
dx

x2 − 5x+ 6
=

∫
dx

(x− 2)(x− 3)
=

∫
dx

x− 3
−
∫

dx

x− 2
= ln

∣∣∣∣
x− 3

x− 2

∣∣∣∣+ c , x 6∈ {2, 3}

(g)

∫
sin2 x dx =

1

2

∫
(1− cos 2x) dx =

x

2
− 1

4
sin 2x+ c

5.4.3 Die Substitutionsregel

Es seien

∫
f(x) dx = F (x) + c und x(y) eine reellwertige differenzierbare Funktion. Dann gilt

dF (x(y))

dy
= F ′(x(y))x′(y) = f(x(y))x′(y) ,

d.h. ∫
f(x(y))x′(y) dy = F (x(y)) + c .

Ist y 7→ x(y) umkehrbar, so gewinnt man aus F (x(y)) die gesuchte Funktion F (x) . Man substi-
tuiere also x = x(y) und ersetze dx durch x′(y) dy .

Merke: x = u(y) impliziert dx = u′(y) dy , bzw. y = v(x) impliziert dy = v′(x) dx .

Beispiel 5.27

(a)

∫
sin2 x cos x dx =

∣∣∣∣∣
y = sinx

dy = cos x dx

∣∣∣∣∣ =
∫
y2 dy =

y3

3
+ c =

1

3
sin3 x+ c

(b)

∫
sin3 x dx =

∫
(1− cos2 x) sinx dx =

∣∣∣∣∣
y = cos x

dy = − sinx dx

∣∣∣∣∣

= −
∫

(1− y2) dy =
z3

3
− y + c =

1

3
cos3 x− cos x+ c

(c)

∫
f ′(x)
f(x)

dx =

∣∣∣∣∣
y = f(x)

dy = f ′(x) dx

∣∣∣∣∣ =
∫
dy

y
= ln |y|+ c = ln |f(x)|+ c

(d)

∫
dx

(x2 + 1)2
=

∣∣∣∣∣
x = tan y

dx = (1 + tan2 y) dy = (1 + x2) dy

∣∣∣∣∣ =
∫

dy

1 + tan2 y
=

∫
cos2 y dy

=
1

2

∫
(1 + cos 2y) dy =

y

2
+

1

4
sin 2y + c =

1

2
(y + sin y cos y + c)

=
1

2

(
arctan x+

x

1 + x2

)
+ c
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5.4.4 Partielle Integration

Aus der Produktregel für die Differentiation folgt

u v′ = (u v)′ − u′ v ,

also ∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x) −

∫
u′(x)v(x) dx .

Beispiel 5.28

(a)

∫
x cos x dx = x sinx−

∫
sinx dx = x sinx+ cos x+ c

(b)

∫
ln |x| dx = x ln |x| −

∫
dx = x ln |x| − x+ c

(c) Mittels partieller Integration ergibt sich

∫
sinx cos x dx = sin2 x −

∫
cos x sinx dx und

somit ∫
sinx cos x dx =

1

2
sin2 x+ c .

(d) Durch zweimalige partielle Integration folgt
∫
ex cosx dx = ex sinx−

∫
ex sinx dx = ex sinx+ ex cosx−

∫
ex cos x dx ,

also ∫
ex cos x dx =

1

2
ex(sinx+ cos x) + c .

(e) Wir setzen Jn(x) =

∫
dx

(x2 + 1)n
, n = 1, 2, . . . Dann gilt

J1(x) = arctan x+ c

und nach Beispiel 5.27,(d)

J2(x) =
1

2

(
arctan x+

x

1 + x2

)
+ c .

Mit u(x) =
1

(x2 + 1)n
und v(x) = x erhalten wir

Jn(x) =

∫
u(x)v′(x)dx

=
x

(x2 + 1)n
+

∫
2nx2 dx

(x2 + 1)n+1

=
x

(x2 + 1)n
+ 2n

[
Jn(x)− Jn+1(x)

]

und somit die Rekursionsformel

Jn+1(x) =
x

2n(x2 + 1)n
+

2n− 1

2n
Jn(x) , n = 1, 2, . . .
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5.4.5 Integration rationaler Funktionen

Unter einer rationalen Funktion verstehen wir eine Funktion

f(x) =
P (x)

Q(x)
,

die sich als Quotient zweier Polynome P (x) und Q(x) (mit reellen Koeffizienten) schreiben lässt.
Ein solcher Quotient kann immer in der Form

P (x)

Q(x)
= P0(x) +

P1(x)

Q(x)

mit Polynomen P0(x) und P1(x) dargestellt werden, wobei der Grad des Polynoms P1(x) kleiner
als der Grad des Polynoms Q(x) ist. Jedes Polynom Q(x) gestattet eine Zerlegung in lineare
und quadratische Faktoren der Gestalt

Q(x) = a(x− a1)
n1 · · · (x− ak)

nk(x2 + p1x+ q1)
m1 · · · (x2 + pjx+ qj)

mj ,

wobei a, ai, pi, qi ∈ R und p2i − 4 qi < 0 gilt. Damit lässt sich die Partialbruchzerlegung

P1(x)

Q(x)
=

k∑

i=1

ni∑

ℓ=1

Aiℓ

(x− ai)ℓ
+

j∑

i=1

mi∑

ℓ=1

Biℓx+ Ciℓ

(x2 + pix+ q)ℓ

mit gewissen reellen Zahlen Aiℓ, Biℓ, Ciℓ gewinnen.

Folgerung 5.29 Die Integration rationaler Funktionen kann stets auf Integrale der Form
∫

dx

(x− a)n
und

∫
B x+ C

(x2 + p x+ q)n
dx , n = 1, 2, . . . , p2 − 4 q < 0 ,

zurückgeführt werden. Dabei gilt

(a)

∫
dx

x− a
= ln |x− a|+ c

und

(b)

∫
dx

(x− a)n
=

1

1− n
(x− a)1−n + c für n = 2, 3, . . .

(c) Unter Verwendung von

x2 + p x+ q =
(
x+

p

2

)2
+ q − p2

4
=

(
q − p2

4

)


 x+ p

2√
q − p2

4




2

+ 1




erhalten wir

∫
B x+ C

x2 + p x+ q
dx =

B

2

∫
2x+ p

x2 + p x+ q
dx+

∫
C − B p

2

x2 + p x+ q
dx

=
B

2
ln(x2 + p x+ q) +

(
C − B p

2

)∫
dx

x2 + p x+ q
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Weiter ist
∫

dx

x2 + p x+ q
=

1

q − p2

4

∫
dx

(
x+ p

2
√

q− p2

4

)2

+ 1

=
1√
q − p2

4

arctan
x+ p

2√
q − p2

4

+ c .

(d) Für n = 2, 3, . . . haben wir

∫
B x+ C

(x2 + p x+ q)n
dx =

B

2

∫
2x+ p

(x2 + p x+ q)n
dx+

(
C − B p

2

)∫
dx

(x2 + p x+ q)n
,

wobei ∫
2x+ p

(x2 + p x+ q)n
dx =

1

1− n
(x2 + p x+ q)1−n + c

und
∫

dx

(x2 + p x+ q)n
=

1(
q − p2

4

)n
∫

dx

(

x+ p

2
√

q− p2

4

)2

+ 1



n =

1
(
q − p2

4

)n− 1

2

Jn(y)

mit y =
x+ p

2√
q − p2

4

(vgl. Bsp. 5.28,(e)).

Beispiel 5.30 Wir berechnen

∫
2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(x2 + 1)2
dx . Der Ansatz

2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(x2 + 1)2
=

A

x− 2
+
B x+ C

x2 + 1
+
Dx+ E

(x2 + 1)2

liefert A = 1 , B = −1 , C = −2 , D = −3 , E = −4 und somit

∫
2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(x2 + 1)2
dx =

∫
dx

x− 2
−
∫

x+ 2

x2 + 1
dx−

∫
3x+ 4

(x2 + 1)2
dx

= ln |x− 2| − 1

2

∫
2x

x2 + 1
dx− 2J1(x)−

3

2

∫
2x

(x2 + 1)2
− 4J2(x)

= ln |x− 2| − 1

2
ln(x2 + 1)− 2 arctan x+

3

3

1

x2 + 1

−2

(
arctan x+

x

x2 + 1

)
+ c

= ln
|x− 2|√
x2 + 1

− 4 arctanx− 2x− 3
2

x2 + 1
+ c .

Beispiel 5.31 Wir haben

∫
x5

x4 + 1
dx =

∫
x(x4 + 1)− x

x4 + 1
dx =

∫
x dx−

∫
x

x4 + 1
dx .
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Es gilt

x4 + 1 = x4 + 2x2 + 1− 2x2 = (x2 + 1)2 −
(√

2x
)2

=
(
x2 +

√
2x+ 1

)(
x2 −

√
2x+ 1

)
.

Damit kann man die Partialbruchzerlegung von
x

x4 + 1
finden. Hier kommt man aber schneller

mittels Substitution zum Ziel. Es ist nämlich

∫
x

x4 + 1
dx =

∣∣∣∣∣
x2 = y

2x dx = dy

∣∣∣∣∣ =
1

2

∫
dy

y2 + 1
=

1

2
arctan y + c =

1

2
arctan(x2) + c .

5.4.6 Integration trigonometrischer Funktionen

Eine Funktion der Gestalt

R(x, y) =

m∑

i,j=0

αijx
iyj

n∑

i,j=0

βijx
iyj

mit αij , βij ∈ R nennt man rationale Funktion in den Veränderlichen x und y . Wir betrachten

Integranden der Form R(cos x, sinx) . Mittels der Substitution t = tan
x

2
transformieren wir das

Integral

∫
R(cos x, sinx) dx in ein Integral mit rationalem Integranden. Es gilt nämlich

dt =
1

2
(1 + t2) dx ,

sinx = 2 sin
x

2
cos

x

2
=

2 tan x
2

1 + tan2 x
2

=
2 t

1 + t2
,

cosx = 2 cos2
x

2
− 1 =

2

1 + tan2 x
2

− 1 =
1− t2

1 + t2

und somit ∫
R(cos x, sinx) dx = 2

∫
R

(
1− t2

1 + t2
,

2 t

1 + t2

)
dt

1 + t2
.

Folgende Spezialfälle sind von Interesse. Dabei bezeichnen Rj(x, y) rationale Funktionen in x
und y .

(a) R(x, y) = R1(x
2, y)x:

∫
R(cos x, sinx) dx =

∫
R1(1− sin2 x, sinx) cos x dx

=

∣∣∣∣∣
t = sinx

dt = cos x dx

∣∣∣∣∣ =
∫
R1(1− t2, t) dt

(b) R(x, y) = R2(x, y
2)y: analog zu (a) mit t = cos x
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(c) R(x, y) = R3(x
2, x−1y):

∫
R(cosx, sin x) dx =

∫
R3(cos

2 x, tan x) dx =

∫
R3

(
1

1 + tan2 x
, tan x

)
dx

=

∣∣∣∣∣
t = tanx

dt = (1 + t2) dx

∣∣∣∣∣ =
∫
R3

(
1

1 + t2
, t

)
dt

1 + t2

Beispiel 5.32

(a)

∫
dx

sin4 x cos2 x
=

∫
dx

tan4 x cos6 x
=

∣∣∣∣∣
t = tan x

dt = (1 + t2) dx

∣∣∣∣∣

=

∫
(1 + t2)2

t4
dt =

∫ (
1 +

2

t2
+

1

t4

)
dt = t− 2

t
− 1

3 t3
+ c = tan x− 2 cot x− 1

3
cot3 x+ c

(b)

∫
dx

2 + cos x
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t = tan x
2

cos x =
1− t2

1 + t2

dt =
1

2
(1 + t2) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∫
2

2 +
1− t2

1 + t2

dt

1 + t2

= 2

∫
dt

3 + t2
=

2

3

∫
dt

1 +
(

t√
3

)2 =

∣∣∣∣∣∣∣

z =
t√
3

dz = dt√
3

∣∣∣∣∣∣∣
=

2√
3

∫
dz

1 + z2
=

2√
3
arctan

t√
3
+ c

=
2√
3
arctan

(
1√
3
tan

x

2

)
+ c

(c)

∫
dx

1 + 2 cosx
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t = tan x
2

cos x =
1− t2

1 + t2

dt =
1

2
(1 + t2) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2

∫
dt

3− t2

=
1√
3

∫ (
1√
3− t

+
1√
3 + t

)
dt =

1√
3
ln

∣∣∣∣∣

√
3 + t√
3− t

∣∣∣∣∣+ c =
1√
3
ln

∣∣∣∣∣

√
3 + tan x

2√
3− tan x

2

∣∣∣∣∣+ c

(d)

∫
x2 cos x dx = x2 sinx− 2

∫
x sinx dx

= x2 sinx+ 2x cos x− 2
∫
cosx dx = x2 sinx+ 2x cos x− 2 sinx+ c

(e) Für α, β ∈ R , β 6= 0 ergibt zweimalige partielle Integration
∫
eαx cos β x dx =

1

β
eαx sin β x− α

β

∫
eαx sin β x dx

=
1

β
eαx sin β x+

α

β2
eαx cos β x− α2

β2

∫
eαx cos β x dx ,
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so dass ∫
eαx cos β x dx =

eαx(β sin β x+ α cos β x)

α2 + β2
+ c .

5.5 Das Riemann-Stieltjes-Integral

In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit µ : [a, b] −→ R eine monoton nicht fallende Funktion.
Für eine beschränkte Funktion f : [a, b] −→ R und eine Zerlegung Z = {x0, x1, . . . , xm} ∈ Z[a, b]
definieren wir die Größen

mk(f ;Z) := inf {f(x) : x ∈ [xk−1, xk]} , Mk(f ;Z) := sup {f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}

und die Darbouxsche Unter- und Obersumme

Su(f ;Z, µ) :=
m∑

k=1

mk(f ;Z) [µ(xk)− µ(xk−1)] , So(f ;Z, µ) :=
m∑

k=1

Mk(f ;Z) [µ(xk)− µ(xk−1)] .

Das untere und das obere Darbouxsche Integral der Funktion f bzgl. µ sind definiert als

Iu(f) := sup {Su(f ;Z, µ) : Z ∈ Z[a, b]}

bzw.
Io(f) := inf {So(f ;Z, µ) : Z ∈ Z[a, b]} .

Sind diese beiden Zahlen gleich, so nennt man f Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl. µ und
verwendet die Bezeichnung

∫ b

a
f dµ =

∫ b

a
f(x) dµ(x) := Iu(f) = Io(f)

für das Riemann-Stieltjes-Integral der Funktion f bzgl. µ .

Bemerkung 5.33 Offenbar gilt

−‖f‖∞ [µ(b)− µ(a)] ≤ Su(f ;Z, µ) ≤ So(f ;Z, µ) ≤ ‖f‖∞ [µ(b)− µ(a)] ∀Z ∈ Z[a, b] ,

so dass die obige Definition von Iu(f) und Io(f) sinnvoll ist.

Ist f ∈ B([a, b],C) , so sagen wir genau dann, dass f bzgl. µ Riemann-Stieltjes-integrierbar ist,
wenn Re f und Im f diese Eigenschaft haben, und setzen

∫ b

a
f dµ :=

∫ b

a
Re f dµ+ i

∫ b

a
Im f dµ .

Folgerung 5.34 Es sei f : [a, b] −→ R eine beschränkte Funktion.

(a) Ist die Zerlegung Z1 ∈ Z[a, b] feiner als die Zerlegung Z ∈ Z[a, b] , so gilt

Su(f ;Z, µ) ≤ Su(f ;Z1, µ) ≤ So(f ;Z1, µ) ≤ So(f ;Z, µ) .

Insbesondere ist eine beliebige Untersumme nicht größer als eine beliebige Obersumme, so
dass

Iu(f) ≤ Io(f) .
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(b) Bezeichnet ωk(f ;Z) = Mk(f ;Z) − mk(f ;Z) die Schwankung der Funktion f auf dem
Teilintervall [xk−1, xk] , so ist die Funktion f genau dann bzgl. µ Riemann-Stieltjes-inte-
grierbar, wenn für jedes ε > 0 eine Zerlegung Z = {x0, x1, . . . , xm} ∈ Z[a, b] existiert, so
dass

So(f ;Z, µ)− Su(f ;Z, µ) =
m∑

k=1

ωk(f ;Z)[µ(xk)− µ(xk−1)] < ε

gilt.

(c) Die Funktion f ist genau dann bzgl. µ Riemann-Stieltjes-integrierbar, wenn eine Zahl I
existiert, so dass es für jedes ε > 0 eine Zerlegung Z = {x0, x1, . . . , xm} ∈ Z[a, b] gibt mit

∣∣∣∣∣I −
m∑

k=1

f(ξk)[µ(xk)− µ(xk−1)]

∣∣∣∣∣ < ε ∀ ξk ∈ [xk−1, xk] , k = 1, . . . ,m .

In diesem Fall ist dann I =

∫ b

a
f dµ .

(d) Es seien f : [a, b] −→ R bzgl. µ Riemann-Stieltjes-integrierbar, f([a, b]) ⊂ [c, d] und Φ :
[c, d] −→ R stetig sowie g(x) = Φ(f(x)) , x ∈ [a, b] . Dann ist g : [a, b] −→ R bzgl. µ
Riemann-Stieltjes-integrierbar.

Die Menge der auf [a, b] bzgl. µ Riemann-Stieltjes-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir
mit Rµ[a, b] . Im Fall µ(x) = x sprechen wir von Riemann-integrierbaren Funktionen und
bezeichnen die entsprechende Menge mit R[a, b] .

Beispiel 5.35 Ist f : [a, b] −→ C , x 7→ γ konstant, so gilt

∫ b

a
f dµ = γ[µ(b) − µ(a)] . Die

Funktion r : [a, b] −→ R , x 7→
{

0 : x rational

1 : x irrational

}
ist nicht Riemann-integrierbar.

Satz 5.36 Die Menge Rµ[a, b] ist ein linearer Teilraum des Raumes B([a, b],C) . Das Funktional∫ b

a
dµ : Rµ[a, b] −→ C ist linear und beschränkt. Dabei gilt

(a)

∫ b

a
f dµ ≤

∫ b

a
g dµ ∀ f, g ∈ Rµ[a, b] mit f ≤ g ,

(b) |f | ∈ Rµ[a, b] und

∣∣∣∣
∫ b

a
f dµ

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f | dµ ≤ ‖f‖∞ [µ(b)− µ(a)] ∀ f ∈ Rµ[a, b] ,

(c)

∫ b

a
f d(αµ) = α

∫ b

a
f dµ ∀ f ∈ Rµ[a, b] , ∀α ≥ 0 ,

(d)

∫ b

a
f d(µ + δ) =

∫ b

a
f dµ+

∫ b

a
f dδ ∀ f ∈ Rµ[a, b] ∩Rδ[a, b] ,

(e) f ∈ Rµ[a1, b1] für alle f ∈ Rµ[a, b] und a ≤ a1 < b1 ≤ b ,

(f)

∫ b

a
f dµ =

∫ c

a
f dµ+

∫ b

c
f dµ ∀ f ∈ Rµ[a, b] und a < c < b ,
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(g) f g ∈ Rµ[a, b] ∀ f, g ∈ Rµ[a, b] .

Folgerung 5.37 Sind fn ∈ Rµ[a, b] ∀n ∈ N , f ∈ B([a, b],C) und lim
n→∞

‖fn − f‖∞ = 0 , so folgt

f ∈ Rµ[a, b] und

lim
n→∞

∫ b

a
fn dµ =

∫ b

a
f dµ .

Somit ist Rµ[a, b] ein abgeschlossener Teilraum von (B([a, b],C), ‖.‖∞) .

Satz 5.38 Die Funktion f ∈ B([a, b],C) habe nur endlich viele Unstetigkeitsstellen auf [a, b] und
µ sei an diesen Stellen stetig. Dann gilt f ∈ Rµ[a, b] .

Folgerung 5.39 Jede stetige Funktion f : [a, b] −→ C gehört zu Rµ[a, b] . Ist µ : [a, b] −→ R

stetig, so gilt R[a, b] ⊂ Rµ[a, b] . Insbesondere gilt R[a, b] ⊂ R[a, b] , und auf R[a, b] fallen das in
Definition 5.13 erklärte Integral und das Riemann-Integral zusammen.

Beispiel 5.40 Die Funktion f : [0, 1] −→ R , x 7→
{

sin 1
x : x > 0

0 : x = 0

}
ist Riemann-integrier-

bar über [0, 1] , aber nicht integrierbar im Sinne von Definition 5.13.

Beispiel 5.41 Es seien h(x) =

{
0 : x ≤ 0

1 : x > 0

}
und µs(x) = h(x − s) . Ist f ∈ B([a, b],C) in

s ∈ (a, b) stetig, so gilt ∫ b

a
f dµs = f(s) .

Sind außerdem γn > 0 ,

∞∑

n=1

γn konvergent, sn ∈ (a, b) und γ(x) =

∞∑

n=1

γnh(x − sn) sowie

f [a, b] −→ C stetig, so gilt
∫ b

a
f dµ =

∞∑

n=1

γnf(sn) .

Satz 5.42 Es seien µ′ ∈ R[a, b] und f ∈ B([a, b],C) . Dann gilt f ∈ Rµ[a, b] genau dann, wenn
f µ′ ∈ R[a, b] erfüllt ist. In diesem Fall gilt dann

∫ b

a
f dµ =

∫ b

a
f(x)µ′(x) dx =

∫ b

a
fµ′ .

Satz 5.43 (Substitutionsregel) Die Funktion ϕ : [c, d] −→ [a, b] sei monoton wachsend, ste-
tig und surjektiv (und damit bijektiv). Ferner seien f ∈ Rµ[a, b] , δ(y) = µ(ϕ(y)) und g(y) =
f(ϕ(y)) . Dann ist g ∈ Rδ[c, d] , und es gilt

∫ d

c
g dδ =

∫ b

a
f dµ .
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5.6 Funktionenfolgen (Fortsetzung)

5.6.1 Vertauschen von Grenzübergängen

Wir waren bereits in Abschnitt 5.1 auf die Begriffe der punktweisen und gleichmäßigen Kon-
vergenz von Funktionenfolgen bzw. -reihen eingegangen. Die Aussagen des Satzes 5.6 und der
Folgerung 5.37 lassen sich auch in der Form

lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x) = lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x)

bzw.

lim
n−→∞

∫ b

a
fn dµ =

∫ b

a
lim
n→∞

fn dµ

schreiben. Für beide Aussagen wurde jeweils die gleichmäßige Konvergenz der Funktionenfol-
ge vorausgesetzt. Dass solche Vertauschungen von Grenzübergängen auch in anderen Zusam-
menhängen keineswegs ohne zusätzliche Voraussetzungen möglich sind, sollen folgende Beispiele
zeigen.

Beispiel 5.44 Die Funktionen fn : [0, 1] −→ R , x 7→ nx(1 − x2)n konvergieren punktweise
gegen die Funktion f : [0, 1] −→ R , x 7→ 0 . Es gilt aber

lim
n→∞

∫ 1

0
fn =

1

2
6=
∫ 1

0
lim
n→∞

fn .

Beispiel 5.45 Die Funktionen fn(x) =
sin(nx)√

n
konvergieren auf jedem Intervall [a, b] gleich-

mäßig gegen Null, ihre Ableitungen f ′n(x) =
√
n cos(nx) aber nicht (auch nicht punktweise).

Satz 5.46 Die Funktionen fn : (a, b) −→ R , n ∈ N , seien differenzierbar. Es existiere ein
x0 ∈ (a, b) , so dass (fn(x0))

∞
n=1 konvergiert. Die Folge (f ′n)

∞
n=1 konvergiere gleichmäßig auf

(a, b) . Dann konvergiert (fn)
∞
n=1 gleichmäßig auf (a, b) gegen eine differenzierbare Funktion f :

(a, b) −→ R , und es gilt
f ′(x) = lim

n→∞
f ′n(x) ∀x ∈ (a, b)

(vgl. Übungsblatt 5, Analysis 2, Aufgabe 5).

5.6.2 Fourier-Reihen

Eine Funktion p : [−π, π] −→ C der Gestalt

p(x) =

n∑

k=−n

γke
ikx , (5.6)

wobei n ∈ N0 und γk ∈ C , nennt man trigonometrisches Polynom n-ten Grades, falls γn 6= 0
oder γ−n 6= 0 . Die Koeffizienten γk in der Darstellung (5.6) genügen wegen

∫ π

−π
eimx dx =

{
2π : m = 0

0 : m ∈ Z \ {0}
(5.7)
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der Beziehung

γk =
1

2π

∫ π

−π
p(x)e−ikx dx . (5.8)

Die Formel (5.7) besagt, dass das Funktionensystem
{

1√
2π
einx : n ∈ Z

}
bezüglich des inneren

Produktes 〈f, g〉 =

∫ π

−π
f(x)g(x) dx ein orthonormales Funktionensystem ist. Ist nun die

Funktion f : R −→ R eine beliebige 2π-periodische Funktion mit der Eigenschaft f ∈ R[−π, π] ,
so sind die γk =: f̂k in (5.8) für alle k ∈ Z erklärt, und man kann sich die Frage stellen, ob

f(x) = lim
n→∞

n∑

k=−n

f̂ke
ikx =:

∞∑

n=−∞
f̂ke

ikx (5.9)

gilt. Die Reihe in (5.9) heißt Fourier-Reihe der Funktion f . Die Koeffizienten

f̂k =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikx dx

nennt man die Fourier-Koeffizienten der Funktion f . Die n-te Partialsumme der Fourier-
Reihe in (5.9) bezeichnen wir mit Sn(f ;x) ,

Sn(f ;x) =

n∑

k=−n

f̂ke
ikx .

Satz 5.47 Ist f ∈ R[−π, π] , so gilt

(a)

∫ π

−π
|f(x)− Sn(f ;x)|2 dx ≤

∫ π

−π

∣∣∣∣∣f(x)−
n∑

k=−n

γke
ikx

∣∣∣∣∣

2

dx ∀ γk ∈ C ,

wobei das Gleichheitszeichen genau dann steht, wenn γk = f̂k ∀ k = −n, . . . , n ,

(b)

∞∑

n=−∞
|f̂n|2 ≤

∫ π

−π
|f(x)|2 dx (Bessel’sche Ungleichung),

(c) lim
n→±∞

f̂n = 0 .

Es gilt (unter Berücksichtigung der Periodizität von f(x))

Sn(f ;x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)Dn(x− t) dt =

1

2π

∫ π

−π
f(x− t)Dn(t) dt .

Dabei bezeichnet Dn(x) den sogenannten Dirichlet-Kern

Dn(x) =

n∑

k=−n

eikx =
sin
(
n+ 1

2

)
x

sin x
2

, (5.10)

wobei offenbar

∫ π

−π
Dn(x) dx = 2π gilt.
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Satz 5.48 Die 2π-periodische Funktion f : R −→ C sei stetig differenzierbar mit eventueller
Ausnahme endlich vieler Punkte auf einem Intervall der Länge 2π . In diesen Punkten mögen
die links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f und f ′ existieren. Ferner sei in einem solchen
Ausnahmepunkt x̃ stets

f(x̃) =
1

2
[f(x̃+ 0) + f(x̃− 0)] .

Dann konvergiert die Fourier-Reihe punktweise gegen f(x) und auf jedem Intervall [α, β] , −∞ <
α < β <∞ , welches keine Unstetigkeitspunkte von f enthält, gleichmäßig.

Beweis: Es gilt

Sn(f ;x) =
1

2π

∫ π

−π
f(x− t)

sin
(
n+ 1

2

)
t

sin t
2

dt

=
1

2π

∫ π

0
f(x− t)

sin
(
n+ 1

2

)
t

sin t
2

dt+
1

2π

∫ π

0
f(x+ t)

sin
(
n+ 1

2

)
t

sin t
2

dt

=
1

2π

∫ π

0
[f(x− t)− f(x− 0)]

sin
(
n+ 1

2

)
t

sin t
2

dt

+
1

2π

∫ π

0
[f(x+ t)− f(x+ 0)]

sin
(
n+ 1

2

)
t

sin t
2

dt+
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
.

Wir zeigen, dass

Jn(x) :=

∫ π

0
[f(x+ t)− f(x+ 0)]

sin
(
n+ 1

2

)
t

2 sin t
2

dt

für n −→ ∞ und für alle x ∈ R gegen Null konvergiert, wobei auf jedem Intervall [α, β] ohne
Sprungstellen von f die Konvergenz gleichmäßig ist. Dazu bemerken wir vorerst, dass unter den
gemachten Voraussetzungen Konstanten M und M1 existieren, so dass |f(x ± 0)| ≤ M und
|f ′(x± 0)| ≤M1 für alle x ∈ R gilt. Wir setzen

gx(t) :=





f(x+ t)− f(x+ 0)

2 sin t
2

: t ∈ (0, π] ,

f ′(x+ 0) : t = 0 .

Sei δx > 0 so gewählt, dass (x, x + δ) keine Unstetigkeit von f und f ′ enthält. Es folgt nun
(wegen sin t ≥ 2t

π für t ∈ [0, π2 ])

|gx(t)| =
|f ′(x+ θt)|t

2 sin t
2

≤ πM1

2
, t ∈ (0, δx) ,

und

|gx(t)| ≤
M

sin δ
2

, t ∈ [δ, π] ,

also |gx(t)| ≤Mx <∞ für alle t ∈ [0, π] . Liegt in [α, β] kein Unstetigkeitspunkt von f , so kann
δx = δ für alle x ∈ [α, β] fest gewählt werden. Für t ∈ (0, δ] erhalten wir, wenn x < y1 < . . . <
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yj < x+ t eventuelle Sprungstellen der Ableitung sind,

|gx(t)| =
|f(x+ t)− f(yj) + f(yj)− f(yj−1) + . . .+ f(y1)− f(x)|

2 sin t
2

=
|f(yj + θj(x+ t− yj))(x + t− yj) + f(yj−1 + θj−1(yj − yj−1)(yj − yj−1)

+ . . .+ f(x+ θ0(y1 − x))(y1 − x)|
2 sin t

2

≤ M1t

2 sin t
2

.

Also gilt |gx(t)| ≤M[α,β] <∞ für alle x ∈ [α, β] . Nun ist mit h = π
n+ 1

2

Jn(x) =

∫ π

0
gx(t) sin

(
n+

1

2

)
t dt = −

∫ π−h

−h
gx(s+ h) sin

(
n+

1

2

)
s ds

und somit

2Jn(x) =

∫ π

0
gx(t) sin

(
n+

1

2

)
t dt−

∫ π−h

−h
gx(t+ h) sin

(
n+

1

2

)
t dt

= −
∫ 0

−h
gx(t+ h) sin

(
n+

1

2

)
t dt+

∫ π−h

0
[gx(t)− gx(t+ h)] sin

(
n+

1

2

)
t dt

+

∫ π

π−h
gx(t) sin

(
n+

1

2

)
t dt .

Es folgt

2|Jn(x)| ≤ 2Mxh+

∫ π−h

0
|gx(t)− gx(t+ h)|dt . (5.11)

Sind nun 0 < t1 < t2 < . . . < tm < π die Unstetigkeitsstellen von gx(t) , so können wir das
Integral in (5.11) für hinreichend kleines h zerlegen in (t0 := 0 , tm+1 := π)

∫ π−h

0
|gx(t)− gx(t+ h)|dt =

m∑

k=0

∫ tk+1−h

tk

|gx(t)− gx(t+ h)|dt+
m∑

k=1

∫ tk

tk−h
|gx(t)− gx(t+ h)|dt .

Ist nun ε > 0 gegeben, so wählen wir h so klein (d.h. n so groß), dass |gx(t) − gx(t + h)| < ε
für t ∈ (tk, tk+1 − h) gilt. Dann lässt sich das Integral in (5.11) nach oben abschätzen durch
επ + 2Mxmh . Dabei kann bei diesen Abschätzungen für x ∈ [α, β] die Konstante Mx durch
M[α,β] ersetzt werden, so dass die Konvergenz auf [α, β] gleichmäßig ist. ✷

Ist f ∈ R[−π, π] reellwertig, so folgt f̂−n = f̂n und somit

∞∑

n=−∞
f̂ne

inx =
a0
2

+

∞∑

n=1

[
an cos(nx) + bn sin(nx)

]

mit

an = an(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(nx) dx und bn = bn(f) =

1

π

∫ π

−π
f(x) sin(nx) dx .
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Gilt f ′ ∈ R[−π, π] , so zeigt die Beziehung

f̂n =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−inxdx =

1

2πin

∫ π

−π
f ′(x)e−inxdx =

1

in
f̂ ′n ,

dass höhere Glattheit der Funktion zu schnellerem Fallen der Fourierkoeffizienten führt.

Beispiel 5.49 (Sägezahnkurve) Es seien a > 0 gegeben und f : R → R die 2π−periodische
Funktion mit

f(x) =

{
ax : −π < x < π ,

0 : x = π .

−π π

Sägezahnkurve

Die Fourierreihe dieser Funktion ist gleich

2a

(
sinx

1
− sin 2x

2
+

sin 3x

3
− · · ·

)
= 2a

∞∑

n=1

(−1)n+1 sinnx

n
.

Für a =
1

2
und x =

π

2
erhalten wir die Zahlenreihe

1− 1

3
+

1

5
− . . . =

∞∑

n=1

(−1)n+1

2n− 1
, (5.12)

deren Summe also gleich f
(
π
2

)
= π

4 ist (vgl. Beispiel 4.32).

Beispiel 5.50 (Rechteckfunktion) Es seien a > 0 und f : R → R 2π-periodisch mit

f(x) =





a : 0 < x < π ,

0 : x = 0, x = π ,

−a : −π < x < 0 .

−π π
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Rechteckfunktion

Die Fourierreihe dieser Funktion hat die Gestalt

4a

π

(
sinx+

1

3
sin 3x+

1

5
sin 5x+ · · ·

)
=

4a

π

∞∑

n=1

sin(2n − 1)x

2n− 1
.

Für a =
π

4
und x =

π

2
erhalten wir wieder die Reihe (5.12).

Beispiel 5.51 Für −π ≤ x ≤ π gilt

x2 =
π2

3
− 4

(
cos x− cos(2x)

22
+

cos(3x)

32
− · · ·

)
=
π2

3
− 4

∞∑

n=1

(−1)n+1

n2
cos(nx) .

Es folgt für x = π bzw. x = 0

π2

6
=

∞∑

n=1

1

n2
und

π2

12
=

∞∑

n=1

(−1)n+1

n2
.

Beispiel 5.52 Für −π ≤ x ≤ π gilt

|x| = π

2
− 4

π

(
cos x+

cos 3x

32
+

cos 5x

52
+ · · ·

)
=
π

2
− 4

π

∞∑

n=1

cos(2n − 1)x

(2n− 1)2
,

woraus mit x = 0
π2

8
=

∞∑

n=0

1

(2n + 1)2

folgt.

5.7 Uneigentliche Integrale

Ist f : [a,∞) −→ [0,∞) eine stetige Funktion, so ist die Frage, ob der Flächeninhalt unter

dem Graphen dieser Funktion endlich ist, äquivalent zu der Frage, ob der Grenzwert lim
A→∞

∫ A

a
f

endlich ist. Betrachten wir z.B. die Fläche unter dem Graphen der Funktion f : [1,∞) −→ R ,
x 7→ x−2 , so müsste diese auf jeden Fall kleiner als (siehe Abb.)

1 +
1

4
+

1

9
+ · · · =

∞∑

k=1

1

k2

sein. Da diese Zahlenreihe bekanntlich konvergiert, d.h. eine endliche Summe besitzt, ist dieser
Flächeninhalt also auch endlich. Ein völlig analoger Sachverhalt liegt vor, wenn man z.B. die
Funktion x 7→ 1√

x
auf dem Intervall (0, 1] betrachtet.
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x

y

1 2 3 4

Definition 5.53 Es seien a ∈ R und f ∈ R[a,A] für alle A > a . Dann definieren wir das
uneigentliche Integral ∫ ∞

a
f(x) dx := lim

A→∞

∫ A

a
f(x) dx ,

falls dieser Grenzwert existiert. Ist dieser unendlich oder existiert er überhaupt nicht, so nennt

man das Integral

∫ ∞

a
f(x) dx divergent, sonst heißt es konvergent. Analog definiert man

∫ a

−∞
f(x) dx .

Ferner definiert man unter Verwendung eines beliebigen a ∈ R

∫ ∞

−∞
f(x) dx :=

∫ a

−∞
f(x) dx+

∫ ∞

a
f(x) dx .

Bemerkung 5.54 Ist F (x) eine Stammfunktion der stetigen Funktion f(x) auf [a,∞) , so gilt

∫ ∞

a
f(x) dx = lim

A→∞
F (A)− F (a) = F (∞)− F (a) ,

falls dieser Grenzwert existiert.

Beispiel 5.55 Wir betrachten folgende uneigentlichen Integrale:

(a)

∫ ∞

0

dx

1 + x2
= lim

A→∞

∫ A

0

dx

1 + x2
= lim

A→∞
arctanA =

π

2
,

∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
= π .

(b) α ∈ R:

∫ ∞

1

dx

xα
= lim

A→∞

∫ A

1

dx

xα

= lim
A→∞





A1−α

1− α
− 1

1− α
: α 6= 1 ,

lnA : α = 1 ,





=





∞ : α ≤ 1 ,

1

α− 1
: α > 1 .

(c) Das Integral

∫ ∞

0
sinx dx divergiert, da lim

A→∞

∫ A

0
sinx dx = lim

A→∞
(1−cosA) nicht existiert.

(d)

∫ ∞

2/π

1

x2
cos

1

x
dx = lim

A→∞

[
− sin

1

x

]A

2/π

= 1 .
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Die Anwendung der folgenden Definition eines uneigentlichen Integrals macht sich z.B. dann
erforderlich, wenn die Funktion f(x) im Punkt a eine Polstelle hat.

Definition 5.56 Es seien −∞ < a < b < ∞ und f ∈ R[a+ η, b] ∀η ∈ (0, b − a) . Existiert der
Grenzwert

lim
η→+0

∫ b

a+η
f(x) dx =:

∫ b

a
f(x) dx ,

so nennt man diesen uneigentliches Integral der Funktion f(x) über dem Intervall [a, b] . Ist
dieser Grenzwert endlich, so heißt das Integral konvergent, sonst divergent.

Auch andere Situationen sind denkbar. Ist z.B. c ∈ (a, b) eine Polstelle der Funktion f(x) , so
definiert man ∫ b

a
f(x) dx := lim

ε→+0

∫ c−ε

a
f(x) dx+ lim

δ→+0

∫ b

c+δ
f(x) dx .

Bemerkung 5.57 Ist F (x) eine Stammfunktion der stetigen Funktion f(x) auf (a, b] , so gilt

∫ b

a
f(x) dx = lim

η→+0
[F (b)− F (a+ η)] = F (b)− F (a+ 0) ,

falls dieser Grenzwert existiert.

Bemerkung 5.58 Ist f ∈ R[a, b] , so gilt

∫ b

a
f(x) dx = lim

η→+0

∫ b

a+η
f(x) dx .

Beispiel 5.59 Wir betrachten folgende uneigentlichen Integrale:

(a) α ∈ R:

∫ 1

0

dx

xα
= lim

η→+0

∫ 1

η

dx

xα

= lim
η→+0





1

1− α
− ηα

1− α
: α 6= 1 ,

− ln η : α = 1 ,



 =





1

1− α
: α < 1 ,

∞ : α ≥ 1 .

(b)

∫ 1

0

dx√
1− x2

= lim
δ→+0

∫ 1−δ

0

dx√
1− x2

= lim
δ→+0

arcsin(1− δ) =
π

2
,

∫ 1

−1

dx√
1− x2

= π .

Beispiel 5.60 Das Integral

∫ 2

−3

dx

x
divergiert, der sogenannte Cauchy’sche Hauptwert

v.p.

∫ 2

−3

dx

x
:= lim

ε→+0

(∫ −ε

−3

dx

x
+

∫ 2

ε

x

dx

)

existiert aber. Ebenso definiert man den Cauchyschen Hauptwert

v.p.

∫ ∞

−∞
f(x) dx := lim

A→∞

∫ A

−A
f(x) dx .
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Satz 5.61 (Integralkriterium für Reihen) Sei m ∈ N . Ist die Funktion

f : [m,∞) −→ (0,∞)

monoton nicht wachsend, so sind

∞∑

n=m

f(n) und

∫ ∞

m
f(x) dx

gleichzeitig konvergent bzw. divergent. Dabei gilt

∞∑

n=m+1

f(n) ≤
∫ ∞

m
f(x) dx ≤

∞∑

n=m

f(n) . (5.13)

Beispiel 5.62 Wir wenden Satz 5.61 an:

(a) Mit f(x) = x−α folgt aus Bsp. 5.55,(b) die Konvergenz der Reihe

∞∑

n=1

1

nα

für α > 1 und ihre Divergenz für 0 < α ≤ 1 . Aus (5.13) folgt für α > 1

∞∑

n=2

1

nα
≤ 1

α− 1
≤

∞∑

n=1

1

nα

und somit
1

α− 1
≤

∞∑

n=1

1

nα
≤ α

α− 1
.

(b) Mittels der Subsitution x = ln t erhalten wir für α > 1

∫ ∞

ln 2

dx

xα
=

∫ ∞

2

dt

t(ln t)α
,

woraus die Konvergenz der Reihe
∞∑

n=2

1

n(lnn)α

folgt.

Satz 5.63 Sei m ∈ N . Ist die Funktion f : [m,∞) −→ (0,∞) monoton nicht wachsend, so
konvergiert die Zahlenfolge (γn)

∞
n=m mit

γn =
n∑

k=m

f(k)−
∫ n

m
f(x) dx ,

wobei außerdem
lim
x→∞

f(x) ≤ lim
n→∞

γn ≤ f(m)

gilt.
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Beispiel 5.64 Für f(x) = 1
x und m = 1 erhalten wir aus Satz 5.63 die Konvergenz der Folge

(γn)
∞
n=1 mit

γn =
n∑

k=1

1

k
−
∫ n

1

dx

x
= 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn .

Dabei gilt
lim
n→∞

γn = γ = 0.5772156649015329 . . . (Eulersche Konstante).

Beispiel 5.65 Für 0 < A < B gilt

∫ B

A

sinx

x
dx =

[
−cosx

x

]B
A
−
∫ B

A

cos x

x2
dx ,

also ∣∣∣∣
∫ B

A

sinx

x
dx

∣∣∣∣ ≤
1

A
+

1

B
+

∫ B

A

dx

x2
=

2

A
.

Hieraus folgt die Konvergenz des Integrals

∫ ∞

0

sinx

x
dx , da mittels obiger Abschätzung gezeigt

werden kann, dass für jede Folge (An)
∞
n=1 mit lim

n→∞
An = ∞ die Folge

(∫ An

0

sinx

x
dx

) ∞

n=1

eine

Cauchy-Folge ist. Wir berechnen den Wert des Integrals

∫ ∞

0

sinx

x
dx . Dazu sei

f(t) =





1

t
− 1

sin t
, 0 < |t| ≤ π

2

0 , t = 0 .

Es gilt für ein θ ∈ (0, 1)

f(t)− f(0)

t
=

sin t− t

t2 sin t
=

− t
3

3!
+ sin(θt)

t4

4!
t2 sin t

t→0−→ − 1

3!
,

also f ′(0) = −1
6 . Ähnlich zeigt man, dass

f ′(t) =
cos t

sin2 t
− 1

t2
=
t2 cos t− 1

2 +
1
2 cos(2t)

t2 sin2 t

für 0 < |t| ≤ π
2 beschränkt bleibt. Für beliebiges n ∈ N erhält man mittels partieller Integration

∫ π
2

0
f(t) sin(n t) dt = − 1

n

[
f(t) cos(n t)

] π
2

0
+

1

n

∫ π
2

0
f ′(t) cos(n t) dt

n→∞−→ 0 ,

also

lim
n→∞

(∫ π
2

0

sin(n t)

t
dt−

∫ π
2

0

sin(n t)

sin t
dt

)
= 0 .

Unter Verwendung der Substitution x = n t folgt

∫ π
2

0

sin(n t)

t
dt =

∫ n·π
2

0

sinx

x
dx

n→∞−→
∫ ∞

0

sinx

x
dx ,
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d.h.

lim
n→∞

∫ π
2

0

sin(n t)

sin t
dt =

∫ ∞

0

sinx

x
dx .

Aus (vgl. (5.10))

∫ π
2

0

sin[(2n+ 1)t]

sin t
dt =

∫ π
2

0
Dn(2t) dt =

1

2

∫ π

0
Dn(t) dt =

π

2

folgt nun ∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.

Bemerkung 5.66 Konvergiert ein uneigentliches Integral auch über |f(x)| , so nennt man es

absolut konvergent. Gilt z.B. |f(x)| ≤ g(x) für alle x ∈ [a,∞) und ist

∫ ∞

a
g(x) dx konvergent,

so ist

∫ ∞

a
f(x) dx absolut konvergent.

Beispiel 5.67 Die Gammafunktion Γ(x) ist wie folgt definiert. Für x > 0 setzt man

Γ(x) =

∫ ∞

0
e−ttx−1 dt =

∫ 1

0
e−ttx−1 dt+

∫ ∞

1
e−ttx−1 dt .

Wegen
0 ≤ e−ttx−1 ≤ tx−1 , t, x > 0 ,

konvergiert das Integral

∫ 1

0
e−ttx−1 dt für jedes x > 0 . Da lim

t−→∞
e−ttm = 0 für jedes m ∈ N gilt,

konvergiert das Integral

∫ ∞

1
e−ttx−1 dt sogar für jedes x ∈ R . Für x > 0 ist

Γ(x+ 1) =

∫ ∞

0
e−ttx dt =

[
− e−ttx

]∞
0

+ x

∫ ∞

0
e−ttx−1 dt = xΓ(x) . (5.14)

Ferner gilt

Γ(1) =

∫ ∞

0
e−t dt = 1 .

Es folgt
Γ(n+ 1) = n! , n ∈ N0 .

Aus (5.14) folgt für x > 0 und n ∈ N

Γ(x+ n) = (x+ n− 1) · · · (x+ 2)(x+ 1)xΓ(x) .

Diese Beziehung kann man zur Definition von Γ(x) für negative, nicht ganzzahlige x benutzen:
Für −n < x < −n+ 1 definiert man

Γ(x) :=
Γ(x+ n)

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
.
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Kapitel 6

Differentialrechnung für Funktionen
mehrerer Veränderlicher

6.1 Bezeichnungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Matrizen A =
[
αjk

] m n

j=1,k=1
∈ Rm×n , die wir ja bekannt-

lich als lineare Abbildungen

A : Rn −→ Rm , x =
[
ξ
] n

k=1
7→ Ax :=

[
n∑

k=1

αjkξk

] m

j=1

interpretieren können. Den linearen Raum Rn versehen wir mit dem inneren Produkt

〈x, y〉 =
n∑

k=1

ξkηk ,

wobei x =
[
ξk
] n

k=1
, y =

[
ηk
] n

k=1
, und mit der Norm

|x| =
√

〈x, x〉 =

√√√√
n∑

k=1

|ξk|2 = ‖x‖2

(vgl. Abschnitt 5.1). Wir erinnern an die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung und die Dreiecks-
ungleichung

| 〈x, y〉 | ≤ |x < ·|y| und |x+ y| ≤ |x|+ |y| ∀x, y ∈ Rn .

Wir definieren nun die Norm einer Matrix A ∈ Rm×n als

‖A‖ := sup {|Ax| : x ∈ Rn, |x| = 1} .

Mit kerA bezeichnen wir den Kern der Matrix A und mit imA ihr Bild,

kerA = {x ∈ Rn : Ax = Θ} , imA = {Ax : x ∈ Rn} .

Die Abbildung A : Rn −→ Rm ist genau dann injektiv, wenn dimkerA = 0 gilt. Für A ∈ Rm×n

haben wir dimkerA + dim imA = n , woraus folgt, dass die Abbildung A : Rn −→ Rn genau

85
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dann bijektiv (also invertierbar) ist, wenn sie injektiv ist (Fredholm’sche Alternative). Mit
GRn×n sei die Menge der invertierbaren Matrizen A ∈ Rn×n bezeichnet, d.h.,

GRn×n =
{
A ∈ Rn×n : ∃B ∈ Rn×n mit BA = AB = I

}
(A−1 := B).

I ∈ Rn×n bezeichnet dabei die Einheitsmatrix der Ordnung n .

Das Spektrum σ(A) einer quadratischen Matrix A ∈ Rn×n ist die Menge ihrer Eigenwerte

σ(A) = {λ ∈ C : dim ker(A− λI) > 0} .

Satz 6.1 Es gilt:

(a) |Ax| ≤ ‖A‖ |x| ∀x ∈ Rn , ∀A ∈ Rm×n .

(b) ‖A‖ ist die kleinste Zahl M , für die |Ax| ≤M |x| ∀x ∈ Rn gilt, d.h.

‖A‖ = inf {M ∈ R : |Ax| ≤M |x| ∀x ∈ Rn} .

(c) ‖A‖ = sup {|Ax| : x ∈ Rn, |x| ≤ 1} .

(d) ‖A‖ = sup

{ |Ax|
|x| : x ∈ Rn \ {Θ}

}
.

(e) (Rm×n, ‖.‖) ist ein normierter Raum. Dabei gilt

‖BA‖ ≤ ‖B‖ ‖A‖ ∀A ∈ Rm×n, B ∈ Rk×m . (6.1)

(f) Aus A ∈ GRn×n , B ∈ Rn×n und ‖B −A‖
∥∥A−1

∥∥ < 1 folgt B ∈ GRn×n .

(g) Die Menge GRn×n ist offen in (Rn×n, ‖.‖) und die Abbildung GRn×n −→ Rn×n , A 7→ A−1

ist stetig.

Ist A ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix, so existiert eine orthonormale Basis {b1, . . . , bn} aus
Eigenvektoren der Matrix A zu den (reellen) Eigenwerten λ1 ≤ . . . ≤ λn . Für x ∈ Rn folgt

x =
n∑

k=1

〈x, bk〉 bk und somit Ax =
n∑

k=1

〈x, bk〉Abk =
n∑

k=1

λk 〈x, bk〉 bk .

Satz 6.2 Für eine symmetrische Matrix A ∈ Rn×n gilt

minσ(A) = min {R(x) : x ∈ Rn \ {Θ}} und maxσ(A) = max {R(x) : x ∈ Rn \ {Θ}} ,

wobei R(x) =
〈Ax, x〉
〈x, x〉 einen sogenannten Rayleigh-Quotienten bezeichnet.

Folgerung 6.3 Für A ∈ Rm×n gilt

‖A‖ = max
{√

λ : λ ∈ σ(ATA)
}
.
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6.2 Differenzierbarkeit

Wir betrachten im Weiteren Funktionen f : Ω −→ Rm , x 7→ f(x) auf einer offenen Menge
Ω ⊂ Rn , die über die Bezeichnungen

f(x) =




ϕ1(x)
ϕ2(x)

...
ϕm(x)


 =




ϕ1(ξ1, . . . , ξn)
ϕ2(ξ1, . . . , ξn)

...
ϕm(ξ1, . . . , ξn)




durch m reellwertige Funktionen ϕj : Ω −→ R von n reellen Veränderlichen gegeben sind.

Definition 6.4 Die Abbildung f : Ω −→ Rm heißt differenzierbar im Punkt x0 ∈ Ω , wenn
eine Matrix A ∈ Rm×n existiert, so dass

lim
x→x0

|f(x)− f(x0)−A(x− x0)|
|x− x0|

= 0 (6.2)

gilt. Im Falle ihrer Existenz ist die Matrix A eindeutig bestimmt, wird Ableitung der Funktion
f im Punkt x0 genannt und mit f ′(x0) bezeichnet.

Die Bedingung (6.2) kann auch in der Form

f(x0 + h)− f(x0) = Ah+ r(h) mit lim
h→Θ

|r(h)|
|h| = 0

(h ∈ Rn) geschrieben werden.

Folgerung 6.5 Ist f in x0 differenzierbar, so ist f in x0 stetig.

Bemerkung 6.6 Offenbar ist f genau dann in x0 differenzierbar, wenn alle ϕj , j = 1, . . . ,m ,
in x0 differenzierbar sind. Ist f : Ω −→ Rm in jedem Punkt x ∈ Ω differenzierbar, so ist die
Abbildung f ′ : Ω −→ Rm×n , x 7→ f ′(x) erklärt.

Es ist leicht einzusehen, dass die Differenzierbarkeit von f1, f2 : Ω −→ Rm in x0 ∈ Ω die
Differenzierbarkeit von α1f1 + α2f2 in x0 für beliebige α1, α2 ∈ R impliziert, wobei gilt

(α1f1 + α2f2)
′(x0) = α1f

′
1(x0) + α2f

′
2(x0) .

Beispiel 6.7 Sind A ∈ Rm×n und f : Rn −→ Rm , x 7→ Ax , so gilt f ′(x) = A für alle x ∈ Rn .

Beispiel 6.8 Die Funktion f : R2 −→ R , x 7→





ξ21ξ
2
2

ξ21 + ξ22
: x 6= Θ

0 : x = Θ



 ist in x0 = Θ differen-

zierbar, wobei f ′(Θ) =
[
0 0

]
gilt.

Satz 6.9 (Kettenregel) Es seien f : Ω −→ Rm in x0 ∈ Ω und g : Ω1 −→ Rk in y0 = f(x0)
differenzierbar, wobei auch Ω1 ⊂ Rm eine offene Menge sei und f(Ω) ⊂ Ω1 gelte. Dann ist die
verkettete Funktion H : Ω −→ Rk , x 7→ g(f(x)) in x0 differenzierbar, wobei

H ′(x0) = g′(f(x0))f
′(x0)

gilt.
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Wir bezeichnen mit {en1 , . . . , enn} die Standardbasis in Rn .

Definition 6.10 Existiert für x0 ∈ Ω , k ∈ {1, . . . , n} und j ∈ {1, . . . ,m} der endliche Grenz-
wert

lim
t→0

ϕj(x0 + tenk )− ϕj(x0)

t
,

so nennen wir diesen partielle Ableitung der Funktion ϕj : Ω −→ R nach ξk im Punkt x0

und bezeichnen diesen mit
∂ϕj(x0)

∂ξk
oder Dkϕj(x0) .

Satz 6.11 Ist f : Ω −→ Rm im Punkt x0 differenzierbar, so existieren alle partiellen Ableitungen
∂ϕj(x0)

∂ξk
, j = 1, . . . ,m , k = 1, . . . , n , und es gilt

f ′(x0) =

[
∂ϕj(x0)

∂ξk

] m n

j=1,k=1

.

Spezialfälle:

(a) n = 1 , d.h. f : (a, b) −→ Rm :

f ′(x) =




ϕ′
1(x)

...

ϕ′
m(x)




(b) m = 1 , d.h. f : Ω −→ R :

f ′(x) =

[
∂f(x)

∂ξ1
. . .

∂f(x)

∂ξn

]

Man nennt ∇f(x) =
[
∂f(x)

∂ξ1
. . .

∂f(x)

∂ξn

]T
den Gradienten von f im Punkt x .

Definition 6.12 Es seien e ∈ Rn eine Richtung, d.h. |e| = 1 , f : Ω −→ R eine reellwertige
Funktion und x0 ∈ Ω . Existiert der endliche Grenzwert

lim
t→0

f(x0 + t e)− f(x0)

t
,

so heißt dieser Richtungsableitung von f im Punkt x0 in Richtung e und wird mit
∂f(x0)

∂e
bezeichnet.

Man beachte, dass die partiellen Ableitungen spezielle Richtungsableitungen sind. Nehmen wir
an, dass f : Ω −→ R im Punkt x0 ∈ Ω differenzierbar ist, und definieren wir für hinreichend
kleines ε > 0 die Funktion g : (−ε, ε) −→ R , t 7→ f(x0 + t e) , so folgt aus Satz 6.9

∂f(x0)

∂e
= g′(0) = f ′(x0)e = 〈∇f(x0), e〉 .

Ist also der Gradient von f im Punkt x0 ungleich dem Nullvektor, so gibt ∇f(x0) die Richtung
an, in der f von x0 ausgehend sich am schnellsten ändert.
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Beispiel 6.13 Die partiellen Ableitungen der Funktion

f : R2 −→ R , x 7→





2ξ1ξ2√
ξ21 + ξ22

: x 6= Θ

0 : x = Θ





sind für x 6= Θ gleich

∂f(x)

∂ξ1
=

2ξ32(
ξ21 + ξ22

) 3

2

und
∂f(x)

∂ξ2
=

2ξ31(
ξ21 + ξ22

) 3

2

,

für x = Θ sind beide gleich Null. Im Punkt x0 = Θ existieren außer den Ableitungen in Koordi-
natenrichtung keine weiteren Richtungsableitungen. Somit ist f in x0 = Θ auch nicht differen-
zierbar.

Beispiel 6.14 Für die Funktion f : R2 −→ R , x 7→





ξ21ξ2
ξ21 + ξ22

: x 6= Θ

0 : x = Θ





existieren in

x0 = Θ alle Richtungsableitungen, obwohl sie in diesem Punkt nicht differenzierbar ist.

Beispiel 6.15 Es seien f : Ω −→ Rm in x0 ∈ Ω differenzierbar, b ∈ Rm und g : Ω −→ R1 ,
x 7→ 〈f(x), b〉 . Dann ist g in x0 differenzierbar, wobei g′(x0) = bT f ′(x0) . Dies folgt aus der
Kettenregel und Beispiel 6.7, aber auch direkt aus

|g(x0 + h)− g(x0)− bT f ′(x0)h| =
∣∣〈f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h, b

〉∣∣

= | 〈r(h), b〉 |

≤ |r(h)| |b| .

Man nennt Ω ⊂ Rn eine konvexe Menge, wenn

λx1 + (1− λ)x2 ∈ Ω ∀x1, x2 ∈ Ω , ∀λ ∈ (0, 1)

gilt.

Satz 6.16 Es seien Ω ⊂ Rn konvex und f : Ω −→ Rm differenzierbar mit beschränkter Ablei-
tung, d.h., es ist ‖f ′(x)‖ ≤M für alle x ∈ Ω und ein M ∈ R . Dann gilt

|f(x1)− f(x2)| ≤M |x1 − x2| ∀x1, x2 ∈ Ω .

Ist also f ′(x) = Θ für alle x ∈ Ω , so ist f auf Ω konstant.

Mit C1(Ω,Rm) bezeichnen wir die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen f : Ω −→ Rm ,
d.h., es existiert f ′(x) für alle x ∈ Ω und für jedes x0 ∈ Ω und beliebiges ε > 0 existiert ein
δ > 0 , so dass ‖f ′(x)− f ′(x0)‖ < ε ∀x ∈ Uδ(x0) .

Satz 6.17 Es gilt f ∈ C1(Ω,Rm) genau dann, wenn alle partiellen Ableitungen Dkϕj : Ω −→ R ,
j = 1, . . . ,m , k = 1, . . . , n , existieren und stetig sind.
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6.3 Extremwerte

Wir betrachten hier reellwertige Abbildungen f : Ω −→ R auf einer offenen Menge Ω ⊂ Rn .

Existiert die partielle Ableitung nach ξj von Dkf =
∂f

∂ξk
, so bezeichnen wir diese mit Djkf oder

∂2f

∂ξj∂ξk
. Es gilt also

Djkf = Dj(Dkf) bzw.
∂2f

∂ξjξk
=

∂

∂ξj

(
∂f

∂ξk

)
.

Satz 6.18 Es seien Ω ⊂ R2 und f : Ω −→ R eine Funktion. Die partiellen Ableitungen
D1f,D2f,D21f : Ω −→ R mögen existieren. Ist D21f in x0 ∈ Ω stetig, so existiert auch
D12f(x0) , und es gilt D12f(x0) = D21f(x0) .

Ist f : Ω −→ R in x0 ∈ Ω differenzierbar und ist x0 ein Extremalpunkt von f , so ist t0 = 0
Extremalpunkt von gk(t) = f(x0 + t enk) für alle k = 1, . . . , n . Also gilt dann 0 = g′k(0) =
f ′(x0)enk = Dkf(x0) , k = 1, . . . , n .

Sind nun f : Ω −→ R in einer Umgebung Uε(x0) ⊂ Ω von x0 zweimal differenzierbar, x ∈
Uε(x0) und g : [−1, 1] −→ R , t 7→ f(x0 + t(x− x0)) , so gilt

g(1) = g(0) + g′(0) +
1

2
g′′(ϑ)

für ein ϑ ∈ (0, 1) und nach Satz 6.9 und Beispiel 6.15

g′′(t) =
d

dt
f ′(x0 + t(x− x0))(x− x0)

=
d

dt
〈∇f(x0 + t(x− x0)), x − x0〉

= (x− x0)
TD∇f(x0 + t(x− x0))(x− x0)

= 〈A(t)(x− x0), x− x0〉

mit A(t) = D∇f(x0 + t(x− x0)) =
[
Dkjf(x0 + t(x− x0))

] n

j,k=1
. Es folgt

f(x) = f(x0) + f ′(x0) +
1

2
〈A(ϑ)(x− x0), x− x0〉 .

Satz 6.19 Sind f : Ω −→ R in x0 ∈ Ω differenzierbar und x0 ein Extremalpunkt von f , so
gilt ∇f(x0) = Θ . (Man sagt, x0 ist stationärer Punkt von f .) Ist außerdem ∇f : Ω −→ Rn

in einer Umgebung von x0 differenzierbar und sind die partiellen Ableitungen von f zweiter
Ordnung in x0 stetig, so ist f(x0) ein lokales Maximum (bzw. Minimum) von f , wenn die
Matrix A =

[
Dkjf(x0)

] n

j,k=1
negativ (bzw. positiv) definit ist.

Folgerung 6.20 Es seien Ω ⊂ R2 und x0 ∈ Ω ein stationärer Punkt der Funktion f : Ω −→ R ,
die den Bedingungen des Satzes 6.19 genügen möge. Wir setzen

A =
∂2f(x0)

∂ξ21
, B =

∂2f(x0)

∂ξ1∂ξ2
, C =

∂2f(x0)

∂ξ22
.
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Ferner sei A 6= 0 . Gilt AC −B2 > 0 , so liegt im Punkt x0 ein Extremum von f vor, und zwar
ein lokales Minimum, falls A > 0 , bzw. ein lokales Maximum, falls A < 0 . Ist AC − B2 < 0 ,
so liegt in x0 kein Extremum vor.

Beispiel 6.21 Für f : R2 −→ R mit f(ξ1, ξ2) = ξ21 +2ξ1ξ2+4ξ22 +2ξ1− 10ξ2+5 liegt im Punkt
x0 = (−3, 2) liegt ein lokales Minimum vor.

Suchen wir von einer stetigen Funktion f : Ω = Ω ∪ ∂Ω −→ R den größten und kleinsten
Funktionswert, so kommen als extremwertverdächtige Punkte

• die Punkte x ∈ Ω , in denen f differenzierbar ist und für die ∇f(x) = Θ gilt,

• die Punkte x ∈ Ω , in denen f nicht differenzierbar ist,

• die Randpunkte x ∈ ∂Ω

in Frage. Ist dann Ω kompakt, so sind Maximum und Minimum der Funktionswerte von f auf
allen extremwertverdächtigen Punkten zugleich globales Maximum bzw. Minimum von f auf
Ω ∪ ∂Ω .

Beispiel 6.22 Der größte Wert der Funktion

f(ξ1, ξ2) = sin ξ1 + sin ξ2 − sin(ξ1 + ξ2)

auf der Menge Ω =
{
(ξ1, ξ2) ∈ R2 : ξ1 ≥ 0 , ξ2 ≥ 0 , ξ1 + ξ2 ≤ 2π

}
ist gleich

f

(
2π

3
,
2π

3

)
=

3
√
3

2
.

Beispiel 6.23 Wir betrachten f, g : R2 −→ R mit f(ξ1, ξ2) = ξ41 + ξ22 und g(ξ1, ξ2) = ξ31 + ξ22 .
Der Punkt (0, 0) ist stationärer Punkt für beide Funktionen. Für f liegt in (0, 0) ein (globales)
Minimum vor, für g dagegen kein Extremum. Die Folgerung 6.20 liefert hier keine Aussage, da
in beiden Fällen AC −B2 = 0 gilt.

Wenden wir im Beispiel 6.22 auf den einzigen stationären Punkt (ξ01 , ξ
0
2) =

(
2π
3 ,

2π
3

)
die Folgerung

6.20 an, so erhalten wir A < 0 und AC−B2 > 0 . Könnte man daraus bereits schlussfolgern, dass
in diesem Punkt der größte Funktionswert angenommen wird? Das folgende Beispiel zeigt, dass
man diese Frage mit nein beantworten muss. (Im Gegensatz zum Fall reellwertiger Funktionen,
die nur von einer reellen Veränderlichen abhängen!)

Beispiel 6.24 Auf Ω = [−5, 5] × [−1, 1] betrachten wir die Funktion

f(ξ1, ξ2) = ξ31 − 4ξ21 + 2ξ1ξ2 − ξ22 .

Der Punkt (0, 0) ist einziger stationärer Punkt in Ω = (−5, 5) × (−1, 1) , und dort gilt A < 0
sowie AC − B2 > 0 , wobei f(0, 0) = 0 ist. Die Funktion f nimmt aber auf dem Rand von Ω
auch positive Werte an, z.B. ist f(5, 1) = 34 .

Beispiel 6.25 Unter allen Dreiecken, die einem Kreis mit dem Radius R > 0 einbeschrieben
sind, bestimme man das Dreieck mit dem größten Flächeninhalt.
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a
b

c

R

R

R

a

b
c

R

R
R

Lösung: Wir verwenden die Formel für den Flächeninhalt F eines Dreiecks, die besagt, dass F
gleich dem halben Produkt aus den Längen zweier Seiten und dem Sinus des eingeschlossenen
Winkels ist. Es folgt

F =
1

2
R2(sin a+ sin b+ sin c) =

1

2
R2 [sin a+ sin b− sin(a+ b)] ,

a > 0 , b > 0 , a+b < 2π . Aus Beispiel 6.22 folgt, dass F für a = b =
2π

3

(
⇒ c =

2π

3

)
maximal

wird.

Satz 6.26 (Umkehrabbildung) Es seien f ∈ C1(Ω,Rn) , x0 ∈ Ω , f ′(x0) ∈ GRn×n und y0 =
f(x0) . Dann existieren offene Mengen U ⊂ Ω und V ⊂ Rn mit x0 ∈ U und y0 ∈ V , so dass die
Abbildung f : U −→ V bijektiv ist. Die Abbildung f−1 : V −→ U gehört zu C1(V,Rn) , und es
gilt

(f−1)′(y) =
[
f ′(f−1(y))

]−1

für alle y ∈ V .

Beweis. Wir setzen A = f ′(x0) und ρ =
1

2 ‖A−1‖ . Dann existiert ein δ > 0 , so dass

∥∥f ′(x)−A
∥∥ < ρ ∀x ∈ Uδ(x0)

gilt. Für festes y ∈ Rn definieren wir ϕy : Ω −→ Rn , x 7→ x+A−1[y−f(x)] . Somit gilt f(x) = y
genau dann, wenn ϕy(x) = x erfüllt ist. Wir haben ϕ′

y(x) = I −A−1f ′(x) = A−1[A− f ′(x)] , so
dass ∥∥ϕ′

y(x)
∥∥ ≤

∥∥A−1
∥∥ ∥∥A− f ′(x)

∥∥ <
∥∥A−1

∥∥ ρ =
1

2
∀x ∈ Uδ(x0) .

Aus Satz 6.16 folgt

|ϕy(x1)− ϕy(x2)| ≤
1

2
|x1 − x2| ∀x1, x2 ∈ Uδ(x0) . (6.3)

Also hat ϕy in Uδ(x0) höchstens einen Fixpunkt, so dass f : Uδ(x0) −→ Rn injektiv ist. Wir
setzen U = Uδ(x0) und V = f(U) . Sei y∗ ∈ V beliebig. Dann existieren ein x∗ ∈ U mit
f(x∗) = y∗ und ein ε > 0 mit Kε(x

∗) ⊂ U . Sei nun y ∈ Uερ(y
∗) . Dann folgt

|ϕy(x
∗)− x∗| = |A−1(y − y∗)| <

∥∥A−1
∥∥ ερ =

ε

2
.
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Ist x ∈ Kε(x
∗) , so gilt

|ϕy(x)− x∗| ≤ |ϕy(x)− ϕy(x
∗)|+ |ϕy(x

∗)− ϕy(x)| ≤
1

2
|x− x∗|+ ε

2
≤ ε ,

d.h. ϕy(x) ∈ Kε(x
∗) . Somit ist ϕ : Kε(x

∗) −→ Kε(x
∗) eine kontraktive Abbildung, auf die

der Banachsche Fixpunktsatz angewendet werden kann. Es existiert also ein x ∈ Kε(x
∗) mit

ϕy(x) = x , was gleichbedeutend mit f(x) = y ist. Dabei gilt y ∈ f(Kε(x
∗)) ⊂ f(U) = V , d.h.,

V ist offen und f : U −→ V ist bijektiv.

Seien nun y, y + k ∈ V . Dann existieren x, x + h ∈ U mit y = f(x) und y + k = f(x + h) .
Dann ist

ϕy(x+ h)− ϕy(x) = h+A−1[f(x)− f(x+ h)] = h−A−1k .

Hieraus folgt |A−1k| ≥ 1
2 |h| wegen |h−A−1k| ≤ 1

2 |h| (siehe (6.3)) und |h| ≤ |h−A−1k|+ |A−1k| .
Somit ist |h| ≤ 2

∥∥A−1
∥∥ |k| = ρ−1|k| , so dass k −→ Θ impliziert h −→ Θ . Aus Satz 6.1,(f) und

‖f ′(x)−A‖
∥∥A−1

∥∥ < ρ
∥∥A−1

∥∥ = 1
2 folgt, dass [f ′(x)]−1 =: B existiert. Damit ist

f−1(y + k)− f−1(y)−Bk = h−Bk = −B[f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h] ,

also

|f−1(y + k)− f−1(y)−Bk|
|k| ≤ ‖B‖ |h|

|k|
|f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h|

|h|

≤ ‖B‖
ρ

|f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h|
|h| .

Hieraus folgt (f−1)′(y) = B = [f ′(f−1(y))]−1 . Die Abbildung (f−1)′ : V −→ Rn×n ist stetig, da
f−1 : V −→ U , f ′ : U −→ Rn×n und GRn×n −→ GRn×n , A 7→ A−1 stetige Abbildungen sind
(vgl. die Betrachtungen nach Satz 6.1). ✷

Für die Formulierung des folgenden Satzes verwenden wir die Schreibweise (x, y) ∈ Rn+m ,
wobei x = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn und y = (η1, . . . , ηm) ∈ Rm gelte. Für A ∈ Rm×(n+m) seien
A1 ∈ Rm×n und A2 ∈ Rm×m die Matrizen mit A =

[
A1 A2

]
. Sind Ω ⊂ Rn+m , f : Ω −→ Rm ,

(x0, y0) ∈ Ω und A = f ′(x0, y0) , so bezeichnen wir A1 mit
∂f(x0, y0)

∂x
und A2 mit

∂f(x0, y0)

∂y
.

Satz 6.27 (Implizite Funktionen) Es seien Ω ⊂ Rn+m eine offene Menge, f ∈ C1(Ω,Rm) ,

(x0, y0) ∈ Ω , f(x0, y0) = Θ und
∂f(x0, y0)

∂y
∈ GRm×m . Dann existieren offene Mengen U ⊂ Ω

und W ⊂ Rn mit (x0, y0) ∈ U und x0 ∈ W , so dass zu jedem x ∈ W genau ein y ∈ Rm mit
(x, y) ∈ U und f(x, y) = Θ existiert. Die so definierte Funktion g : W −→ Rm , x 7→ y gehört
zu C1(W,Rm) und hat also die Eigenschaften

g(x0) = y0 sowie f(x, g(x)) = Θ ∀x ∈W .

Ferner gilt

g′(x) = −
[
∂f(x, g(x))

∂y

]−1 ∂f(x, g(x))

∂x
∀x ∈W . (6.4)
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Beweis. Wir definieren F : Ω −→ Rn+m , (x, y) 7→
[

x

f(x, y)

]
. Dann ist F ∈ C1(Ω,Rn+m) ,

wobei

F ′(x0, y0) =




In Θ

∂f(x0, y0)

∂x

∂f(x0, y0)

∂y


 ∈ GR(n+m)×(n+m) .

Nach Satz 6.26 existieren offene Mengen U ⊂ Ω und V ⊂ Rn+m mit (x0, y0) ∈ U und (x0,Θ) ∈
V , so dass F : U −→ V bijektiv ist und F−1 ∈ C1(V,Rn+m) gilt, wobei

(F−1)′(x, y) =
[
F ′(F−1(x, y))

]−1 ∀ (x, y) ∈ V .

Wir setzen W = {x ∈ Rn : (x,Θ) ∈ V } . Die Menge W ist offen, da V offen ist. Für alle x ∈W

existiert genau ein y ∈ Rm mit (x, y) ∈ U und F (x, y) =

[
x
Θ

]
. Damit ist die Abbildung

g :W −→ Rm , x 7→ y definiert, und es gilt dabei

(x, g(x)) ∈ U , f(x, g(x)) = Θ und F (x, g(x)) =

[
x
Θ

]
∀x ∈W .

Also ist

[
x
g(x)

]
= F−1(x,Θ) . Da nach Satz 6.26 F−1 ∈ C1(V,Rn+m) gilt, folgt g ∈ C1(W,Rm) .

Dabei gilt wegen f(x, g(x)) = Θ ∀x ∈W und der Kettenregel

Θ = f ′(x, g(x))

[
In

g′(x)

]
=
∂f(x, g(x))

∂x
+
∂f(x, g(x))

∂y
g′(x) ,

woraus (6.4) folgt. ✷

Beispiel 6.28 Sei a > 0 . Man bestimme die Extremalwerte von

f(ξ1, ξ2, ξ3) = ξ1 + ξ2 + ξ3 , ξk > 0 , k = 1, 2, 3 ,

unter der Nebenbedingung
ξ1ξ2ξ3 = a3 .

Wir suchen ein Extremum der differenzierbaren Funktion f : Ω ⊂ Rn+m −→ R unter den m
Nebenbedingungen

Φi(ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηm) = 0 , i = 1, . . . ,m . (6.5)

Wir setzen voraus, dass Φ : Ω −→ Rm , (x, y) 7→
[
Φi(x, y)

] m

i=1
stetig differenzierbar ist und

dass die Matrix Φ′(x, y) für alle (x, y) ∈ Ω , die (6.5) genügen, den Rang m hat. O.E.d.A. sei die
Matrix [

∂Φi(x, y)

∂ηj

] m

i,j=1

für alle (x, y) ∈ Ω , die (6.5) erfüllen, regulär.

Es sei nun (x0, y0) ∈ Ω ein Extremalpunkt von f unter den Nebenbedingungen (6.5). Nach dem
Satz 6.27 über implizite Funktionen existieren eine Umgebung W ⊂ Rn von x0 und Funktionen
ϕj : W −→ R mit

ηj = ϕj(ξ1, . . . , ξn) , j = 1, . . . ,m ,
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anstelle von (6.5). Damit ist x0 ein Extremalpunkt von F : W −→ R mit

F (x) = f(x, ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) +

m∑

i=1

λiΦi(x, ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) ,

wobei die λi ∈ R vorerst noch unbestimmte Faktoren sind. Es folgt

∂F (x0)

∂ξk
= 0 , k = 1, . . . , n ,

also (für (x, y) = (x0, y0))

0 =
∂f

∂ξk
+

m∑

j=1

[
∂f

∂ηj

∂ϕj

∂ξk

]
+

m∑

i=1

λi


∂Φi

∂ξk
+

m∑

j=1

∂Φi

∂ηj

∂ϕj

∂ξk




=
∂f

∂ξk
+

m∑

j=1

[
∂f

∂ηj
+

m∑

i=1

λi
∂Φi

∂ηj

]
∂ϕj

∂ξk
+

m∑

i=1

λi
∂Φi

∂ξk
, k = 1, . . . , n .

Unter den gemachten Voraussetzungen existieren Zahlen λ0i , i = 1, . . . ,m , mit

m∑

i=1

∂Φi(x0, y0)

∂ηj
λ0i = −∂f(x0, y0)

∂ηj
, j = 1, . . . ,m ,

und wir erhalten die n+m Gleichungen

∂f(x, y)

∂ξk
+

m∑

i=1

λi
∂Φi(x, y)

∂ξk
= 0 , k = 1, . . . , n , (6.6)

∂f(x, y)

∂ηj
+

m∑

i=1

λi
∂Φi(x, y)

∂ηj
= 0 , j = 1, . . . ,m , (6.7)

zusammen mit den m Nebenbedingungen (6.5) zur Bestimmung von

ξ01 , . . . , ξ
0
n, η

0
1 , . . . , η

0
m, λ

0
1, . . . , λ

0
m .

Die Zahlen λi heißen Lagrange’sche Multiplikatoren.

Es sei bemerkt, dass in (6.5) und (6.6), (6.7) die unabhängigen Veränderlichen ξ1, . . . , ξn
und η1, . . . , ηm gleichberechtigt auftreten, obwohl dies in der Herleitung nicht der Fall war. Die
Bedingungen (6.6), (6.7) sind lediglich notwendig für das Vorliegen eines lokalen Extremums in
(x0, y0) ∈ Ω unter den Nebenbedingungen (6.5).

Zum Auffinden eines extremwertverdächtigen Punktes von f(x, y) unter den Nebenbedingun-
gen (6.5) hat man also alle partiellen Ableitungen der Funktion

F̃ (x, y, λ) = f(x, y) +
m∑

i=1

λiΦi(x, y)

nach ξk , k = 1, . . . , n , ηj , j = 1, . . . ,m , und λi , i = 1, . . . ,m , Null zu setzen und das entstan-
dene Gleichungssystem nach (x, y, λ) aufzulösen.
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Beispiel 6.29 Es seien a > b > c > 0 und α, β, γ ∈ R \ {0} . Wir schneiden das Ellipsoid

{
x ∈ R3 :

ξ21
a2

+
ξ22
b2

+
ξ23
c2

= 1

}

mit der Ebene {
x ∈ R3 : α ξ1 + β ξ2 + γ ξ3 = 0

}

und suchen die Längen der Halbachsen der Schnittellipse.

Lösung. Wir haben die Extremwerte der Funktion f(ξ1, ξ2, ξ3) = ξ21 + ξ22 + ξ23 unter den Neben-
bedingungen

Φ1(x) =
ξ21
a2

+
ξ22
b2

+
ξ23
c2

− 1 = 0 und Φ2(x) = αξ1 + βξ2 + γξ3 = 0

zu suchen. Wäre der Rang der Matrix

[
∂Φi(x)

∂ξk

] 2 3

i=1,k=1

=




2ξ1
a2

2ξ2
b2

2ξ3
c2

α β γ




für ein x ∈ R3 , welches den Nebenbedingungen genügt, nicht maximal, so würde ein γ̃ ∈ R

existieren, so dass
2ξ1
a2

= γ̃α ,
2ξ2
b2

= γ̃β ,
2ξ3
c2

= γ̃γ

gilt, woraus

0 = γ̃ (αξ1 + βξ2 + γξ3) = 2

(
ξ21
a2

+
ξ22
b2

+
ξ23
c2

)

im Widerspruch zur ersten Nebenbedingung folgen würde. Setzen wir die partiellen Ableitungen
der Funktion

F̃ (ξ1, ξ2, ξ3, λ1, λ2) = ξ21 + ξ22 + ξ23 + λ1

(
ξ21
a2

+
ξ22
b2

+
ξ23
c2

− 1

)
+ λ2

(
αξ1 + βξ2 + γξ3

)

gleich Null, so erhalten wir das Gleichungssystem

2ξ1 +
2λ1
a2

ξ1 + λ2α = 0 ,

2ξ2 +
2λ1
b2

ξ2 + λ2β = 0 , (6.8)

2ξ3 +
2λ1
c2

ξ3 + λ2γ = 0

zusammen mit den Nebenbedingungen. Es folgt

2
(
ξ21 + ξ22 + ξ23

)
+ 2λ1 = 0 ,

also λ1 = −
(
ξ21 + ξ22 + ξ23

)
=: −r2 . Außerdem erhalten wir aus der ersten Gleichung des Systems

(6.8)

2

(
1 +

λ1
a2

)
ξ1 = −λ2α .
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Wäre λ1 = −a2 , so wäre λ2 = 0 , woraus unter Verwendung der letzten beiden Gleichungen
in (6.8) ξ2 = ξ3 = 0 und somit wegen der zweiten Nebenbedingung auch ξ1 = 0 folgen würde
im Widerspruch zur ersten Nebenbedingung. Analog ergibt sich λ1 6= −b2 und λ1 6= −c2 . Wir
erhalten

ξ1 = − λ2α

2
(
1 + λ1

a2

) = − λ2αa
2

2(a2 − r2)
,

ξ2 = − λ2β

2
(
1 + λ1

b2

) = − λ2β b
2

2(b2 − r2)
,

ξ3 = − λ2γ

2
(
1 + λ1

c2

) = − λ2γ c
2

2(c2 − r2)
.

Aus der zweiten Nebenbedingung ergibt sich

0 = αξ1 + βξ2 + γξ3 =

(
α2a2

a2 − r2
+

β2b2

b2 − r2
+

γ2c2

c2 − r2

)(
−λ2

2

)
,

also
α2a2

a2 − r2
+

β2b2

b2 − r2
+

γ2c2

c2 − r2
= 0 .

Die letzte Gleichung lässt sich als quadratische Gleichung in r2 schreiben, so dass die Wurzeln
aus den beiden Lösungen dieser quadratischen Gleichung die gesuchten Halbachsenlängen sind.
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Kapitel 7

Anhang

7.1 Der Banach’sche Fixpunktsatz und das Newton-Verfahren

Eine Abbildung f : X −→ Y zwischen zwei metrischen Räumen (X, dX ) und (Y, dY ) nennt man
kontrahierend, wenn ein q ∈ (0, 1) existiert, so dass

dY (f(x1), f(x2)) ≤ q dX(x1, x2) ∀x1, x2 ∈ X

gilt.

Satz 7.1 (Fixpunktsatz von Banach) Es seien (X, d) ein vollständiger metrischer Raum
und f : X −→ X eine kontrahierende Abbildung mit der Kontraktionskonstanten q . Dann
besitzt f in X genau einen Fixpunkt x∗ , d.h. eine Lösung der Gleichung x = f(x) . Dabei gilt
für jedes x0 ∈ X und

xn+1 = f(xn) , n ∈ N0 , (7.1)

die Beziehung lim
n→∞

xn = x∗ mit der a-priori Abschätzung

d(xn, x
∗) ≤ qn

1− q
d(x1, x0) , n ∈ N . (7.2)

Das durch (7.1) beschriebene Verfahren zur näherungsweisen Berechnung einer Lösung der Glei-
chung x = f(x) nennt man Methode der sukzessiven Approximation.

Beispiel 7.2 Unter Verwendung des spez. MWS der Differentialrechung zeigt man, dass die

Abbildung f : [1, 2] −→ [1, 2] , x 7→ 1

2

(
x+

2

x

)
kontrahierend mit der Kontraktionskonstanten 1

2

ist. Für x0 ∈ [1, 2] konvergiert also die durch xn+1 =
1

2

(
xn +

2

xn

)
definierte Zahlenfolge gegen

√
2 . Dabei folgt aus (7.2) für x0 = 1 die Abschätzung

∣∣∣xn −
√
2
∣∣∣ ≤ 2−n .

Bemerkung 7.3 Ist f : [a, b] −→ [a, b] eine stetige Funktion, so folgt aus dem Zwischenwert-
satz für stetige Funktionen (angewandt auf G : [a, b] −→ R , x 7→ x − f(x)), dass f auf [a, b]
mindestens einen Fixpunkt besitzt.

99
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Für eine gegebene Funktion f : (a, b) −→ R suchen wir Lösungen der Gleichung

f(x) = 0 , (7.3)

d.h. Nullstellen der Funktion f . Wir setzen voraus, dass f zweimal stetig differenzierbar ist,
wobei f ′(x) 6= 0 ∀x ∈ (a, b) gelte, und verwenden folgende geometrische Überlegung. Es sei
x0 ∈ (a, b) eine gewisse Näherung für eine Lösung von (7.3).

x0x1

f(x0)

Die Tangente an den Graphen der Funktion f im Punkt (x0, f(x0)) hat die Gleichung

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) .

Diese Tangente schneidet die x-Achse im Punkt x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
, den wir als neue Näherung

für eine Lösung von (7.3) ansehen. Durch wiederholte Anwendung dieser Überlegungen erhalten
wir das Newtonsche Interationsverfahren

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, 2, . . . , (7.4)

die der Methode der sukzessiven Approximation (7.1) für die Funktion

g(x) = x− f(x)

f ′(x)

entspricht.

(a) Anwendbarkeit und lokale Konvergenz des Newtonverfahrens

Es gilt

g′(x) = 1− [f ′(x)]2 − f ′′(x)f(x)
[f ′(x)]2

=
f ′′(x)f(x)
[f ′(x)]2

,

woraus man schließen kann, dass für eine hinreichend gute Näherung x0 an eine Nullstelle
von f eine Umgebung existiert, sagen wir U = [x0 − r, x0 + r] ⊂ (a, b) mit einem r > 0 , so
dass die Ungleichung

|g′(x)| ≤ q < 1 , x ∈ U , (7.5)
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gilt. Es muss aber auch g(x) ∈ U für alle x ∈ U gelten. Aus dem spez. MWS der Differen-
tialrechnung und der Definition von g(x) folgt aber nun für x ∈ U

|g(x) − x0| ≤ |g(x) − g(x0)|+ |g(x0)− x0| ≤ q|x− x0|+
∣∣∣∣
f(x0)

f ′(x0)

∣∣∣∣ .

Setzen wir also voraus, dass ∣∣∣∣
f(x0)

f ′(x0)

∣∣∣∣ ≤ (1− q)r (7.6)

gilt, so erhalten wir, dass das Newtonverfahren (7.4) für eine Anfangsnäherung x0 ∈ (a, b) ,
die (7.5) und (7.6) erfüllt, gegen eine Lösung x∗ ∈ U der Gleichung (7.3) konvergiert.
Die Bedingung (7.6) besagt dabei, dass die Startnäherung x0 hinreichend gut sein muss,
und zwar um so besser, je größer die Zahl q in (7.5) ist. Man sagt deshalb, dass das
Newtonverfahren i.a. lediglich lokal konvergent ist.

(b) Quadratische Konvergenz des Newtonverfahrens

Ist f : (a, b) −→ R sogar dreimal stetig differenzierbar, so existiert eine Zahl c0 > 0 mit
der Eigenschaft |g′′(x)| ≤ 2c0 ∀x ∈ U . Es folgt wegen

xn+1 = g(xn) = g(x∗) + g′(x∗)(xn − x∗) +
1

2
g′′(x∗ + θ(xn − x∗))(xn − x∗)2

= x∗ +
1

2
g′′(x∗ + θ(xn − x∗))(xn − x∗)2 , θ ∈ (0, 1) ,

die Abschätzung
|xn+1 − x∗| ≤ c0|xn − x∗|2 ,

weshalb man das Newtonverfahren (7.4) in diesem Fall quadratisch konvergent nennt.

(c) Das Newtonverfahren für konvexe Funktionen

Wir beschreiben hier eine Situation, in der das Newtonverfahren auch global konvergent
ist. Die stetige Funktion f : [a, b] −→ R habe die Eigenschaften

1. f ′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b] ,

2. f(a)f(b) < 0 ,

3. f ′′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b) (Konvexität).

Dann existiert offenbar genau ein x∗ ∈ (a, b) mit f(x∗) = 0 . Wir setzen x0 = b . Es folgt

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
< x0

und

x1 − x∗ = x0 − x∗ − f(x0)

f ′(x0)

= − 1

f ′(x0)

[
f(x0) + f ′(x0)(x

∗ − x0)
]

= − 1

f ′(x0)

[
f(x∗)− 1

2
f ′′(x0 + θ(x∗ − x0))(x

∗ − x0)
2

]

=
1

2f ′(x0)
f ′′(x0 + θ(x∗ − x0))(x

∗ − x0)
2 > 0 ,
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d.h. x∗ < x1 < x0 und f(x1) > 0 . Induktiv schließt man also auf x∗ < xn+1 < xn ,
n = 0, 1, 2, . . . Somit folgt die Existenz des Grenzwertes

x = lim
n→∞

xn ,

wobei aus (7.4) für n −→ ∞ die Beziehung

x = x− f(x)

f ′(x)
,

d.h. f(x) = 0 , und somit x = x∗ folgt.

Beispiel 7.4 Wir suchen die Nullstellen der Funktion f : R −→ R , x 7→ x

2
− sinx , d.h. die

Lösungen der Gleichung

x

2
− sinx = 0 bzw. x = 2 sin x =: g(x) .

Aus f ′(x) =
1

2
− cos x ergibt sich das Newtonverfahren

xn+1 = xn − xn − 2 sin xn
1− 2 cos xn

= 2
sinxn − xn cos xn

1− 2 cos xn
. (7.7)

In den folgenden Tabellen vergleichen wir die Ergebnisse des Newtonverfahrens (7.7) mit denen
der sukzessiven Approximation

xn+1 = 2 sinxn . (7.8)

für zwei verschiedene Startwerte x0 .

Sukz. Appr. (7.8) Newtonverfahren (7.7)

x0 3.0000000000000000 3.0000000000000000
x1 0.2822400161197344 2.0879954127013778
x2 0.5570154662136501 1.9122292580258147
x3 1.0573103488340820 1.8956526275469130
x4 1.7420748663201644 1.8954942815405740
x5 1.9707353101974190 1.8954942670339812
x6 1.8421695065410935 1.8954942670339809

Sukz. Appr. (7.8) Newtonverfahren (7.7)

x0 0.5000000000000000 0.5000000000000000
x1 0.9588510772084060 -0.1076168810751763
x2 1.6370641951729958 0.0008396553633925
x3 1.9956101764404637 -0.0000000003946501
x4 1.8222309416572313 0.0000000000000000

Man sieht die bedeutend schnellere Konvergenz des Newtonverfahrens, welches für verschiedene
Startwerte auch verschiedene Lösungen approximieren kann. Die Methode der sukzessiven Ap-
proximation kann für x0 6= 0 die Lösung x = 0 nicht approximieren, was auf die Ungleichung
|g′(0)| > 1 zurückzuführen ist.
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Beispiel 7.5 Wir wollen die m-te Wurzel (m ∈ N , m ≥ 2) aus einer positiven Zahl A ziehen.
Die Funktion f(x) = xm − A ist auf [0,∞) konvex, und es gilt f ′(x) > 0 für x > 0 . Wir haben

also auf jedem Intervall (0, b] mit 0 < A
1

m < b eine Situation vorliegen, wie sie oben unter (c)
betrachtet wurde. Mit f ′(x) = mxm−1 liefert das Newtonverfahren die Iterationsvorschrift

xn+1 = xn − xmn −A

mxm−1
n

=

(
1− 1

m

)
xn +

A

mxm−1
n

,

im Spezialfall m = 2 also

xn+1 =
1

2

(
xn +

A

xn

)

(vgl. Bsp. 7.2).

Das Hornerschema

Zur Durchführung des Newtonverfahrens hat man im n-ten Schritt sowohl den Funktionswert
f(xn) als auch den Wert der ersten Ableitung f ′(xn) zu berechnen. In dem Fall, dass f(x) ein
Polynom ist, d.h.

f(x) =

m∑

k=0

akx
k = amx

m + am−1x
m−1 + · · ·+ a1x+ a0 ,

läßt sich diese Berechnung sehr effektiv realisieren. Zur Berechnung von f(x0) geht man wie
folgt vor. Es ist

f(x)− f(x0) = (x− x0)f1(x) =: (x− x0)(bm−1x
m−1 + · · ·+ b1x+ b0)

mit

am = bm−1 , am−1 = bm−2 − bm−1x0 , . . . a1 = b0 − b1x0 , a0 = f(x0)− b0x0

bzw.

bm−1 = am , bm−2 = am−1 + bm−1x0 , . . . b0 = a1 + b1x0 , f(x0) = a0 + b0x0 .

Wir erhalten das (kleine) Hornerschema

1. bm−1 := am ,

2. for k := m− 1 to 0 step −1 do bk−1 := ak + bk ∗ x0 ,

3. f(x0) := b−1 ,

welches tabellarisch auch in der Form

am am−1 am−2 · · · a1 a0
+ + + +

x0bm−1 x0bm−2 · · · x0b1 x0b0
= = = = =

bm−1 bm−2 bm−3 · · · b0 f(x0)
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geschrieben werden kann. Aus der Beziehung f(x)− f(x0) = (x− x0)f1(x) folgt nun

f ′(x) = f1(x) + (x− x0)f
′
1(x) ,

d.h. f ′(x0) = f1(x0) . Zur Berechnung von f ′(x0) hat man also nur das Hornerschema auf das
Polynom f1(x) anzuwenden.

Attraktoren und Repeller

Es seien f : R −→ R eine stetig differenzierbare Abbildung und x∗ ∈ R ein Fixpunkt dieser
Abbildung, d.h. x∗ = f(x∗) .

(a) Es sei |f ′(x∗)| < 1 . Wegen der Stetigkeit von f ′ existieren ein ε > 0 und ein q > 0 , so dass

|f ′(x)| ≤ q < 1 ∀x ∈ I∗ε := [x∗ − ε, x∗ + ε] .

Für x0 ∈ I∗ε und xn = f(xn−1) , n ∈ N , folgt dann unter der Annahme, dass xm−1 ∈ I∗ε
gilt,

|xm−x∗| = |f(xm−1)−f(x∗)| = |f ′(xm−1)+ϑ(x
∗−xm−1))| |xm−1−x∗| ≤ q|xm−1−x∗| < ε ,

also auch xm ∈ I∗ε und somit xn ∈ I∗ε für alle n ∈ N0 . Außerdem folgt

|xn − x∗| ≤ qn|x0 − x∗| .

Der Fixpunkt heißt in diesem Fall Attraktor. (Die Folge (xn)
∞
n=0 wird von x∗ angezogen.)

(b) Ist |f ′(x∗)| > 1 , so existieren ein ε > 0 und ein q ∈ R mit

|f ′(x)| ≥ q > 1 ∀x ∈ I∗ε := [x∗ − ε, x∗ + ε] .

Sei x0 ∈ I∗ε \ {x∗} . Solange xn = f(xn−1) ∈ I∗ε gilt, erhalten wir wie im Fall (a)

|xn+1 − x∗| = |f(xn)− f(x∗)| ≥ q|xn − x∗| ≥ . . . ≥ qn+1|x0 − x∗| .

Es gibt also auf jeden Fall einen Index n mit xn+1 6∈ I∗ε .Man nennt den Fixpunkt x∗ einen
Repeller. (Die Folge (xn)

∞
n=0 verlässt im Fall x0 6= x∗ jede hinreichend kleine Umgebung

von x∗ .)

(c) Wir wenden (a) und (b) auf die logistische Iteration

xn = fk(xn−1) mit fk(x) = x+ kx(1− x) , k > 0 ,

an. Die Abbildung fk : R −→ R hat zwei Fixpunkte x∗1 = 0 und x∗2 = 1 . Wegen f ′k(x) =
1+k(1−2x) gilt f ′(x∗1) = 1+k und f ′k(x

∗
2) = 1−k , so dass x∗1 für alle k > 0 Repeller ist, x∗2

dagegen für 0 < k < 2 Attraktor und für k > 2 Repeller. Fixpunkte der zweiten Iterierten
gk(x) := f2k (x) := fk(fk(x)) entsprechen offenbar 2-periodischen Folgen der logistischen
Iteration. Diese Fixpunkte genügen also der Gleichung

x = gk(x) = x+ kx(1− x) + k[x+ kx(1− x)][1− x− kx(1 − x)]

bzw.

0 = kx(1− x) [1 + (1 + k − kx)(1 − kx)] = k3x(1− x)

(
x2 − 2 + k

k
x+

2 + k

k2

)
.
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Man erhält x∗∗1 = x∗1 = 0 , x∗∗2 = x∗2 = 1 und

x∗∗3/4 =
1

2k

(
1 + 2k ±

√
k2 − 4

)
∈ R für k > 2 .

Es entstehen also “im Parameterwert k = 2” zwei neue Fixpunkte von f2k . Gleichzeitig wird
der Attraktor x∗2 zum Repeller. Dabei gilt x∗∗4 = f(x∗∗3 ) und x∗∗3 = f(x∗∗4 ) . Die Fixpunkte
x∗∗3/4 von f

2
k sind attraktiv für 2 < k <

√
6 , weil g′k(x) = f ′k(fk(x))f

′
k(x) , f

′
k(x) = 1+k−kx

und somit

g′k(x
∗∗
3 ) = g′k(x

∗∗
4 ) = f ′k(x

∗∗
3 )f ′k(x

∗∗
4 )

=
(
1 + k − 2− k −

√
k2 − 4

)(
1 + k − 2− k +

√
k2 − 4

)

=
(
1 +

√
k2 − 4

)(
1−

√
k2 − 4

)
= 5− k2

gilt.

7.2 Der Satz von Stone-Weierstraß

Satz 7.6 (Weierstraß) Ist f : [a, b] −→ C stetig, so existiert eine Folge (pn)
∞
n=1 von Poly-

nomen pn(x) mit lim
n→∞

‖pn − f‖∞ = 0 . Mit anderen Worten: Die Menge der Polynome C[x]

mit komplexen Koeffizienten ist dicht im Banachraum (C([a, b],C), ‖.‖∞) der komplexwertigen
stetigen Funktionen über [a, b] . (Ist f reellwertig, so können auch die pn(x) reell gewählt werden.)

Beweis. O.E.d.A. können wir annehemn, dass [a, b] = [0, 1] und f(0) = f(1) = 0 gilt. Wir

definieren γn =

(∫ 1

−1
(1− x2)ndx

)−1

und qn(x) = γn(1−x2)n . Es folgt
∫ 1

−1
qn(x) dx = 1 . Unter

Verwendung der Bernoulli’schen Ungleichung (1 + y)n ≥ 1 + ny , y > −1 , erhalten wir

1

γn
= 2

∫ 1

0
(1− x2)ndx ≥ 2

∫ 1√
n

0
(1− x2)ndx

≥ 2

∫ 1√
n

0
(1− nx2) dx = 2

[
x− nx3

3

] 1√
n

0

= 2

(
1√
n
− 1

3
√
n

)
=

4

3
√
n
>

1√
n
,

d.h., γn <
√
n . Für 0 < δ < 1 folgt qn(x) ≤

√
n(1− δ2)n , δ ≤ x ≤ 1 . Wir setzen

pn(x) =

∫ 1

−1
f(x+ t)qn(t) dt , 0 ≤ x ≤ 1

mit f(x) = 0 für x ∈ R \ [0, 1] . Es ist

pn(x) =

∫ 1−x

−x
f(x+ t)qn(t) dt =

∫ 1

0
f(s)qn(s− x) ds
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ein Polynom in x . Es sei nun ε > 0 beliebig. Dann existiert ein δ > 0 mit |f(x′) − f(x′′)| ≤ ε
2

∀x′, x′′ ∈ R : |x′ − x′′| < δ , so dass

|pn(x)− f(x)| =

∣∣∣∣
∫ 1

−1
[f(x+ t)− f(x)]qn(t) dt

∣∣∣∣

≤ 2 ‖f‖∞
[∫ −δ

−1
qn(t) dt+

∫ 1

δ
qn(t) dt

]
+
ε

2

∫ δ

−δ
qn(t) dt

≤ 4 ‖f‖∞
√
n(1− δ2)n +

ε

2
< ε ∀n ≥ n0(ε) , ∀x ∈ [0, 1] ,

womit der Satz bewiesen ist. ✷

Folgerung 7.7 Für jedes Intervall [−a, a] existiert eine Folge (pn)
∞
n=1 von reellen Polynomen

pn(x) mit pn(0) = 0 , die auf [−a, a] gleichmäßig gegen |x| konvergiert.

Wir betrachten im Weiteren Mengen A (auch Familien genannt) von Funktionen f : E −→ K

auf einer Menge E mit Werten in einem der Zahlenkörper K = R oder K = C .

Definition 7.8 Man nennt eine Familie A von Funktionen eine Algebra, wenn mit f, g ∈ A
und γ ∈ K auch f+g , γf und fg zu A gehören. Man sagt, dass A die Punkte von E separiert,
wenn für zwei beliebige, voneinander verschiedene Punkte x1, x2 ∈ E ein f ∈ A mit f(x1) 6=
f(x2) existiert. Man sagt, A verschwindet nirgends auf E , wenn zu jedem x ∈ E ein f ∈ A
mit f(x) 6= 0 existiert.

Folgerung 7.9 Es sei A eine Algebra von Funktionen auf E , die die Punkte von E separiert
und nirgends auf E verschwindet. Dann existiert zu beliebigen x1, x2 ∈ E mit x1 6= x2 und
beliebigen γ1, γ2 ∈ K ein f ∈ A , so dass f(xj) = γj , j = 1, 2 , gilt.

Beweis. Es existieren g, h1, h2 ∈ A mit g(x1)¬(x2) und hj(xj) 6= 0 , j = 1, 2 . Dann sind
u = gh2 − g(x1)h2 und v = gh1 − g(x2)h1 Elemente von A mit u(x1) = v(x2) = 0 und u(x2) =

[g(x2)− g(x1)] h28x2) 6= 0 , v(x1) = [g(x1)− g(x2)] h1(x1) 6= 0 . Die Funktion f =
γ1v

v(x1)
+

γ2u

u(x2)
hat die gewünschten Eigenschaften. ✷

Satz 7.10 (Stone-Weierstraß) Es sei A eine Algebra reellwertiger und stetiger Funktionen
auf einem kompakten metrischen Raum K . Separiert A die Punkte von K und verschwindet
nirgends auf K , so ist A dicht im Raum (C(K,R), ‖.‖∞) der stetigen reellwertigen Funktionen
auf K.

Mit anderen Worten: Zu jeder stetigen Funktion f : K −→ R existiert eine Folge von Funktionen
aus A , die auf K gleichmäßig gegen f konvergiert.

Beispiel 7.11 Die Algebra aller Funktionen f : T −→ C der Gestalt f(eix) =

n∑

k=0

γke
ikx , n ∈

N0 , γk ∈ C , separiert die Punkte des Einheitskreises T =
{
eix : 0 ≤ x < 2π

}
und verschwindet

nirgends auf T . Diese Algebra ist aber nicht dicht in (C(T,C), ‖.‖∞) .
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Satz 7.12 Es sei A eine Algebra komplexwertiger und stetiger Funktionen auf dem kompakten
metrischen Raum K mit der Eigenschaft, dass aus f ∈ A auch f ∈ A folgt, wobei f(x) := f(x) ,
x ∈ K . Separiert A die Punkte von K und verschwindet nirgends auf K , so ist A dicht im
Raum (C(K,C), ‖.‖∞) .

Beweis. Sei AR := {Re f : f ∈ A} . Es folgt AR ⊂ A , weil Re f = 1
2(f+f) gilt. Außerdem ist AR

eine Algebra, denn aus f1, f2 ∈ AR und γ ∈ R folgt die Existenz von g1, g2 ∈ A mit fj = Re gj ,
j = 1, 2 , so dass f1+f2 = Re (g1+g2) ∈ AR , γf1 = Re (γg1) ∈ AR und f1f2 =

1
2Re (g1g2+g1g2) ∈

AR . Die Algebra AR separiert die Punkte von K und verschwindet nirgends auf K , denn für
x1, x2 ∈ K mit x1 6= x2 existiert ein f ∈ A , so dass f(x1) = 1 und f(x2) = 0 (vgl. Folgerung 7.9)
und somit Re f(x1) = 1 6= 0 = Re f(x2) gilt. Nach Satz 7.10 ist AR dicht in (C(K,R), ‖.‖∞) . Ist
nun f ∈ C(K,C) , so folgt Re f, Im f ∈ AR ⊂ A und somit f = Re f + i Im f ∈ A . ✷
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