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7. Ubung zur Vorlesung Algebra, SoSe 2019

. Es seien p eine Primzahl und n € N. Zeigen Sie, dass die Charakteristik eines Korpers mit

p" Elementen gleich p ist.

. Zeigen Sie: Sind ¢ : K — K ein Kérpermonomorphismus und F = {z € K : p(z) = 2},

so ist F ein Unterkorper von K, der den Primkorper P(K) enthélt.

. Es seien K ein Korper der Charakteristik 0 und f € KJt] ein Polynom mit f(t + 1) =

f(1)f(t). Zeigen Sie, dass dann f =1 oder f = 0 gilt.

. Zeigen Sie: Sind L : K eine Korpererweiterung und a € L transzendent iiber K, so sind

a™ fir jedes n € N transzendent iiber K und K(a™) ein echter Unterkorper von K(a).

. Fiir eine Korpererweiterung L : K moge ein M € N existieren, so dass fiir jeden echten

Zwischenkorper M gilt [M : K| < M . Zeigen Sie, dass dann auch [L : K] endlich ist.

. Es seien a und b rationale Zahlen sowie z = av/2 + bv/3.

(a) Man gebe ein monisches Polynom f € Q[t] vierten Grades an, welches z als Nullstelle
hat.

(b) Man zeige, dass auch f(—av2 — bv/3) = 0 gilt.
(c) Man zeige, dass f(t) genau dann Minimalpolynom von z iiber Q ist, wenn ab # 0
gilt.

Man bestimme das Minimalpolynom von v/2 + ¥/2 iiber Q.

. Es seien p und ¢ verschiedene Primzahlen und L := Q(,/p, ¢/q) . Man zeige, dass dann

L =Q(y/p¥q) und [L: Q] = 6 gilt.

. Zeigen Sie, dass der Grad der Korpererweiterung L : Q mit L = Q({ V2:ne N}) unend-

lich ist.
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Es seien z, = e» ,n € N, und K die Menge der mit Zirkel und Lineal konstruierbaren
komplexen Zahlen. Man zeige:

(a) Aus z, € K folgt z9, € K.
(b) Aus d|n und z, € K folgt zg € K.
(¢) Aus zp, 2z € K und ggT(m, k) =1 folgt zpx € K.

Zeigen Sie, dass jede Korpererweiterung unendlichen Grades unendlich viele Zwischenkor-
per besitzt.

In einem Erweiterungskorper L von K mogen die Polynome f, g € K|[t] eine gemeinsame
Nullstelle besitzen. Zeigen Sie, dass dann ein nicht konstantes Polynome h € K][t] existiert,
welches gemeinsamer Teiler von f(t) und g(¢) ist.

Bestimmen Sie den Zerfillungskorper des Polynoms f € Z[t] iiber Q und bestimmen Sie
dessen Grad:

(a) f(t)=t*—p, p- Primzahl,

(b) f(t) =t"+4,

(¢) fO) = +4t+5)(t* +1).

Es sei K ein Kérper. Man zeige: Besitzt f(t) = t3 — 2 € K[t] eine mehrfache Nullstelle in
K, so gilt char K € {2,3} , und f(¢) hat eine dreifache Nullstelle.

Zeigen Sie: Sind M ein Zwischenkorper der Korpererweiterung L : K und a € L separabel
iiber K, so ist a auch separabel iiber M .



