3. Ubung zur Vorlesung Algebra, SoSe 2019

. Die Gruppe G operiere auf der Menge X . Man zeige:

(a) Es gilt Ggep = 9G.g ' Vge G, VreX.
(b) Fiir z € X ist G, genau dann Normalteiler in G, wenn G, = G, Vy € G o z gilt.

. Bestimmen Sie die Ordnung des Zentrums Z(G) einer nicht Abel’schen Gruppe G der
Ordnung p? mit einer Primzahl p.

. Eine Gruppe G der Ordnung 55 operiere auf einer Menge X mit 18 Elementen. Zeigen
Sie, dass G auf X mindestens zwei Fixpunkte besitzt. Was kann man im Fall |X| = 39
iiber die Anzahl der Fixpunkte aussagen?

. Es seien f: G — G ein Automorphismus der Gruppe G, p ein Primteiler der Ordnung
von G . Dieser Automorphismus habe die Primpotenzordnung p* > 1. Man zeige, dass es
dann ein g € G\ {e} mit f(g) = g gibt.

. Es sei n € N. Zeigen Sie mittels einer Operation von Zo auf der Menge der Teiler von n,
dass n genau dann eine Quadratzahl ist, wenn die Anzahl der Teiler von n ungerade ist.

. Man sagt, dass eine Gruppe G auf X transitiv operiert, wenn fiir jedes Parr (z,y) € X x X
ein g € G mit y = g e x existiert. Dies ist offenbar dquivalent zu Gex = X Vo € X . Es
sei G eine endliche Gruppe.

(a) Es seien U eine echte Untergruppe von G und X = U gUg™!. Zeigen Sie, dass

geG
dann X # G gilt.

(b) G operiere transitiv auf der endlichen Menge X mit |X| > 1. Zeigen Sie, dass dann
ein go € G mit {z € X : gp e x = x} = () existiert.

. Die Gruppe G operiere auf X . Fiir den Normalteiler U in G sei Y = {Uexz:2z € X} .
Man zeige:

(a) G operiert auf natiirliche Weise auf Y, d.h.,
GxY —Y, (gUezx)—»ge(Uex)={gez:zcUezx}

ist eine Operation.

(b) Operiert G transitiv auf X , so auch auf Y.

(c¢) Der Stabilisator von U e z ist gleich UG, .

(d) Sind a und b vertauschbare Elemente der Gruppe G, so operiert die Gruppe (a) auf
den (b)-Orbits (b) ez, z € X .

. Fiir eine nichtleere Teilmenge U C G der Gruppe G betrachten wir neben dem Nor-
malisator N(U) = Ng(U) = {g € G:gU =Uyg} von X in G auch den Zentralisator
Z(U) = ZgU) :={geG:gu=ugVuec U} von X in G. Die Gruppe G operiere auf
der Menge X aller nichtleeren Teilmengen U von G vermoge ge M := { gmg~t:me M } .
Dann gilt (vgl. Beispiele (B5) und (B6) der Vorlesung) Gy = Ng(U) und, im Fall einer
einelementigen Menge M = {m} , die Bezichung Gy = Zg(M) = Ng(m). Es seien U
und V nichleere Teilmengen von G . Man zeige:

(a) Aus U C V folgt Zg(U) D Zg(V).

(b) Esgilt U € Za((Za(U)) und Zg(U) = Za(Za((Zc(U))) -
(c) Aus z € Z(G) folgt Zg(g9) = Za(gz) Vg€ G.
)

(d) Es gilt Z(G) = () Zalg).
geG



