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Kapitel 1

Gruppen

Bezeichnungen:

e N:={1,2,...} - die Menge der natiirlichen Zahlen ohne die Null

Np:={0,1,2,...} - die Menge der natiirlichen Zahlen mit der Null

Z:={0,£1,£2,...} - die Menge der ganzen Zahlen

Q - Menge der rationalen Zahlen

R - Menge der reellen Zahlen

C - Menge der komplexen Zahlen

1.1 Grundlegende Begriffe

Definition 1.1 Unter einer Gruppe G verstehen wir eine nichtleere Menge G versehen mit
einer bindren Verkniipfung, d.h., mit einer Abbildung G x G — G, (a,b) — ab, die folgenden
Axiomen geniigt:

(G1l) Es existiert ein Einselement e € G, d.h., es gilt ae =ea =a Va € G.

(G2) Fiir jedes a € G existiert ein zu a inverses Element b=: a~! € G mit ab=ba = e.

(G3) Fiir beliebige a,b,c € G gilt (ab)c = a(bc).

Eine Gruppe ist also ein geordnetes Paar (G, -) aus einer nichtleeren Menge G und einer auf die-
ser definierten binédren Verkniipfung, die den Gruppenaxiomen (G1) — (G3) geniigt. Die Giiltig-
keit des Assoziativgesetzes (G3) erlaubt uns, einfach abc (ohne Klammern) zu schreiben.

Das Einselement und das Inverse zu einem Element sind eindeutig bestimmt, denn wéire €’ ein
weiteres Einselement, so folgt ¢/ = ¢’e = e, und aus ab = ca = e folgt c=ce = cab=-eb=1>.
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8 KAPITEL 1. GRUPPEN

Rechenregeln:

emeN:a:=¢,am:=a""ta,a™:= (a7 1)" (ganzzahlige Potenzen)
o m,n € Z: ama" = a™t", (a™)" = a™, (ab)™ = a™b™ falls ab = ba (Potenzgesetze)
a
—:=ab!
[ ] b a
e ac=bc = a=b, ca=cb = a=0b (Kiirzungsregeln)

Fine Gruppe entsprechend Definition 1.1 nennt man auch multiplikative oder multiplikative
geschriebene Gruppe. Schreibt man die Verkniipfung in der Form (a,b) — a+ b, so spricht man
von einer additiven oder additiv geschriebenen Gruppe. Die Gruppenaxiome schreiben sich
dann wie folgt:

(G1) Es existiert ein Nullelement § € G, dh.a+0=0+a=aVacG.

(G2) Fiir jedes a € G existiert ein zu a entgegengesetztes Element b =: —a € G mit
a+b=b+a=90.

(G3) Fiir beliebige a,b,c € G gilt (a+b)+c=a+ (b+c¢).
Rechenregeln in einer additiven Gruppe:

o« —(~a)=a, ~(a+b) = (~b) + (—a)
e meN:0a:=0, ma:=(m—1)a+a, (—m)a:=m(—a) (ganzzahlige Vielfache)
e m,n € Z: ma+na=(m+n)a, n(ma) =(nm)a, m(a+b) =ma+mbfallsa+b=>b+a
e a—b:=a+(-b)
ea+c=b+c = a=b, c+a=c+b = a=b
Man nennt eine Gruppe kommutativ bzw. Abel’sch, wenn fiir die Verkniipfung das Kommu-
tativgesetz gilt. Unter einer Untergruppe einer Gruppe (G, ) versteht man eine nichtleere
Teilmenge U C G, so dass (U, o) selbst eine Gruppe ist. Es sei bemerkt, dass das neutrale

Element in G auch stets neutrales Element in einer Untergrupp U ist. Denn sind e die Eins in
(G,-) und €’ die Eins in (U, ), so folgt ¢'e = ¢/ = €’¢’ , woraus durch Kiirzen ¢’ = e folgt.

Beispiele:

e (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) - additive Abel’sche Gruppen
e (Q\{0},), R\ {0},), (C\{0},) - multiplikative Abel’sche Gruppen

o GQMx™ GR™*™  GC™*™ - invertierbare Matrizen der Ordnung m > 2 bilden bzgl. der
Multiplikation nichtkommutative Gruppen
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® (Zm,+) - additive Abel’sche Gruppe der Restklassen modulo m (m € N)
° (Zf,fim, -) - multiplikative Abel’sche Gruppe der primen Restklassen modulo m

e Sind M # 0 und S(M) := {f: M — M bijektiv} , so ist (S(M),0) eine Gruppe, die
Permutationsgruppe oder symmetrische Gruppe iiber M .

Insbesondere: S,, := S({1,...,n}).

Satz 1.2 FEine nichtleere Teilmenge U C G der Gruppe G ist genau dann Untergruppe von G,
wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:
(a) a,b € U impliziert a=1b € U.

(b) a,b € U impliziert ab € U und a~! € U.

Beispiele:

e m €Ny, (m) :={nm:n € Z} ist Untergruppe von (Z,+).

e (Q\{0},-) ist Untergruppe von (R\ {0},-) und diese wiederum von (C\ {0},-).

Folgerung 1.3 Der Durchschnitt beliebig vieler Untergruppen einer Gruppe ist wieder eine Un-
tergruppe.

Sind G eine Gruppe und X C G eine Teilmenge, so nennt man (X) := ﬂ U, wobei
UeGx

Gx = {U: U ist Untergruppe von G mit X C U},

die von X erzeugte Untergruppe von G. Man kann zeigen, dass (X) aus allen endlichen Pro-
dukten von Elementen aus X U X ~! besteht. Eine von einem Element erzeugte Gruppe G, d.h.

JgeG:G=(g):={g})={¢":neZ},

heifit zyklische Gruppe. (in additiver Schreibweise: (g) = {ng:n € Z}) Man beachte, dass
nach Definition ((}) = {e} gilt. Unter der Ordnung einer Gruppe G versteht man ihre Michtig-
keit |G|. Wir schreiben |G| = oo, falls G unendlich viele Elemente hat. Ist g € G, so nennt man
ordg := | (g) | die Ordnung des Elementes g .

Beispiele:

o (Z,+) ist zyklische Gruppe unendlicher Ordnung, Z = (1) .
® (Zp,+) ist zyklische Gruppe der Ordnung m , Z,, = ([1]m) -

o |S,| =n!
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Satz 1.4 Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.
Folgerung 1.5 Ist U eine Untergruppe von (Z,+), so existiert ein m € Ng mit U = (m).

Satz 1.6 Es seien G eine Gruppe und g € G mit ordg =n € N. Dann gilt:

(a) (g) = {e,g, - ,g”_l} , und n ist die kleinste positive ganze Zahl mit g" = e.
(b) Es gilt g* = e genau dann, wenn k € (n) .

(¢) Ist m € N, so ord g™ = , wobei ggT(m,n) den grifiten gemeinsamen Teiler

ggT(m,n)
von m und n bezeichnet.

(d) Firm e N ist (¢™) = (g9) genau dann, wenn ggT(m,n) =1.
(e) Zu jedem Teiler d von n gibt es genau eine Untergruppe von (g) der Ordnung d .

1.2 Homomorphismen

Definition 1.7 Fine Abbildung ¢ : G1 — Go zwischen zwei Gruppen Gi und Go heifst
(Gruppen-)Homomorphismus, wenn sie strukturvertrdglich ist, d.h., fir beliebige a,b € G

gilt p(ab) = (a)p(b) .
Beispiele:

e (R,+) — (R\{0},"), z+>e€”

o (Z,+)— (Zpm,+), x— [x]m =2+ (M)
Definition 1.8 Finen Homomorphismus ¢ : G —> Go nennt man

e Monomorphismus, wenn er injektiv ist,

Epimorphismus, wenn er surjektiv ist,

Isomorphismus, wenn er bijektiv ist,

Endomorphismus, wenn Gy = Go (mit der gleichen Verkniipfung) gilt,

e Automorphismus, wenn er ein bijektiver Endomorphismus ist.

Definition 1.9 Zwei Gruppen G1 und Go mennt man zueinander isomorph, wenn ein Iso-
morphismus ¢ : G — Go existiert. In Zeichen: G1 = Go
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Es seien ¢ : G1 — G2 ein Homomorphismus und e; das neutrale Element in G; . Dann gelten
folgende Aussagen:

1. p(e1) =ea.

2. p(a!) = lp(a)] ", a€ Gy,

3. p(a”) =p(a)]”,acG1,neEZ,

4. Sind G} € G; und G} C G2 Untergruppen von G1 bzw. Ga, so sind das Bild ¢(G}) =

{p(a) : a € G}} und das Urbild ¢ }(G}) = {a € G1 : p(a) € G} Untergruppen von Go
bzw. G1 .

5. Der Kern ker ¢ = {a € G : ¢(a) = ea} des Homomorphismus ¢ ist eine Untergruppe der
Gruppe G .

6. Der Homomorphismus ¢ : G; — Gg ist genau dann injektiv, wenn ker ¢ = {e;} gilt.
7. Ist ¢ : G; — G2 ein Isomorphismus, so gilt dies auch fiir cp_l Gy — Gy
Offenbar ist die Verkettung von Homomorphismen ein Homomorphismus, also die Verkettung

von Isomorphismen ein Isomorphismus, woraus unter Verwendung von 7. folgt, dass “=” (vgl.
Definition 1.9) eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Gruppen definiert.

Mit (Aut G, o) bezeichnen wir die Automorphismengruppe der Gruppe G, die ja eine
Untergruppe der symmetrischen Gruppe (S(G), o) ist. Spezielle Elemente der Automorphis-
mengruppe sind die inneren Automorphismen. Das sind die Automorphismen ¢ : G — G
fiir die ein 2 € G existiert, so dass ¢(b) = xbz~! =: . (b) fiir alle b € G gilt. Die Abbildung
d: G — AutG, = — ¢, ist ein Homomorphismus. Der Kern dieses Homomorphismus ist
gleich

ker® ={re G:ay=yxVy e G} = Z(G)

und wird Zentrum der Gruppe G genannt.

Satz 1.10 Sind M; und My nichtleere Mengen gleicher Mdchtigkeit, so gilt S(M1) = S(Ma) .
Satz 1.11 (Cayley) Jede Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von S(G).
Folgerung 1.12 Jede Gruppe der Ordnung n € N ist isomorph zu einer Untergruppe von S, .

Beispiel 1.13 Sind G eine Gruppe, f: X — G eine bijektive Abbildung und

zoy:= [T (f(x) (),

so ist (X,0) eine zu G isomorphe Gruppe.
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1.3 Faktorgruppen und Isomorphiesitze

Satz 1.14 FEs scien G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe.

(a) Die Relation R =Ry = {(z,y) € G x G :ay~' € U} ist eine Aquivalenzrelation auf G,
die mit der Multiplikation auf G rechtsvertriglich ist, d.h. (zg,yg) € Ry V(z,y) € Ru,
Vg e G.

(b) Fiir die Aquivalenzklassen gilt [x]lr = Uz := {ux : v € U} .
(¢) Die Abbildung Ux — Uy, ux — uy ist korrrekt definiert und bijektiv.
(d) |Uz|=1|U| VzeG.

Die Aquivalenzklassen Uz nennt man Rechtsnebenklassen modulo U.

Folgerung 1.15 Es seien G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe.

(a) G= ] Uz

zeG
(b) UsNUy #0 <= zy ' e U < Uz =Uy
(c) Uz =U <= z€U

Beispiele:

emeN: G=(Z,+),U=(m)
(] G:S4,U:{UES4:O'(1):1}

Definition 1.16 Unter dem Index einer Untergruppe U einer Gruppe G versteht man die
Anzahl der verschiedenen Rechtsnebenklassen modulo U und bezeichnet diese Zahl mit |G : U]|.

Satz 1.17 (Lagrange) Es seien U eine Untergruppe der Gruppe G und wenigstens zwei der
Zahlen |G|, |U| und |G : U| endlich. Dann gilt |G| = |G : U|-|U].

Folgerung 1.18 FEs secien G eine endliche Gruppe und U C G eine Untergruppe. Dann gilt

(a) |U]| ist Teiler von |G],

(b) ord g ist Teiler von |G| fiir jedes g € G,

(¢) z!Gl = e Vz € G (kleiner Fermat’scher Satz).
)

(d) Ist |G| eine Primzahl, so ist G zyklisch.
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(e) Ist V. .C G eine weitere Untergruppe von G mit zu |U| teilerfremder Ordnung, so gilt
UnvVv=/{e}.

in C U eine weitere Untergruppe von G und wenigstens zwei der Zahlen : U,
f) Sind V.C U e ' U, G und ] | der Zahlen |G : U
|G : V| und |U : V| endlich, so gilt |G : V| =|G:U|-|U:V]|.

Analog zu Satz 1.14 kann man die Menge der Linksnebenklassen modulo U definieren. Der Satz
von Lagrange (Satz 1.17) gilt dann auch und zeigt, dass die Zahl der Linksnebenklassen gleich
der der Rechtnebenklassen ist und dass somit die Definition des Index |G : U| unabhéngig davon
ist, ob man Rechts- oder Linksnebenklassen betrachtet.

Definition 1.19 Wir nennen eine Untergruppe U einer Gruppe G Normalteiler, wenn fiir
alle g € G gilt gUg~! Cc U.

Beispiele:

e Jede Untergruppe einer Abel’schen Gruppe ist Normalteiler, z.B. (m) C (Z,+) .
e G=GC™™m U={AcG:det(4) =1}

Folgende Bedingungen sind zur Normalteilereigenschaft dquivalent:

e gUg ' =U VgeG

e gU=Uyg Vge G

e gUCUg Vge G

e Vr,yeG: sy 'eU «— zlyecU

Ist U ein Normalteiler in G, so bezeichnen wir mit G/U die Menge aller Nebenklassen modulo
U und versehen diese mit der Verniipfung (G/U) x (G/U) — G/U, (2U,yU) — (2y)U.

Satz 1.20 Ist U ein Normalteiler in G, so ist (G/U,-) eine Gruppe, die Faktorgruppe G
modulo U, wobei |G/U| = |G : U|. Die Abbildung 7 : G — G/U, g — gU ist ein Epimor-

phismus mit kerm = U .
Den Epimorphismus 7 nennt man auch kanonischen Epimorphismus.
Folgerung 1.21 Es seien G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe.

(a) U ist genau dann Normalteiler in G, wenn ein Homomorphismus ¢ : G — H mit
ker o = U euxistiert.

(b) Ist ¢ : G — H ein Homomorphismus, so gilt G/ ker ¢ = ¢(G). (Homomorphiesatz)
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(¢c) Fiir jedes n € N ezistiert genau eine (bis auf Isomorphie) zyklische Gruppe der Ordnung
n, namlich (Zy,+) . Jede unendliche zyklische Gruppe ist isomorph zu (Z,+) .
(d) Ist ¢ : G — H ein Monomorphismus, so gilt G = ¢(G).

(e) Ist V ein Normalteiler in G, so sind UV eine Untergruppe von G und UNV ein Nor-
malteiler in U. Dabei gilt UV/V =2 U/(UNV). (Erster Isomorphiesatz)

(f) Sind U und V Normalteiler in G mit U C 'V, so ist V/U Normalteiler in G/U , wobei
(G/U)/(V/U) =2 G/V gilt. (Zweiter Isomorphiesatz)

Beispiel 1.22 FEs gibt (bis auf Isomorphie) genau zwei Gruppen der Ordnung 4, die zyklische
Gruppe der Ordnung 4 und die Klein’sche Vierergruppe V4.

Beispiel 1.23 Es seien G = (R,+), H = (T,-) (T - Einheitskreis) und ¢ : G — H, z +—
e?™e s folgt R/Z=T.

Beispiel 1.24 FEs seien G = (OR™*™ ) die Gruppe der orthogonalen Matrizen der Ordnung
m,H=({-1,1},) und ¢ : G — H, A— det(A). Es folgt
ker o = {A € OR™™ : det(A4) = 1} =: SOR™*™

und OR™* ™ /SOR™ ™ =~ H = (Z1,+) .

1.4 Die Sylow’schen Sitze

Definition 1.25 Man sagt, eine Gruppe G operiert auf einer nichtleeren Menge X , wenn
eine Abbildung G x X — X, (g,x) — g e x mit folgenden FEigenschaften gegeben ist:
(O1) he(gex)=(hg)ex Vh,ge G,Vze X,

(02) cox=xVreX.
Beispiele:

(B1) Mittels g ® z := x operiert jede Gruppe G auf jeder nichtleeren Menge X .

(B2) Die Gruppe G = (R, +) operiert auf X = R? mittels ¢ @ x := x4 tzg, wobei 29 € R?\ {O}
ein fest gewihlter Vektor ist.

(B3) Die Gruppe G = (R, +) operiert auf X = C mittels t ® z := e’z

Operiert G auf X , so ist

RG)={(z,y) e X xX:dge G mit gex =y}



1.4. DIE SYLOW’SCHEN SATZE 15

eine Aquivalenzrelation auf X . Die Aquivalenzklassen bzgl. R(G) nennt man Orbits. Fiir z € X
ist
[Z]re) ={9er:9€ G} =Gex.

Im Beispiel (B1) sind die Orbits alle einelementigen Teilmengen von X , im Beispiel (B2) sind
es zueinander parallele Geraden, und im Beispiel (B3) sind es die Kreislinien um den Koordina-
tenursprung.

Beispiel:

(B4) Die Gruppe G = (Z?, +) operiert auf X = R? mittels (m,n) e (z,y) := (x +m,y+n) . Die
Orbits sind Punktegitter [(z,y)| ) = {(z +m,y +n) : (m,n) € Z*} .

Operiert G auf X , so nennt man G, := {g € G : g ez = x} den Stabilisator von z € X in G.
Er ist eine Untergruppe von G . Die Abbildung gex — ¢gG, ist eine wohldefinierte und bijektive
Abbildung des Orbits G e x auf die Menge der Linksnebenklassen modulo G, . Es gilt also

|Gez|=|G:G,| Vze X. (1.1)

Im Fall einer endlichen Gruppe G ist also |G e z| ein Teiler der Gruppenordnung |G|. Unter
einem Reprisentantensystem V C X verstehen wir eine Menge, die aus jedem Orbit genau
ein Element enthélt. Ein © € X heifit Fixpunkt unter der vorliegenden Gruppenoperation, wenn
gex =z fiir alle g € G gilt. Die Menge aller dieser Fixpunkte bezeichnen wir mit Fixg(X) . Ist
V' ein Représentantensystem, so gilt

X[ =[Fixg(X)|+ > [G:Gy. (1.2)
zeV:|G:Gz|>1

Satz 1.26 FEs sei p eine Primzahl. Eine Gruppe G der Ordnung p" operiere auf der endlichen
Menge X . Dann gilt
|X| = |Fixg(X)| mod p.

Folgerung: Sind (unter den Voraussetzungen von Satz 1.26) | X| und p teilerfremd, so existiert

wenigstens ein Fixpunkt.

Beispiele:

(B5) Es seien G eine Gruppe, X C G nichtleer und X¢g = {ng_l 1g € G} die Menge der zu X
konjugierten Teilmengen von G . Die Gruppe G operiert auf Xg mittels heY := hYh~!.

Es folgt GeY = X fiir alle Y € Xg. Es gibt also nur einen Orbit, Xg selbst. Der
Stabilisator von X in G ist gleich

GX:{gEG:ng_l:X}:{gGG:gX:Xg}::N(X).
N(X) wird der Normalisator von X in G genannt. Es folgt

(Xl =[G N(X)|. (1.3)
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(B6) Eine Gruppe G operiert auf sich selbst (X = G) vermoge der Abbildungsvorschrift gez :=
grg~!. Die Orbits sind hierbei Klassen zueinander konjugierter Elemente, G e z =
{gycg_1 1g € G} . Der Stabilisator G ist gleich dem Normalisator N(z) von z € G in G,
N(z) = {g€ G: gz =g} . Aus Fixg(G) = {z € G:gzg ' =aVge G} = Z(G) und
(1.2) folgt

Gl=1z@+ Y |G:N@) (1.4)
z€V:|G:N(x)|>1

fiir jedes Reprisentantensystem V C G.
Aus den Beispielen (B5) und (B6) ergeben sich zwei Folgerungen.

Folgerung 1.27 Die Anzahl der zu einer Untergruppe U C G konjugierten Untergruppen ist
gleich dem Index des Normalisators von U in G.

Folgerung 1.28 Ist G eine Gruppe der Ordnung p”, p - Primzahl, r € N, so hat G ein nicht-
triviales Zentrum.

Lemma 1.29 Sind m,n,r € N, p eine Primzahl, n = p"m und ggT(p,m) = 1, so ist p"—5+!

kein Teiler von (p”s) fiir jedes s € {1,...,r} .

Satz 1.30 (Erster Sylow’scher Satz) FEs seien m,r € N, p eine Primzahl, ggT(p,m) = 1
und G eine Gruppe der Ordnung n = p"m. Dann gibt es zu jedem s € {1,...,r} eine Unter-
gruppe von G der Ordnung p®.

Folgerung 1.31 (Satz von Cauchy) Ist die Primzahl p Teiler der Gruppenordnung |G|, so
gibt es in G ein Element der Ordnung p.

Definition 1.32 FEs sei p eine Primzahl. Man nennt eine Gruppe G eine p-Gruppe, wenn
die Ordnung eines jeden FElementes von G eine Potenz von p ist. Fine Untergruppe U C G
heiffit p-Sylow-Gruppe von G, wenn U eine p-Gruppe ist und es keine U echt umfassende
p-Untergruppe von G gibt.

Nach Satz 1.6,(b) gilt a* = e genau dann, wenn & ein Vielfaches der Ordnung von a ist. Deshalb
ist G genau dann eine p-Gruppe, wenn zu jedem a € G ein k € Ny existiert, so dass a?’ = e ist.

Folgerung 1.33 Es seien G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.
(a) G ist genau dann eine p-Gruppe, wenn |G| eine Potenz von p ist.

(b) Ist |G| = p"m, ggT(p,m) = 1, so ist jede Untergruppe von G der Ordnung p" eine
p-Sylow-Gruppe von G, wobei wenigstens eine solche p-Sylow-Gruppe existiert.
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(¢) Ist U C G eine p-Untergruppe (bzw. p-Sylow-Gruppe) von G, so ist jede zu U konjugierte
Untergruppe p-Untergruppe (bzw. p-Sylow-Gruppe) von G . (Hierbei muss G nicht endlich
sein!)

Satz 1.34 (Zweiter Sylow’scher Satz) Es seien p eine Primzahl, r,m € N, |G| = p"m,
geT(p,m) =1 und U C G eine p-Sylow-Gruppe von G . Ist V. C G eine p-Gruppe, so existiert
eina € G mitaVa™! Cc U.

Folgerung 1.35 Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3/ gilt:

(a) Alle p-Sylow-Gruppen von G sind zueinander konjugiert und haben die Ordnung p" .
(b) Eine p-Sylowgruppe von G ist genau dann Normalteiler in G, wenn sie die einzige p-

Sylow-Gruppe von G ist.

Lemma 1.36 Es seien U C G eine p-Sylow-Gruppe von G und a € G. Dann gilt:

(a) Ist a € N(U) und hat [a]u € N(U)/U eine p-Potenz als Ordnung, so ist [a]y = U.
(b) Hat a eine p-Potenz als Ordnung und ist aUa™' = U, so folgt a € U.
Satz 1.37 (Dritter Sylow’scher Satz) Es sei G eine endliche Gruppe, deren Ordnung durch

die Primzahl p teilbar ist. Dann ist die Anzahl der p-Sylow-Gruppen von G ein Teiler von |G|
und von der Form 1+ kp mit einem k € Ny.

Beispiele zur Anwendung der Sylow’schen Sétze: Es sei stets p eine Primzahl.

(A1) Eine Gruppe der Ordnung p? ist Abel’sch.
(A2) Ist eine Gruppe der Ordnung p? nicht zyklisch, so ist sie isomorph zu Z, x Z, .

(A3) Jede Gruppe G der Ordnung p” , r € N besitzt einen Normalteiler der Ordnung p"~!. Es
gibt somit eine Folge von Untergruppen

{e}=UycCcU;C...cU,_; CU, =G,
so dass |U,| = p’ und U;_; Normalteiler in U; ist.

(A4) Sind p und ¢ Primzahlen mit p < ¢ und G eine Gruppe der Ordnung pq, so gibt es genau
eine ¢-Sylow-Gruppe von G . Gilt auflerdem ¢ ¢ {1 + kp : k € N} | so gibt es auch nur eine
p-Sylow-Gruppe von G . In diesem Fall ist G isomorph zur Gruppe Z, x Z; , die wiederum
isomorph zu Z,, ist.
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1.5 Die symmetrischen Gruppen §,

Wir fassen S,, auch als Untergruppe von S(N) auf.

Definition 1.38 FEine Permutation f € S(N) nennen wir r-Zykel, wenn r paarweise verschie-
dene Zahlen j1,..., 7, € N existieren, so dass

fOr) =k, k=1,...,r =1, f(r)=j1 und f(m)=mVmeN\{j,....j}

gilt. Wir schreiben dann f in der Form (j1,...,Jr). Fin 2-Zykel (j1, j2) heifst Transposition.
Fiir die identische Abbildung f = id schreiben wir (1). Wir sagen, dass zwei Zykeln (j1,...,Jr)
und (k1,...,ks) disjunkt sind, wenn {j1,...,5.} N {k1,.... ks} =0 gilt.

Rechenregeln:

(Z1) (J1d2s---»dr) = (25335« -5 Jrsd1) = oo = (Grs G155 Jr—1) s

(22) (G1seeosdr) = Groee oy k) © Gy oo vdr) s 2< k<1 — 1,

(23) (1, .- dr) = (1, J2) © (J2, J3) © - - - © (Jr—1,r) »

(Z4) Gty s i)™= (j, 202 )5 WObe s = fmts mod r) > also ord (ju, ..., jir) =7,
(Z5) (ju--s )™t = (o0 1)

(26) fo(iu,--rir) o ft = (f(),--, f(Gr) ¥ € SIN).

f
(Z7) Disjunkte Zykeln sind vertauschbar.

Folgerung 1.39 Fir n € N definieren wir f, = (k,n+ 1), k € {1,...,n} und for1 = (1).

Dann sind die Nebenklassen fr oSy, k=1,...,n paarweise disjunkt, und es gilt
n+1
Spy1 = U JkoSn.

Folgerung 1.40 Sein € N.

(a) |Spt1:Snl=n+1 und |S,| =n!
(b) Sn = <{(1’2)7 (173)3 ) (17n)}>

Sind g € S, @« = ordg und G = (g) , so operiert G auf X = {1,2,...,n} mittels (h,m) —
h e m := h(m). Die Orbits sind dabei von der Gestalt

Gem={h(m):he (g)}={m,g(m),...,g° ' (m)} .

Ist g = (j1,...,Jr) ein Zykel mit r > 2, so ist {ji,... ,jr} der einzige Orbit, der mehr als ein
Element von X enthilt. Ist umgekehrt G °j = { Js g( s g? Y j)} der einzige Orbit mit mehr
als einem Element, so folgt g = (j a(§), ..., g% )
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Satz 1.41 Jede Permutation f € Sy, ist (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutig als Pro-
dukt paarweise disjunkter Zykeln darstellbar (kanonische Faktorisierung einer Permutation).

Beweis. Seien also f € S,, G = (f), X = {1,2,...,n} und X = |J X} mit paarweise
k=1
disjunkten Orbits X = {fi(mk) :4=0,...,ord f — 1} (bzgl. obiger Operation G x X — X,

m > h em := h(m)). Wir definiern fj, € S,, durch

) { FG) g€ X,
k\J) = . .

Jo I¢ Xk,
Besteht X}, aus nur einem Element, so ist f|x, = id, also f; = id. Seien 0.E.d.A. X;,..., X,
die Orbits, die mehr als ein Element enthalten. Dann sind nach obigen Uberlegungen die f,
k=1,...,r paarweise disjunkte Zykeln und f = fio...0 f,.

Es sei nun f = g1 0 ... 0 g; eine weitere Faktorisierung von f in paarweise disjunkte Zykeln.
Mit Y} bezeichnen wir den nichtrivialen orbit des Zykels g . Dann ist Y3 auch (nichttrivialer)
Orbit von f, und f hat keine weiteren nichttrivialen Orbits, so dass (nach evtl. Umnumerierung)
Y, =Xi,k=1,...,t =7r. Nun ist aber auch

N fG) e =X | B
gk(])_{ ] . ]QY::X:}_fk(j)’ ]E{l,...,ﬂ},k—l,...,T‘

alsogr = fr, k=1,...,r. O

Beispiele:

¢ (2364731) = (1,2,5,7) 2 (3,6)

(1,4,7,6,3)0(2,4,3) 0 (4,5,8,1) = (2,7,6,3) o (4,5,8)

[(2,4,3)0((1,5,6,8)]'" = (2,3,4) 0 (1,5,6,8)

Bis auf Isomorphie gibt es nur die Gruppen Zg und S3 als Gruppen der Ordnung 6.

e Die Elemente der S sind

(1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4),

(1,2,3), (1,3,2), (2,3,4), (2,4,3), (1,2,4), (1,4,2), (1,3,4), (1,4,3),
(1,2) 0 (3,4), (1,4) 0 (2,3), (1,3) 0 (2,4),

(1,2,3,4), (1,2,4,3), (2,1,3,4), (2,1,4,3), (4,2,3,1), (1,3,2,4)

Wir bestimmen Untergruppen der Sy mit der Ordnung 4 und der Ordnung 8:

U ={(1),(1,4)0(2,3),(1,2) 0 (3,4),(1,3) 0 (2,4)} ,
U = {(1),(1,3),(2,4),(1,3) 0 (2,4)} ,
Us =U UU2U{(1,2,3,4),(1,4,3,2)}
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Satz 1.42 Sein € N\ {1} . Die Abbildung

e: S, —{1,-1}, free(f):= H fG) — f(k)

1<j<k<n 17 k
ist ein Epimorphismus von S,, auf die Untergruppe ({1,—1},-) der Gruppe (R\ {0},-). Dabei
gilt e(f) = (=1)", falls f als Produkt von r Transpositionen darstellbar ist.

Man nennt ¢(f) die Signatur der Permutation f € S, und f gerade bzw. ungerade, falls
e(f) =1 baw. e(f) = —1 ist.

Beispiele:

e (1) ist gerade.
e Jede Transposition ist ungerade.

o (1, dr)) = e((Jrd2) oo 0 (r—1,4r)) = (51, 52)) -+~ €((r—1, 5r)) = (1)

Die Menge aller geraden Permutation A,, C S,, ist wegen A,, = kere und S,,/ A, = ({1,—1},-)
ein Normalteiler in S,, der Ordnung n!/2 und wird alternierende Gruppe vom Grad n
genannt.

Eine Gruppe G heifit einfach, wenn sie mindestens zwei Elemente enthélt und nur {e} und
G als Normalteiler besitzt.

Beispiel:
e Die alternierende Gruppe A4 ist Untergruppe der Ordnung 12 der Sy .

Folgerung 1.43 Sein € N\ {1,2} .

(a) Die Gruppe A,, wird von den 3-Zykeln in S, erzeugt.
(b) Fiirn > 5 existiert zu jedem Paar f,g € Ay, von 3-Zykeln ein h € A, mit f =hogoh™!.

(¢) Fiirn >5 ist A, einfach.
Beispiel:

e Die alternierende Gruppe A5 besitzt keine Untergruppe der Ordnung 30, die alternierende
Gruppe A4 keine Untergruppe der Ordnung 6.



Kapitel 2

Ringe und Korper

2.1 Ringe

Definition 2.1 Fin Ring R ist eine additive abelsche Gruppe mit mindestens zwei Elementen,
in der zusdtzlich eine assoziative Multiplikation (a,b) — ab erklirt ist, so dass die Distributiv-
gesetze a(b+ ¢) = ab+ ac und (a + b)c = ac + be fir alle a,b,c € R erfillt sind.

Ist auch die Multiplikation in einem Ring kommutativ, so spricht man von einem kommutati-
ven Ring. Existiert in R ein neutrales Element (mit 1 bezeichnet) beziiglich der Multiplikation,
so sprechen wir von einem Ring mit Einselement.

Beispiele:

o (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,) sind kommutative Ringe mit Einselement.
® (Zp,+,-) ist der Restklassenring modulo m mit der Null [0],, und der Eins [1],, .
e (RX,+,-) : Hierbei sind X eine nichtleere Menge, R ein Ring, R* = {f : X — R} die
Menge aller Abbildungen von X in R und
(f +9)() == f(a) + g(x), (f9)(x):=f(z)g(z), fgeRY, zeX.
Spezialfall: R{L-m} = R™
o (R™" +,-) mit
[ ajk ]j,k:l + [ b ]j,kzl = [ aji + bk ]j,kzl

und
n

[ ajn ]j,lj:l [ b ]ngl = [ Zajibik ]
=1

Jk=1

21
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Rechenregeln in einem Ring (R, +,-) : Fiir alle z,y € R gilt

e Jx =20=0,
o (—1)y=y(—r) = —(2y) und (—z)(~y) = 2y,

e z—y:=z+(-y),

n

(x+y)" = Z (Z)w"_kyk, n €N, falls zy = yx .
k=0

Definition 2.2 Sind (R,+,-) und S,+,-) Ringe, so nennen wir eine Abbildung ¢ : R — S
einen Ringhomomorphismus, wenn ¢ : (R,4+) — (S,+) ein Gruppenhomomorphismus ist

und p(zy) = p(z)e(y) fir alle z,y € R gilt.

Die Bezeichnungen Monomorphismus, usw. aus der Gruppentheorie werden auch hier verwendet.
Eine Teilmenge U eines Ringes R, die mindestens zwei Elemente enthilt, heifit Unterring von
R, wenn (U, +) eine Untergruppe von (R, +) ist und U-U C U gilt, was genau dann der Fall
ist, wenn aus x,y € U folgt t —y € U und zy € U.

Beispiele:

e (m) ist ein Unterring von (Z, +, ).

e Sind R und S Ringe, U C R und V C S Unterringe sowie ¢ : R — S ein Ringhomomor-
phismus, so sind ¢(U) und ¢~ (V) Unterringe von S bzw. R oder gleich {0} . Somit sind
auch ker ¢ und ¢(R) Unterringe oder gleich {0} .

Definition 2.3 Fine nichtleere Teilmenge J eines Ringes R nennt man Linksideal (bzw.
Rechtsideal) von R, wenn (J,+) Untergruppe von (R,+) ist und wenn zu € J (bzw. ux € J)
fir alle x € R und alle w € J gilt. Ist J Links- und Rechtsideal, so nennt man J ein Ideal.

Beispiele:

e (m) ist ein Ideal in (Z,+, ).
e Seien zp € X und R = {f € R¥ : f(z9) =0} . Dann ist Ry} ein Ideal in R..

Satz 2.4 Es seien J1 C R und Jo C S Ideale sowie ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.
Dann ist o=1(J2) ein Ideal in R, also auch ker ¢ . Ist ¢ surjektiv, so ist auch ©(J1) ein Ideal
n S.

Sei J C R ein Ideal im Ring R. Wir nennen zwei Elemente z,y € R kongruent modulo
J, wenn z — y € J gilt, in Zeichen z = y mod J. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf
R, die zugehorigen Aquivalenzklassen sind von der Gestalt  + J und werden Restklassen
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modulo J genannt. Die Menge aller dieser Restklassen bezeichnen wir mit R/J . Definiert man
(z+I)+w+I)=(+y)+Jund (z+J)(y+J) =2y + J, so erhilt man einen Ring, den
Restklassenring modulo J. Die Abbildung 7 : R — R/J, z +— z + J ist ein Epimorphismus
und wird kanonischer Epimorphismus genannt. Dabei gilt kerm = J.

Satz 2.5 FEs seien R und S Ringe.

(a) Eine Menge J C R ist genau dann ein Ideal, wenn sie Kern eines Ringhomomorphismus
15t.
(b) Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so gilt R/ ker ¢ = ¢(R).

(Homomorphiesatz)

(c) Sind U C R ein Unterring und J C R ein Ideal, so ist UNJ ein Ideal in U, wobei
(U+J)/3=U/(UNJ) gilt. (erster Isomorphiesatz)

(d) Sind J1 und Jo Ideale in R mit J1 C Jo, so ist Jo/J1 ein Ideal in R/Jy1. Dabei gilt
(R/J1)/(J2/J1) 2 R/J,. (zweiter Isomorphiesatz)

Da der Durchschnitt beliebig vieler Ideale eines Ringes R wieder ein Ideal ist, kann man das
von einer nichtleeren Menge X C R erzeugte Ideal (X) als den Durchschnitt aller Ideale in R
definieren, die X enthalten. Das von X C R erzeugte Ideal (X) besteht aus allen endlichen
Summen von Produkten der Form nu, xu, uy und xuy, wobei u € X, z,y € Rund n € Z
beliebig sind. Ein Ideal, welches von einem Element erzeugt wird, heifit Hauptideal. Fiir ({u})
schreiben wir auch nur (u).

Folgerung 2.6 Ist R
(a) ein Ring mit Fins, so besteht (X) aus allen endlichen Summen von Produkten der Form

xuy mitu € X, z,y € R, z.B. (u) = RuR,,

(b) ein kommutativer Ring, so besteht (X) aus allen endlichen Summen von Produkten der
Form zu und nu mitu € X, x € Rundn € Z, z.B. (u) = Ru+ Zu,

(c) ein kommutativer Ring mit Eins, so besteht (X) aus allen endlichen Summen von Produk-
ten der Form zu mit w € X undz € R, 2z.B. (u) = Ru.

Definition 2.7 Ein Element z € R\ {0} eines Ringes R nennen wir Nullteiler, wenn ein
y € R\ {0} mit xy = 0 oder yx = 0 existiert. Der Ring R heifit nullteilerfrei , wenn er keine
Nullteiler besitzt.

Beispiel 2.8 Der Ring der ganzen Zahlen 7 ist nullteilerfrei. Der Restklassenring Z.,, modulo
m (m € N\ {1}) ist genau dann nullteilerfrei, wenn m eine Primzahl ist.

Man beachte: Ist a € R\ {0} kein Nullteiler, so gelten die Kiirzungsregeln

ar=ay — x=y und za=ya — T =Yy.
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Definition 2.9 Man sagt, dass ein Ring R die Charakteristik char R = 0 hat, wenn es in
der Gruppe (R,+) keine von Null verschiedenen Elemente endlicher Ordnung gibt. Sonst setzt
man

charR =min{n € N: 3z € R\ {0} mit nx =0} .

Satz 2.10 FEin nullteilerfreier Ring R mit Einselemt 1 hat entweder die Charakteristik 0 oder
eine Primzahl p als Charakteristik, die gleich der Ordnung von 1 in (R,4) ist und fir die
aufserdem pr = 0 fiir alle z € R gilt.

2.2 Integritatsringe

FEinen nullteilerfreien kommutativen Ring nennt man Integritéitsring.

Man beachte: Wihrend Z ein Integritétsring ist, sind seine homomorphen Bilder Z,, im Fall,
dass m € N\ {1} keine Primzahl ist, keine Integritétsringe.

Unter einem Primideal J C R eines kommutativen Ringes R versteht man ein Ideal J # R,
fiir welches aus z,y € R und zy € J folgt x € J oder y € J.

Folgerung 2.11 In einem kommutativen Ring R ist (0) genau dann ein Primideal, wenn R
ein Integrititsring ist. Somit ist (0) in Z ein Primideal. Weiter ist (p), p € N genau dann ein
Primideal in Z , wenn p eine Primzahl ist.

Folgerung 2.12 FEs seien R ein kommutativer Ring und J C R ein Ideal mit J # R.. Folgende
Aussagen sind dann dquivalent:

(a) J ist ein Primideal.

(b) R/J ist ein Integrititsring.

(¢) Es gibt einen Ringhomomorphismus ¢ : R — S in einen Integrititsring S, wobei ker ¢ =
J gilt.

Definition 2.13 Seien R ein Integrititsring mit Fins und x,y € R. Man sagt = teilt y (in
Zeichen: z|y), oder x ist Teiler von y, oder y ist Vielfaches von x , wenn ein z € R mity = zx
existiert.

Regeln: Es gilt

e 1|z, |0 und z|x fiir alle z € R,
e x|l genau dann, wenn x invertierbar ist, also eine sogenannte Einheit in R ist,

o zly = xzlyzVz € R,



2.2. INTEGRITATSRINGE 25

e zlyp, k=1,....n = z|(z1p1 + ...+ znyn V2 € R,

o 2y, ylr = z|z,

o zly < ye(r) < (y) C(2),

o 2y, ylr < (y) = () <= y = xz mit einer Einheit z.
Die Menge der Einheiten eines Ringes R mit Eins bezeichnen wir mit R*. Zwei Elemente
xz,y € R nennen wir assoziiert, wenn ein z € R* mit © = yz existiert, in Zeichen: x ~ y. Es
gilt also: x ~y <= (z) = (y). Ein Element p € R\ (R* U {0}) heifit Primelement, wenn
aus x,y € R und p|xy folgt p|x oder ply. Man nennt p € R\ (R*U{0}) irreduzibel, wenn aus
z,y € R und p = zy folgt x € R* oder y € R*. Wir nennen einen Teiler x von y einen echten

Teiler, wenn z weder zu R* gehort noch assoziiert zu y ist. Ein p ist also irreduzibel, wenn es
keine echten Teiler besitzt.

Folgerung 2.14 Es secien R ein Integrititsring mit 1 und p € R\ (R* U {0}). Dann ist

(a) p genau dann ein Primelement, wenn (p) ein Primideal ist,
(b) p genau dann irreduzibel, wenn aus (p) C (x) # R folgt (p) = (z),

(c) jedes Primelement irreduzibel.

Definition 2.15 FEs sei R ein Integritdtsring mit 1. Fin gemeinsamer Teiler d der Elemente

r1,...,T, € R heifft groBter gemeinsamer Teiler der x4, ...,x,, wenn jeder gemeinsame
Teiler der x1,...,x, auch Teiler von d ist. Die Menge der grifiten gemeinsamen Teiler von
X1,..., Ty bezeichnen wir mit ggT(x1,...,xy,). Die Elemente x1,...,x, heiflen relativ prim

oder teilerfremd, wenn ggT(x1,...,z,) C R* gilt.

Beachte: Aus dj,dy € ggT(x1,...,x,) folgt di ~ dy.
Einen Integritétsring mit 1, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, nennen wir Hauptidealring
Das von 1, ...,x, € R erzeugte Ideal bezeichnen wir mit (x1,...,2,).

Satz 2.16 FEs scien R ein Hauptidealring und z1,...,x, € R.

(a) Es gilt d € ggT(x1,...,zy,) genau dann, wenn (d) = (z1,...,Zy) .

(b) Es ist ggT(x1,...,2n) # 0, und fir d € ggT(x1,...,x,) existieren r1,...,r, € R mit
d=rzx1+...+rx,.

(c¢) Die x1,...,xy, sind genau dann relativ prim, wenn r1,...,r, € R existieren, so dass
1l=riz1+...+rpx, gilt

(d) Sind a,b € R teilerfremd, so folgt aus albc, dass a|c, sowie aus alc und blc, dass ab|c.
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Ein Ideal J # R im Ring R heiffit maximal, wenn fiir jedes Ideal J; C R mit J C J; # R folgt
J =J;. Ein Ring R heifit einfach, wenn er nur die trivialen Ideale {0} und R besitzt.

Folgerung 2.17 Ist R ein einfacher kommutativer Ring mit 1, so gilt R* = R\ {0} .

Folgerung 2.18 Sei J # R ein Ideal im Ring R..

(a) Sind J mazimal und J; C R ein nicht in J enthaltenes Ideal, so gilt J+J; = R.
(b) J ist genau dann mazimal, wenn R/J einfach ist.

(¢) Ist R ein Hauptidealring, so ist p € R genau dann ein Primelement, wenn es irreduzibel
ist, und das ist genau dann der Fall, wenn (p) maximal ist.

(d) Ist R ein Hauptidealring, so ist jedes x € R\ (R*U{0}) als Produkt endlich vieler Prim-
elemente darstellbar.

Sind R ein Integritdtsring mit 1 und p € R ein Primelement sowie £ € R beliebig, so ist p
Teiler von = oder p und z sind teilerfremd. Insbesondere sind zwei Einheiten assoziiert oder
teilerfremd. Hieraus kann man schliefen, dass die in Folgerung 2.18,(d) erwahnte Faktorisierung
bis auf die Reihenfolge der Faktoren und bis auf Einheiten eindeutig ist.

Einen Integritétsring R nennt man Euklidischen Ring, wenn eine Abbildung A : R\ {0} —
Np mit folgender Eigenschaft existiert: Fiir beliebige a,b € R mit b # 0 existieren ¢,r € R, so
dass a = bg + r und r = 0 oder h(r) < h(b) (Division mit Rest).

Folgerung 2.19 Jeder Euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beispiel 2.20 Z[V2] = {z +yV2:z,y € Z} ist ein Unterring von R und somit ein Integritits-
ring (mit 1). Zusammen mit der Abbildung h : Z[v/2]\ {0} — N, z +3v/2 — |22 — 2| erweist
sich dieser als Fuklidischer Ring.

Beispiel 2.21 Z[v/-5] = {z +iV5: 2,y € Z} ist Unterring von C. Die einzigen Einheiten in
Z[\/—5] sind £1. Die Zahl 3 ist irreduzibel in Z[/—5] , aber kein Primelement. Somit ist Z[v/—5|
auch kein Hauptidealring (vgl. Folgerung 2.18).

2.3 Korper

Definition 2.22 Unter einem Schiefkérper verstehen wir einen Ring (R,+,-) mit Eins 1,
fir den R* = R\ {0} gilt. Ein kommutativer Schiefkorper heiffit Korper. Einen Unterring eines
Ringes R nennen wir Unterkérper bzw. Teilkorper von R, wenn er selbst ein Schiefkorper
15t.

Ein Ring R ist somit genau dann ein Schiefkoérper, wenn (R \ {0}, -) eine Gruppe ist.
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Beispiel 2.23 FEs seien R ein Integrititsring mit 1 und F(R) = {(m,y) cR?:y# 0} . Durch

(w1,91) ~ (72,92) <= def T1Y2 = T2U1

wird auf F(R) eine Aquivalenzrelation definiert. Die Menge der Aquivalenzklassen [(x,y)]~ be-
zeichnen wir mit Q(R) und definieren

(w1, 91)]~ + [22, y2) |~ = [(T192 + 22y1, Y1ye)l~ s [(@1,91)]~ - [22,92)]~ = [(2122, Y1y2)]~ -

Dann ist (Q(R),+,-) ein Kérper, der Quotientenkodrper des Integrititsringes R. Die Abbil-
dung
¢:R— QMR), z [(z,1)]~

ist ein Ringmonomorphismus. Man kann deshalb R mit dem Bild o(R) in Q(R) identifizieren.

Unter dem Primkorper P(R) eines Schiefkorpers R versteht man den kleinsten in R enthal-
tenen Unterkorper, d.h. den Durchschnitt aller Unterkérper von R (die ja {0, 1} enthalten). Ist
die Charakteristik von R gleich 0, so ist P(R) isomorph zu (Q, +,-) . Ist die Charakteristik von
R gleich p # 0 (also eine Primzahl, vgl. Satz 2.10), so ist P(R) isomorph zu (Z,, +, ).

Sind ¢ : K — R ein Ringhomomorphismus und K ein Korper, so ist ¢ entweder injektiv
oder identisch Null, weil es in einem Ko6rper nur triviale Ideale gibt und somit ker ¢ nur gleich
{0} oder gleich K sein kann.

2.4 Polynomringe

Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Mit R[[t]] bezeichnen wir die Menge aller Folgen f =
(fo, f1,--.) = (fr)poo mit fr € R und versehen diese mit den Verkniipfungen

o0 o0

k
frg=rta)s wd fo=|> fig| = >
j=0

veo \dleNo =k o
Dann ist (R][[t]],+, ) ein kommutativer Ring mit Eins, der Ring der formalen Potenzreihen

o0
iiber R. Man kann némlich (f}),~, mit der formalen Potenzreihe Z fit" identifizieren. Mit

R[t] bezeichnen wir den Unterring von R][[t]] der Folgen f € R][t]], fiir die ein m = m(f) € No

existiert, so dass fi = 0 fiir alle £ > m gilt. Man nennt R[t| den Polynomring iiber R in der

Verénderlichen t. Die Elemente von R[t] nennt man Polynome und schreibt sie auch in der
m(f)

Form f(t) = Z fut® . Fiir f € R[t]\ {0} definieren wir deg f = max {k € Ny : f, # 0} . Es gilt
k=0

deg(fg) =deg f +degg Vf,gcR[t]\ {0}

genau dann, wenn R ein Integritétsring ist. Fiir f € R[t] \ {0} nennt man fyee  den Leitkoef-
fizienten des Polynoms f. Das Polynom f € RJ[t] \ {0} heilt monisch, wenn fge, r = 1 gilt.
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Der Polynomring R[t] ist genau dann ein Integrititsring, wenn R ein solcher Ring ist. In diesem
Fall ist der Quotientenkérper R(t) := Q(R[t]) der Kérper der rationalen Funktionen in der
Verénderlichen ¢, und ein Polynom f € R[t] ist genau dann in R[t] invertierbar, wenn fy € R*
und fi = 0, k > 0 gilt. In diesem Sinne kann man (R[t])* = R* schreiben. Fiir ein festes g € R[t]
betrachten wir den Homomorphismus @, : R[t] — R[t], f(t) — f(g(t)), d.h.

degf  [degg \"
(@) =D fu | D gt | .
k=0 7=0

auch die durch g induzierte Polynomabbildung genannt.

Folgerung 2.24 Ist R ein Integrititsring mit Eins, so ist &, : R[t] — R[t] genau dann ein
Isomorphismus, wenn degg = 1 und g1 € R* gilt.

Satz 2.25 (Division mit Rest) FEs seien R ein kommutativer Ring mit 1, f,g € Rl[t] mit
n
g(t) = ngtk und g, € R*. Dann existieren eindeutig bestimmte q,r € R[t] mit f = gq+ 7

k=0
und r =0 oder degr < degg.

Folgerung 2.26 Es sei K ein Kéorper. Dann gilt:

(a) KIt] ist ein Euklidischer Ring.
(b) K[t] ist ein Hauptidealring.

(c) Jedes f € K[t] mit deg f > 0 lisst sich in der Form f = apips...p, mit a # 0 und
irreduziblen monischen Polynomen py auf (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutige
Weise darstellen.

(d) Esist p € K[t] genau dann irreduzibel, wenn K][t]/(p) ein Korper ist.

Folgerung 2.27 Fiir einen kommutativen Ring R mit Fins sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) R ist ein Korper.
(b) RIt] ist ein Euklidischer Ring.

(c) RJ[t] ist ein Hauptidealring.

Wir betrachten nun folgende Situation: Es seien R ein kommutativer Ring mit 1 und S O R

deg f
ein kommutativer Erweiterungsring. Sind f € R][t], f(t) = Z fut* und € S, so verstehen
k=0
deg f
wir unter f(z) das Element f(x) = Z frz® € S. Ein Element = € S heiBt Nullstelle oder
k=0

Wurzel des Polynoms f € R[t], wenn f(z) = 0 gilt.
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Folgerung 2.28 Sind R ein Integrititsring mit 1 und f € R[t] mit deg f =n > 0, so hat f
hdchstens n verschiedene Wurzeln in R. Ist x € R eine solche Wurzel, so ist das Polynom t —x
ein Teiler von f.

Im Weiteren schreiben wir fiir y 'z auch r

Yy
Folgerung 2.29 Es seien K ein Korper mit |K| = co und z1,...,x, € K paarweise verschie-
dene Elemente sowie y1,...,y, € K beliebig. Dann ist

Zy (t—mx1) - (t —xp_1)(t — xps1) -+ (t — zp)

Tp— 1) (2 — 1) (X — Thoy1) - - (T — Zp)

das eindeutig bestimmte Polynom in K[t] mit deg f <n und f(xr) =yp, k=1,...,n

Folgerung 2.30 Es sei K ein Korper.

(a) Ist G eine endliche Untergruppe von (K*,-), so ist G zyklisch.
(b) Ist |K| < o0, so ist (K*,-) zyklisch.
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Kapitel 3

Korpertheorie

3.1 Korpererweiterungen

Im Weiteren seien K, L und M Korper. Ist K C L ein Unterkérper von L, so nennt man L einen
Erweiterungskoérper von K und spricht von der Kérpererweiterung L : K. Der Kérper M
heifit Zwischenkdrper der Erweiterung L : K, wenn M Unterkorper von L mit K C M C L
ist.

Die Abbildung F': K — K, z +— 2P mit p = char K > 0 nennt man Frobenius-Abbildung.
Beispiel:
e Ist p Primzahl, so gilt charZ, = p und [z]) = [z],, d.h. F =id.
Folgerung 3.1 Ist |K| < 0o, so ist F': K — K ein Automorphismus.
Folgerung 3.2 Fir charK =p >0 gilt P(K) ={zr € K: 2P =z} .

Ist L : K eine Korpererweiterung, so folgt P(L) = P(K) und charL = char K. Ferner kann
L als Vektorraum iiber K betrachtet werden. Die Dimension dieses Vektorraumes wird Grad
der Korpererweiterung genannt und mit [L : K] bezeichnet. Je nachdem, ob [L : K] < co oder
[L : K] = oo gilt, sprechen wir von einer endlichen oder unendlichen Kérpererweiterung.

Beispiele:
e [C:R]=2,
b [Q[\/i] Q] :2a

e [K(t): K] = 00, wobei K(t) den Quotientenkérper zu K[t] bezeichnet.

31
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Folgerung 3.3 Sind |K| < co und n = [K : P(K)], so gilt |K| = (charK)".

Satz 3.4 Ist M ein Zwischenkdrper von L : K, so gilt

L:K|=[L:M]-[M:K].
Definition 3.5 Unter der Adjunktion K(A) einer Teilmenge A C L an den Kérper K ver-
stehen wir den kleinsten Zwischenkorper der Erweiterung L : K, der A umfasst, d.h.

K(A) = ﬂ {M : M ist Zwischenkdrper von L : K, A C M} .

Offenbar gilt

e K(A)=K(KUA),
° K(Al U AQ) = (K(Al))(AQ) = (K(AQ)) (Al),
e KCMCLund A C L implizieren K(4) C M(A).
Wir verwenden die Schreibweise K(ay,...,a,) fir K({ai,...,a,}). Eine Koérpererweiterung

L : K wird einfach genannt, wenn ein a € L existiert, so dass L = K(a) gilt. In diesem Fall
heifit a primitives Element der Erweiterung L : K. So sind z.B. C : R und R(¢) : R einfach.

Folgerung 3.6 Jede endliche Erweiterung L : K eines endlichen Kdrpers K ist einfach.

Definition 3.7 FEs sei L : K eine Korpererweiterung. Man nennt a € L algebraisch diber K,
wenn es ein f € K[t] mit f(a) =0 gibt. Sonst heifit a transzendent dber K.

Offenbar gilt fiir eine Korpererweiterung L : K, a € L und K[a] := {f(a): f € K[t]} stets
K[a] C L. Die Abbildung ¢, : K[t] — L, f — f(a) ist ein Homomorphismus. Nach dem
Homomorphiesatz gilt K[t]/ ker ¢, = K]a] .

Folgerung 3.8 FEs scien K(a) : K eine Korpererweiterung und a € L transzendent iber K.
Dann gilt:

(c) a? ist transzendent diber K, K(a?) C K(a) und K(a?) # K(a),

(d) K(a) : K besitzt unendlich viele Zwischenkdrper.
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In Folgerung 3.8 haben wir eine sogenannte transzendente einfache Korpererweiterung K(a) : K
betrachtet. Es sei nun K(a) : K eine algebraische Kérpererweiterung, d.h., a € L ist algebraisch
iiber K. Dies ist gleichbedeutend mit ker ¢, # {0} . Da das erzeugende Element des Hauptideals
ker p, (K[t] ist Hauptidealring, siche Folgerung 2.26) bis auf Einheiten eindeutig bestimmt ist
(siehe Regeln nach Definition 2.13), gilt ker ¢, = (m4(t)) mit dem eindeutig bestimmten moni-
schen Polynom m(t) kleinsten Grades in ker ¢, . Das Polynom m,(¢) heifit Minimalpolynom
des Elementes a € L iiber K, und degg a := degmq(t) wird Grad von a tiber K genannt.

Beispiel:
eicCiiber R: my(t)=t>+1, deggi=2

Folgerung 3.9 Es seien a € L algebraisch iber K und mg(t) das entsprechende Minimalpoly-
nom. Dann gilt:

(a) feK[], fa) =0 = mqlf.
(b) Das Polynom my(t) ist irreduzibel in K[t] .

(c) Ist f € K[t] monisch und irreduzibel mit f(a) =0, so folgt f(t) = mq(t).

Folgerung 3.10 Unter den Voraussetzungen von Folgerung 3.9 gilt:

1

(a) K(a) = Kla] = KI[t]/(ma),
(b) {ak ck=0,1,...,degg a — 1} ist Basis in K(a) : K,

(c¢) [K(a): K] =degka.

Wir nennen eine Koérpererweiterung L : K algebraisch, wenn jedes a € L algebraisch iiber K
ist. Sonst heifit die Erweiterung transzendent.

Folgerung 3.11 Fiir eine Korpererweiterung L : K gilt:

(a) Das Element a € L ist genau dann algebraisch, wenn [K(a) : K] endlich ist.

(b) Ist [L : K| endlich, so ist L : K algebraisch.

(c) Es gilt [L : K] < oo genau dann, wenn endlich viele, iber K algebraische Elemente
ai,...,am € L existieren mit L = K(ay,...,ap).

(d) Sind a € L algebraisch, M ein Zwischenkdrper von K(a) : K und mq(t) = i apt® € MIt]
das Minimalpolynom von a iber M, so gilt M = K(ag,...,an—1). =

(e) Die Erweiterung L : K ist genau dann einfach und algebraisch, wenn L : K nur endlich
viele Zwischenkdorper besitzt.
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(f) Sind L : K einfach und algebraisch sowie M ein Zwischenkorper von L : K, so ist M : K
einfach und algebraisch.

(g) Ist M ein Zwischenkérper von L : K, so ist L : K genau dann algebraisch, wenn L : M
und M : K algebraisch sind.

(h) Die Menge A(L : K) := {a € L : a ist algebraisch iber K} ist ein algebraischer Erwei-
terungskérper von K.

3.2 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Gegeben seien uns nur die zwei Punkte 0 und 1, die wir als reelle Zahlen 0 und 1 interpretieren
konnen.

Konstruktionsregeln:

(1) Durch zwei gegebene oder konstruierte Punkte kann man die Gerade legen.

(2) Um jeden gegebenen oder konstruierten Punkt kann man einen Kreis schlagen mit einem
Radius, den man zwischen zwei gegebenen oder konstruierten Punkten abgreift.

(3) Konstruierte Punkte sind Schnittpunkte zweier Geraden, zweier Kreise oder eines Kreises
und einer Geraden.

Abgeleitete Konstruktionsschritte:

1. Errichten der zu einer Geraden Senkrechten in einem Punkt dieser Geraden. Das erlaubt
uns, 0 und 1 als Punkte auf der Abszisse zu betrachten und in einem kartesischen Koor-
dinatensystem zu arbeiten.

2. Lot von einem Punkt auf eine Gerade.
3. Parallelverschiebung einer Geraden in einen gegebenen Punkt.
4. Mittelsenkrechte einer Verbindungsstrecke zweier Punkte.

5. Halbkreis iiber der Verbindungsstrecke zweier Punkte.

Wir sehen, dass (a,0) und (b,0) genau dann konstruiert werden kénnen, wenn dies fiir (a, b) der
Fall ist.

Definition 3.12 Wir nennen eine reelle Zahl a konstruierbar, wenn der Punkt (a,0) in end-
lich vielen Schritten nach den Regeln (1), (2) und (3) konstruierbar ist. Die Menge dieser Zahlen
bezeichnen wir mit K.

Folgerung 3.13 Fiir die Menge K der konstruierbaren reellen Zahlen gilt:
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(a) K ist Zwischenkdrper von R : Q.

(b) Die reelle Zahl a gehort genau dann zu K, wenn Zwischenkorper K; von R : Q ezistieren,
sodassQ=KoCK;C...CK, CR,Kjp1 =K;(/b;),b; €K;,b;>0,j=0,...,n—1
und a € K, gilt.

(c) Ist a € K, so gehort a zu einem Zwischenkorper von R : Q, dessen Grad iiber Q eine
Zweierpotenz ist.

(d) Ist a € R transzendent tiber Q, so ist a ¢ K.

e) Sind a € R algebraisch iiber Q und degg a keine Zweierpotenz, so gilt a & K.
Q
Beispiel 3.14 /2 Z K.

Ein Polynom f € Z[t] nennt man primitiv, wenn ggT(fo, f1,..., faegf) = 1. Es gilt nun:

e Sind f, g € Z[t] primitive Polynome, so auch h = fg.

e Ist f € Z[t] mit deg f > 0 irreduzibel, so ist f(t) auch iiber Q irreduzibel.

Beispiel 3.15 Wir zeigen, dass a =cos g ¢ K.

3.3 Korpererweiterungen (Fortsetzung)

Definition 3.16 Es seien K ein Korper und f € K[t] \ K. Fine Korpererweiterung L @ K
heifit Zerfallungskodrper von f, wenn Elemente a1,...,a,m € L und b € K existieren, so dass
f@&)y=0o(t—ay) - (t—am) und L=K(ay,...,an) gilt.

Satz 3.17 FEs sei K ein Kdérper.

(a) Fir jedes irreduzible Polynom p € K[t| gibt es eine Korpererweiterung L : K, in der p(t)
eine Wurzel hat und fir die [L : K] = degp gilt.

(b) Fiir jedes Polynom f € K|[t] \ K gibt es eine Korpererweiterung L : K, in der f(t) eine
Wurzel hat und fir die [L : K] < deg f gilt.

(c) Fiir jedes Polynom f € K[t] \ K gibt es einen Zerfillungskorper L : K, fir den [L : K] <
(deg f)! gilt.

o0

Fiir f € K[[t]], f(t) = ant", definieren wir f/(t) = annt"_l .

n=0 n=1
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Folgerung 3.18 Es sei K ein Korper.

(a) Das Polynom f € K]|t] hat genau dann mehrfache Wurzeln (in einem Erweiterungskorper
L: K), wenn f und f' einen nicht konstanten gemeinsamen Teiler in K[t] besitzen.

(b) Ein irreduzibles Polynom f € K[t] hat genau dann mehrfache Wurzeln, wenn f' =0 gilt.

(c) Sind f € K[t] irreduzibel und charK = 0, so hat f nur einfache Wurzeln.

Im Weiteren seien K ein Koérper, P sein Primkoérper und n € N. Unter einer n-ten Einheits-
wurzel iiber K verstehen wir eine beliebige Wurzel des Polynoms e, (t) =t" — 1 (€ P[t]). Der
Zerfallungskorper P, : P von e, heifit n-ter Kreisteilungskoérper iiber P . Die Menge aller
n-ten Einheitswurzeln iiber P im Kreisteilungskorper P, bezeichen wir mit E, = E,(P). Es
gilt also P, = P(E),) (vgl. Definition 3.16).

Folgerung 3.19 Fir E, gilt:

Im Weiteren seien die Voraussetzungen von Folgerung 3.19,(d) erfiillt. Dann ist E,, eine zyklische
Gruppe der Ordnung n . Jedes erzeugende Element dieser Gruppe nennt man primitive n-te
Einheitswurzel . Fiir eine solche primitive n-te Einheitswurzel w gilt also (vgl. Folgerung 3.10
und beachte, dass w algebraisch iiber P ist)

P, =P(E,) = P(w) = Pluw].

Nach Satz 1.6 gibt es genau ¢(n) primitive n-te Einheitswurzeln, wobei ¢(n) gleich der Anzahl
der zu n teilerfremden Zahlen aus {1,...,n} ist (Euler’sche p-Funktion). Mit F), bezeichnen
wir die Menge der primitiven n-ten Einheitswurzeln. Wir haben also |F,| = ¢(n).

Folgerung 3.20 Es gilt fiir char P = 0 oder ggT(n, char P) = ggT(m, char P) = 1

(a) F, NF, =0 firm#mn,

b) En= |J Fu,

deN:d|n

() n= Y ¢d).

deN:d|n

Wir bemerken, dass die Eulersche ¢-Funktion folgende Eigenschaften besitzt:
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(®1) ggT(m,n) =1 = @(mn) = p(m)p(n).
(®2) Ist p Primzahl, so gilt o(p*) = pF~1(p —1).
Wir haben also F;, = {wl, e ww(n)} bzw. F,, = {wk :1<k<n,ggT(k,n)= 1} mit einem w €

F, . Das Polynom ¢y, (t) = (t —w1) - (t — Wy(n)) € Pylt] heiBt n-tes Kreisteilungspolynom
iiber P.

Folgerung 3.21 Es seien char P = 0 oder ggT(n,char P) = 1. Dann gilt

@ t"—1= J] wa®),

deN:djn

(b) @p(t) = P~ . .+ t+1, falls p eine Primzahl ist,

" —1
Q) op(t) = —— —
(©) @nlt) 0
1<d<n:d|n

Unter Verwendung von Folgerung 3.21 erhalten wir 1 (¢) = t—1, @o(t) = t+1, 3(t) = 2+t +1,
oat) =12+ 1, p5(t) =t + 13+ 12+t +1, pg(t) =t> -t + 1.

Satz 3.22 Das n-te Kreisteilungspolynom iiber Q gehért zu Z[t] und ist irreduzibel diber Z und
somit auch iiber Q.

Bemerkung. Bezeichnen wir mit K die Menge der mit Zirkel und Lineal konstruierbaren kom-
plexen Zahlen, so bleiben die Aussagen von Folgerung 3.13 giiltig, wenn man dort K durch K
und R durch C ersetzt.

Satz 3.23 Ist das regelmdifige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar, so gilt n = 2%py - p,
mit k € Ng, r € Ny und paarweise verschiedenen Fermat’schen Primzahlen p1,...,p,, d.h.
pj =2" +1 mit m; € N.

3.4 Die Galois-Gruppe einer Korpererweiterung

Sind X # () eine beliebige Menge und K ein Kérper, so bezeichnen wir mit F (X, K) die Menge
der Abbildungen f: X — K. Vereinbaren wir fiir f,g € F(X,K) und o, 5 € K

(af + Pg)(x) == af (x) + g(x), VreX,

so wird F(X,K) zu einem linearen Raum iiber K.

Satz 3.24 Ist (G,:) eine Gruppe und sind ¢1,...,pn : G — K* Gruppenhomomorphismen,
so sind diese genau dann in F(G,K) linear unabhingig, wenn sie paarweise verschieden sind.
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Sind L; : K und Ly : K Kérpererweiterungen mit [L; : K] < 0o, so ist die Menge der K-linearen
Abbildungen Lk (Li,L2) von L; : K nach Ly : K ein endlichdimensionaler linearer Teilraum
von F(Lj,Lg) der Dimension [L; : K]. Beachte: Wir betrachten hier Lk (Lj,L2) als linearen
Teilraum des linearen Raumes F (L1, Ly) mit dem Skalarkorper Lo .

Ein Monomorphismus ¢ : L; — Ly gehort genau dann zu Lk (Li, Ly), wenn p(x) = x fiir
alle x € K gilt.

Folgerung 3.25 Sind L; : K und Ls : K Korpererweiterungen mit Ly : K] < oo und
©1, .., ¢n : i — Lo paarweise verschiedene Monomorphismen mit pjlx =idk, j=1,...,n,
so gilt n < [Ly : K].

Definition 3.26 Es sei Lk eine Kiorpererweiterung. Die Menge G(L : K) der Automorphismen
von L, deren Finschrinkung auf K gleich der Identitit in K ist, ist offenbar eine Untergruppe
der Automorphismengruppe von L. Sie wird Galois-Gruppe von L : K genannt.

Folgerung 3.27 Ist L : K eine endliche Korpererweiterung, so gilt |G(L : K)| < [L : K].

Eine Erweiterung L : K nennt man normal , wenn sie algebraisch ist und wenn jedes irreduzible
Polynom f € KJt], fiir welches ein a € L mit f(a) = 0 existiert, iiber L in Linearfaktoren zerfllt.

Ein Polynom f € K][t] heifit separabel, wenn jeder irreduzible Faktor von f nur einfache
Wurzeln hat. Der Korper K wird vollkommen genannt, wenn jedes Polynom aus K[t] separabel
ist.

Folgerung 3.28 Es sei K ein Kérper. Dann gilt:

(a) Ist die Erweiterung L : K normal und endlich, so existiert ein f € K|[t], fir welches L : K
Zerfillungskorper ist.

(b) Ist charK =0, so ist K vollkommen.

(c¢) Ist charK = p > 0, so ist K genau dann vollkommen, wenn die Frobenius-Abbildung
F:K— K, z+— 2P surjektiv ist.

(d) Ist |K| < oo, so ist K vollkommen.

Bemerkung Es gilt auch die Umkehrung zu Folgerung 3.28,(a), d.h., ist L : K Zerfillungskorper
eines Polynoms f € K[t], so ist die Erweiterung L : K normal.
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Ist L : K eine Korpererweiterung, so nennt man ein a € L separabel iiber K, wenn a Wurzel
eines separablen Polynoms aus K[t] ist. Die Erweiterung L : K heifit separabel, wenn jedes
a € L separabel iiber K ist.

Folgerung 3.29 Fiir eine algebraische Kdorpererweiterung L : K gilt:

(a) Ist K wvollkommen, so ist L : K separabel.
(b) Ist |K| < o0, so ist L : K separabel.

(c) Ist charK =0, so ist L : K separabel.

Folgerung 3.30 Es seien L : K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch tiber K mit
Minimalpolynom m, € KJt]. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a st separabel.

(a
(

)
b) my ist separabel.
(¢c) a ist einfache Wurzel von my, .
)

(d) ml, #0.

Folgerung 3.31 Jede endliche, normale und separable Korpererweiterung L : K ist Zerfillungs-
kérper eines separablen Polynoms aus K][t].

Satz 3.32 (Satz vom primitiven Element) Es scien L : K eine Kérpererweiterung, a € L
separabel und b € L algebraisch. Dann ezistiert ein ¢ € L mit K(a,b) = K(c) .

Satz 3.33 Ist L : K eine endliche, normale und separable Korpererweiterung, so gilt

IG(L:K)|=[L:K].

In Anlehnung an den Beweis von Satz 3.32 findet man folgendes: Sind L = K(a) und n =
degmy(t), so sind die Elemente ¢ € G(L : K) gegeben durch

n—1 n—1
p(r)=pj(z)=> &di, =) &Gad"eL=K(), j=1...r,
k=0 k=0
wobei {a1,...,a,} die Menge der Wurzeln von m,(t) in L bezeichnet.

Beispiel 3.34 Unter Anwendung der vorhergehenden Aussage erhalten wir

(a) G(C:R) = {p1,p2} mit p1(2) = 2, pa(2) =7,
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(b) G(Q(V2): Q) = {idg 3 } -

(c) G(L : P) = Aut L, wobei P der Primkérper von L und AutL die Gruppe der Automor-
phismen tber L sind,

(d) G(R: Q) = {idr} ,

(e) G(Qw): Q) =Z; , wobei w = e primitive n-te Finheitswurzel und somit Q(w) der n-te
Kreisteilungskdrper iber Q sind.

Unter der Galois-Gruppe G(f, K) eines Polynoms f € K[t]\K versteht man die Galois-Gruppe
G(L : K) des Zerfillungskorpers L : K von f. Nach Beispiel 3.34,(e) ist die Galois-Gruppe
G(pn, Q) des n-ten Kreisteilungspolynoms ¢y, (t) isomorph zur primen Restklassengruppe Z .

Sind f € K[t], L : K der Zerfallungskérper von f und ay,...,a, € L die verschiedenen Wur-
zeln von f | so ist G(f, K) isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S, . Nutzt
man die Tatsache aus, dass fiir eine Primzahl p die symmetrische Gruppe S, durch (1,...,p)
und eine Transposition (1, k) erzeugt wird, so erhélt man folgendes Resultat: Sind p eine Prim-
zahl, f € K]t] irreduzibel, deg f = p, und enthélt G(f, K) ein Element der Ordnung p und eine
Transposition, so ist G(f, K) isomorph zu S, .

Folgerung 3.35 Sind f € Q[t] irreduzibel, p = deg f eine Primzahl, und hat f nur zwei nicht
reelle Wurzeln, so gilt G(f,Q) =2 S,.

Dies ergibt sich aus dem vorhergehenden Resultat wie folgt: Die Abbildung z — Z, eingeschrinkt
auf die Menge der Wurzeln von f, liefert die Transposition. Sind L der Zerfallungskorper von f
iiber Q und a € L eine Wurzel von f, so gilt wegen der Irreduzibilitdt von f und Satz 3.4 sowie
Folgerung 3.10,(c)

L:Q=[L: Q)] [Q): Q= [L: Q)] p.

Also ist p Teiler von [L : Q] = |G(f,Q)| (siehe Satz 3.33, Folgerung 3.29, Folgerung 3.28,(b)
und die Bemerkung nach Folgerung 3.28). Nach Folgerung 1.31 besitzt G(f, Q) somit auch ein
Element der Ordnung p.

Sind G = (G, ) eine Gruppe und a,b € G, so nennt man [a, b] := aba~'b~! den Kommuta-
tor von a und b. Man beachte, dass ab = [a, b]ba gilt. Mit K(G) bezeichnen wir die von allen
Kommutatoren [a,b], a,b € G erzeugte Untergruppe von G . Wegen [a,b]~! = [b,a] besteht
K(G) aus allen endlichen Produkten von Kommutatoren.

(A) K(QG) ist ein Normalteiler in G .

(B) Ist N eine Normalteiler in G, so ist G/N genau dann Abel’sch, wenn K(G) C N gilt.

Fiir die symmetrischen Gruppen §,, und die alternierenden Gruppen A, gilt K(S,) = A,
n>2,K(A)={1)},K(A3) ={(1)} , K(A4) = V4 und K(A,) = A, ,n > 5. Wir definieren
Ko(G) := G, Kp41(G) := K(K,(G)), n € Ng. Eine Gruppe G heifit auflésbar, wenn ein
m € N existiert, so dass K,,(G) = {e} gilt. Somit sind die symmetrischen Gruppen S, fiir n > 5
nicht auflésbar, aber fiir n < 4.
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Eine Korpererweiterung L : K nennt man Radikalerweiterung, wenn es Zwischenkorper
K, gibt, so dass

K=KicKyc...cK,,=L, Kj+1:Kj(bj),j:1,...,m—1,
gilt, wobei b; Wurzel eines Polynoms t" — a; € K;[t] ist. Ein Polynom f € K][t] heifit itber K

durch Radikale auflésbar, wenn eine Radikalerweiterung L : K existiert, die alle Wurzeln
von f(t) enthélt.

Satz 3.36 Ist K ein Korper der Charakteristik Null, so ist f € K[t] genau dann iber K durch
Radikale lésbar, wenn die Galois-Gruppe G(f,K) auflosbar ist.

Ist also G(f,K) Abel’sch, so ist f(t) iiber K durch Radikale auflésbar. Insbesondere gilt (vgl.
Bsp. 3.34,(e))

Folgerung 3.37 Die Kreisteilungspolynome oy, (t) sind iber Q durch Radikale lésbar.
Beispiel 3.38 Das Polynom f(t) = t> — 6t3 + 3 € Q[t] ist iiber Q nicht durch Radikale l5sbar.

Sei char K = 0. Wir betrachten ay, ..., a, als Unbestimmte. Das Polynom f(t) = t" +a;t" ! +
.t apn_1t+a, € K(ai,...,a,)[t] nennt man allgemeines Polynom n-ten Grades. Die dazu-
gehorige Galoisgruppe G(f, K(ai,...,a,)) ist isomorph zu S, . Somit ist das allgemeine Polynom
n-ten Grades fiir n > 5 nicht durch Radikale auflosbar, aber fiir n < 4.

Bemerkung: Verzichtet man auf die Vorausetzung char K = 0, so gilt (vgl. Satz 3.36): Ist
f € K[t] iiber K durch Radikale 1sbar, so ist die Galois-Gruppe G(f, K) auflosbar.
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