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1 Komplexe Zahlen

1.1 Allgemeines
o i=y—1, ?=-1, ¥=—i, ‘=1
ez=a+i-b=r-(cosp+i-singp)=r-e¥

eZ=a—1-b

e a=rcospb=rsingp

1.2 Rechenregeln

e (1 tzm)=z1+%

1.3 Potenzen

,1_2
*COTRP

o 22 =(a+i-b)>=0a>—b>+i-2ab
e 2= (a+i-b)®=0a—3ab®+i-(3a*b—1?)

o 2t =(a+i-b)*=a*—6a*b* +b* +i(4a’b — 4ab®)

o 2 = Tei‘/" — n—Ldsungen:
2k = Q/Fe“”’“
2n(k —1
Pr = 2 + 7( )
n n
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2 Matrizen

2.1 Rechengesetze (allgemein)
e A+ B=B+ A (kommutativ)
¢ (A+B)+C=A+(B+C) (assoziativ)
e I Nullmatrix O: A+0 =4
e zu jeder Matrix A = (a;;) existiert eine Matrix (—A) = (—a;;) mit A+ (-A4) =0
o (M) -A=X-(uA) VAeK™" VAucK
o A+ puA=XA+pA
o A(A+B)=\A+AB

«(A-B)-C=A-(B-C)

« (A+B)-C=AC+ BC

e C-(A+B)=CA+CB

e (\M)B = \(AB) = A(AB)

e Fiir jede (m xn) - Matrix gibt es eine Matrix I,, € K"*" und I,,, € K™*™ | sodass gilt: A-I,, = A-I,,, = A.

= (m x m) - bzw. (n x n) - Einheitsmatrizen

2.2 Rechengesetze fiir spezielle Matrizen

2.3 Eigenschaften von Matrizen
e AT: transponierte Matrix, Spiegelung an der Hauptdiagonalen ((n x m)-Matrix wird zu (m x n)-Matrix)
e A* = AT: transponierte Matrix; bei komplexen Zahlen wird zusétzlich das konjugiert Komplexe gebildet

e A-A ' =T=A"1. A: inverse Matrix

e hermitesch: A = A* (Hauptdiagonale reell (R))
e schiefhermitsch: A* = — A (Hauptdiagonale komplex (C))

e unitar: 7-T*=1=T*-T

2.4 Symmetrie von Matrizen
Eine (n x n)-Matrix ist
e symmetrisch, wenn 4 = AT & a;; = ay;
e schiefsymmetrisch, wenn AT = —A & qa;; = —ay;

e orthogonal, wenn AT - A=A -AT =1
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e Jede (n x n)-Matrix lisst sich als Summe A* + A~ schreiben mit
AT ist symmetrisch [hermitesch| und
A~ ist schiefsymmetrisch [schief hermitesch]

o At =_(A+ A%

1
2
o A-=1(A— 4
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3 Mengenlehre

3.1 Eigenschaften

e AUD=A, ANnO=10
AUA=A, ANA=A

e AUB=BUA, AnNnB=BnNA (Kommutativitét)

e AUBUC)=(AUB)UC
AN(BNC)=(AnB)NnC (Assoziativitat)
e AUBNC)=(AUB)N(AUCQC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)  (Distributivitit)
e ANB=AUB
AUB=ANB (De Morgansche Gesetze)
e ACB&ANB=ANAUB=B
e A\(BUC)=(A\B)Nn(A\(C)
A\N(BNC)=(A\B)U(A\C)

3.2 Funktionen
f:M—N

e Surjektivitit: f ist eine Abbildung von M auf N

D
B

(@]

1
2
3
4
M N

e Injektivitét: f ist eine Abbildung von M in N
(Allen Elementen in N wird hochstens ein Element aus M zugeordnet)

D

\
|
A

M N

e Bijektivitit: f ist eine eindeutige Abbildung von M in N
(Surjektivitdt und Injektivitét zugleich)

3.3 Symmetrie von Funktionen
e f1 ist eine gerade Funktion, wenn fi(x) = f1(—x)

e f5 ist eine ungerade Funktion, wenn — f5(z) = fo(—2)
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4 Relationen

4.1 Eigenschaften von Relationen
e R C M x M heifst reflexiv, wenn (z,z) € R Vz e M
e R C M x M heiflt symmetrisch, wenn (z,y) € R = (y,2) € R Vax,ye M
e R C M x M heifst antisymmetrisch, wenn ((z,y) € RA (y,z) e R) =z =y Vz,ye M

o R C M x M heift transitiv, wenn ((z,y) € RA (y,2) € R) = (v,2) € R Vz,y,ze M

4.2 Aquivalenzrelationen
e Reflexiv, symmetrisch und transitiv
¢ Aquivalenzklassen: Eine Aquivalenzrelation in einer Menge M bewirkt eine Aufteilung von M in
nichtleere paarweise disjunkte Teilmengen
4.3 Ordungsrelationen

e Reflexiv, antisymmetrisch und transitiv

4.4 Extremale Elemente

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und 7' < M | dann gilt:

1. z € T ist kleinstes Element in 7', wenn gilt: = <2 VreT
T € T ist grofstes Element in 7', wenn gilt: T >2 Vel

2. a € T ist minimales Element in 7", wenn fiir kein = € T gilt:
a € T ist maximales Element in 7', wenn fiir kein z € T gilt:

A A
s 19
=

x
a
3. s € M ist untere Schranke von 7', wenn gilt: s <z VreT

5 € M ist obere Schranke von 7', wenn gilt: s>z VreT

4. g € M ist grofite untere Schranke von T', wenn gilt: s <g Vse M
g € M ist kleinste obere Schranke von T, wenn gilt: g <5 Vse M
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5 Algebraische Operationen

5.1 Algebraische Strukturen
Die folgenden Definitionen implizieren jeweils alle ihre Voranstehenden (5. impliziert 1.-4., usw.):
1. Algebraische Struktur: [M,Q]: die Operation Q wird {iber der Menge M ausgefiihrt, M # 0
2. Gruppoid: Operation fiihrt wieder in die Menge M: axb e M Va,be M
3. Halbgruppe: * ist assoziativ: (a*b) xc=a* (bxc) Va,b,ce M
4. Monoid: 3 ein neutrales Element: e = e, = eg
1_ -1

5. Gruppe: 3 ein inverses Element: Va € M Ja~ ' € M mit axa ' =a 'xa=ce

6. Abelsche Gruppe: * ist kommutativ: axb=bxa Va,be M

5.2 Besondere algebraische Strukturen
e Ring: [M, ®, ®] mit:
— [M, ®)] ist Abelsche Gruppe
— [M, ®] ist Halbgruppe
— und ein Distributivgesetz gilt
e Integritdtsbereich: [M, ®, ®| mit:

— [M, ®)] ist Abelsche Gruppe
— [M, ®] ist kommutativer Monoid
— frei von Nullteilern

— und ein Distributivgesetz gilt
e Korper: [M,$, ®| mit:

— [M, ®)] ist Abelsche Gruppe
— [M\ 0,®)] ist Abelsche Gruppe, wobei 6 das neutrale Element von @ ist (Nullelement)

— und ein Distributivgesetz gilt

5.3 Rechengesetze (allgemein)
e Kommutativgesetz: a+b=0b+a Va,be M
o Assoziativgesetz 1: (a+b)+c=a+ (b+¢) Va,b,ce M
o Assoziativgesetz 2: (a-b)-c=a-(b-c) Va,b,c€ M
e Distributivgesetz 1: (a+b)-c=a-c+b-¢c Va,b,ce M

e Distributivgesetz 2: a- (c+b)=a-c+a-b Va,b,c€ M
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6 Lineare Riaume

6.1 Lineare Abhingigkeit

X1 _ To _ In
¢ aj = |Yr|,a2=1Y2])], - ,0n=|Yn
Z1 22 Zn

e n-Vektoren heifien linear abhéngig, wenn einer der Vektoren Linearkombination der anderen ist

%
o X\ i+t @+t Ayay=0
— linear unabhéngig, wenn nur die triviale Losung existiert (\y = A2 = ... = A\, = 0), sonst linear

abhéngig

6.2 Vektorradume
e Vektorraum: [M, @, ®] mit:

— [M, ®)] ist Abelsche Gruppe
— [M,®] ist Korper:
*x a-xr €M Vae K,\VNxre M
* o (x+y) =ar+ay
x (a+ Pz =ax+ Pz Vo,fe K Vr,ye M
*(a-f)z=a- (8-

*+ 3 Einselement: 1 -z =z

6.3 Orthonormalbasis
e 1 linear unabhéngige Vektoren v bilden eine Basis B eines Raumes der Dimension n
e — Anwendung des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren zur Bestimmung der Orthonormal-
basis By = {s1, $2, ..., Sn }:
U1
[[oa]]

— U2 = V2 — <U2751>'31

— 81 =

U
C ey =
[|uz]|
— uz =vg — (v3,51) - 51 — (v3, S2) - 52
us3
C ey =
[lus]|

. n—1
- Up = Up — Z<vn75i> © S
=1
Up

e =
T unll

6.4 Operatoren und Projektoren

e A ist ein linearer Operator, wenn gilt:
Alx +7) = Az + Az
A(dx) =X+ Az

e Bild: Az =2
e Urbild: Az ==z

e Projektor:
P2z = P(Pz) = Px
e Orthoprojektor:
P2z = P(Pz) = Px
P*z = (Pzx,y) = (x, P*y) = Px
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e Operationen mit Projektoren:

— ker P:
? I
7| — T2
? T3

—im P:

Z1
To |
Zs3

10
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7 Analytische Geometrie
7.1 Skalarprodukt

— —
o (@, b) =@l V]l-cosp
¢ := Winkel zwischen @ und b
|| :=a= /a2 + a3 + a2
o Es gilt:
@, d) =||d||-cos0 = |||
— —
—(d,b)=02a=0Vb=0VdLb
@5
I

<
<
@+, = (T, ) +(D,7)
@B, T - =7 -
(@ -D, b - @)= (T, D) (T By — (B, @)+ (b, b)) = |[@ -2, )+ b2

7.2 Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

— —
e C=dxb: dLd, LY

o 2 =112 x DI =2 D] -sine
e Es gilt:
- dxd=0
A xb=-bxd
—(Aﬁ)xﬁz)\(ﬁx?)zﬁx()\ﬁ)
(@) xT=TxT+bx?
@ x b =0ed=0vE=0va|D
S (@x(Bx)=B(@-)-7(T D)
N [al b1 Z]
o dxb=det|ay B2 j|=(a2fs—zf)i— (a1P3—asPi)j+ (1f2 — axf1)k
az (3 k

7.3 Projektion eines Vektors auf einen anderen

o d :proj?E)—i—orth??

(@,5) - >
. proj—b>7 = ?’”—2 b =||d||-cosp- b (Parallelkomponente)
b
% %
bl = —
o orth?E> = 7—pr0j77 = HQ?ZTH b =||d| - |sing|- b (Normalkomponente)

7.4 Lagebeziehungen
g: T =pl+ AT
h:7Z =pi +Aq
ecax+Py+vz+6=0

11



Formelsammlung: Mathematik fiir Informatiker

Daniel Klaffenbach

7.4.1 Lagebeziehungen zweier Geraden

e Geraden liegen

in einer Ebene:

7,7, pi — po sind linear abhiingig

— Parallelité
gllhe 7

t:
und ¢ sind linear abhingig

— Geraden schneiden sich:

7und?

sind linear unabhingig

7.5 Schnittwinkel

o Winkel zwis_c}h(%ﬁinander schneidenden Geraden:

cosp = LT

o Winkel zw'ghe§>Ebene und Gerade:
n,

(

sing =
721 [171]
o Winkel zwisgheg 2 Ebenen:

(ni, n3)

COS =TS0 =0
R ITAIA]

7.6 Abstiande
e Abstand Punkt

mit 77{ ,775 Normalenvektor der Ebenen

-Ebene:
Qa.Tp + BeyP + YezpP + )

dist(OP,¢) = |

o Abstand Punkt
dist(()ﬁ,g) =

/(X2+ﬁ2+"}/2 |

-Gerade:
-
{(F1—Po), m)l

7.7 Rotationen

e Drehung um Winkel ¢ in R

y1\ _ [cosep
y2)  \sing

—sing\ (21
Cos T2

e Drehung um Winkel ¢ in R3:

— Rotationsmatrix fiir die Drehung eines Punktes um die x-Achse:

1 0 0
0 cosa —sina
0 sina cosa

— Rotationsmatrix fiir die Drehung eines Punktes um die y-Achse:

0 1

cosae 0 —sina

sina 0 cosa

0

— Rotationsmatrix fiir die Drehung eines Punktes um die z-Achse:

cosae —sina 0
sinaw cosa O
0 0 1

12
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8 Lineare Gleichungssysteme

ai; a2 Q1n T by
azy  ax ... Qo T2 by
ap1 Ap2 ... Qmnp Tn bn
—— =
A x b
Ax =1
e Cramersche Regel:
bl ai12 . A1n
b2 a22 . agn
det | .
B b, QAn2 ... Gmn
e det A
I — det Ak
P det A
9 Eigenwertprobleme
e Charakteristisches Polynom von A:
pa(N) =det(A — \)
e Eigenwert A\, von A = Nullstellen von ¢ 4(\)
— Regeln:
* EW (A) =EW (A7)
* EW (A™) = (EW(4))"
* EW (0d) = aEW(4) VaeN
e Eigenvektor T .
(A - )\nI) : x—n> =0
e Eigenraum: N(A — A\I)
9.1 Hauptachsentransformationen
M=XAXx""
x=||z zn
A1
A =
An

9.1.1 Polynome

axi + bas + cxi + drims + ex1a3 + frows +g =0

d e

a 3 ? X1 T

:(331 To xg) % b 35 To —|—(d e f) x| +g

f ) — )

g 5 C T3 p T3

~———
A
Y1 - Y1
(yl Y2 ys) Aly2] + Y2 | +9g

Y3 r =T . X, Y3

13
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10 Differentialrechnung

10.1 Kurvendiskussion

e Monotonie:

— streng monoton wachsend: f'(z) >0 Vz € [a, D]

— streng monoton fallend: f'(z) <0 Vz € [a, ]
e Extremwerte: f'(x) =0

— lokales Maximum: f"(x) <0
— lokales Minimum: f”(x) > 0

e Wendestellen: f”(z) =0 und f"”(x) #0

o Unstetigkeiten 1. Art: lim f(x) exisitert eigentlich

rx—xoE0

— hebbare Unstetigkeit:
3 lim f(x)=g
TrT—xTo
aber entweder:

* $O¢DB
* g # f(zo)

— Sprungstelle:
lim f(z)# lim f(x)
z—xo—0 r—xo+0

e Unstetigkeiten 2. Art:

— Polstellen:
x_l}lxr)?iof(x) =o0 oder
o () = £00

10.2 Spezielle Grenzwerte

e lim 1 =0
n—oo ™

e lim {/n=1

n—00

e lim (1-}—%)”:6'2 Vz e R,C

n—00

e lim n(aw —1)=Ina YVaeR,a>0

n—00

10.3 Regel von ’Hospital
lim u(x) — i & (2)

z—z0 v(T) z—zo V' ()

10.4 Richtungsableitungen

of
—— =< Vf, — >
or ~< "I T
10.5 Tangentialebene
Tangentialebene € von f(z,y) im Punkt (x,y):
T 1 0
€= Y + A 0 + u 1
f(z,y) f2(1,0) fy(0,1)

14
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11 Integralrechnung

11.1 Grundintegrale

/ 1
° ——dx = arctanx + ¢
1422

2

1
° dr =tanx +c¢
cos?x

T = arcsinz + ¢

. / L
V1— 22
12 Vektoranalysis

12.1 Polarkoordinaten
e r=1r-coSp
e y=r-sing

o r= /2242

- Yy
e = arctan =
T

12.2 Vektor- und Skalarfelder

N (D
ox 0x1
. 0 0
e Gradient: Vf=|=—|=|=— | f
(91’ 8‘%2
o |
al‘g 8333
— Bei Polarkoordinaten: Vz = %g
or Oz
9
851 Fl
e Divergenz: V- F' = 7 |- Jos
5’ k3
8553
0 7
Ot h
e Rotation: V x F' = x| f]=1j
BIQ
0 I3 "
61'3

20
dy Ox

15
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13 Zufallige Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

13.1 Grundelemente aus Mengenlehre und Kombinatorik

e Modell: Ziehen von k Kugeln aus Urne mit n Kugeln
Anzahl der Moglichkeiten:

— Reihenfolge beachten, mit Zuriicklegen: * V¥ = n*

n!
(n—k

Reihenfolge beachten, ohne Zuriicklegen: V,F = I
— Reihenfolge nicht beachten, mit Zuriicklegen: *CF = (n + Z B 1)
— Reihenfolge nicht beachten, ohne Zuriicklegen: C* = (Z)

e Spezielle Verteilungen:
— Auswahl von k aus n Elementen ohne Zuriicklegen mit m Treffern:
N (" kY (k
m T k —m m
— Hypergeometrische Verteilung;:

N: Kugeln insgesammt n: Kugeln gezogen
M: Nieten insgesammt  m: Anzahl der gezogenen Nieten

p aon) ()
()

13.2 Kenngrofsen

e Erwartungswert EX
n

EX = in.P(X = ;)
i=1

e Varianz D?X .
D*X = E(X - EX)?=) (z;— EX)*P(X = 1;)

i=1

e Standardabweichung o
o =vVD2X

13.3 Zufillige Ereignisse

e Wahrscheinlichkeitsraum (€2, a, P)
mit: ) - Ergebnismenge, a - Ereignisfeld, P - Wahrscheinlichkeitsmafs

e Elementarereignis wj:
Wy Nw; = Vi 7é ]

e Ereignisfeld a:
—Q€a
—~Aca=Aca
—Aiea:UAiea

e Axiomensystem von Kolmogorov
Fiir eine Ereignismenge 2 mit dem Ereignisfeld a gilt:

—0<PA) <1
- PQ)=1

16
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- A,B,ANB# @ = P(AUB) = P(A)+ P(B)
Rechenregeln:

- P(@)=0
— P(A)=1-P(4)
— A, B beliebig: P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)
— A, B unabhéngig: P(AN B) = P(A) - P(B)
I A
e geometrische Wahrscheinlichkeit: P(A) = 7.,222;; ZZZ q

13.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

_ _ P(AnB) P(B|A)-P(A)
Satz von Bayes: P(A|B) = P P(B)
(Wahrscheinlichkeit von Ereignis A unter der Bedingung, dass B eingetreten ist)
— Rechenregel: P(A|B) =1 — P(A|B)
— Totale Wahrscheinlichkeit: P(A) =Y " P(A|B;) - P(B)
i=1

Spezialfall: n =2: By =B, By =B

13.5 Binomialverteilung
e X ~ B(n,p):
P(X =k)= (Z) pE(l —p)n—k (Bedingung: n unabhéngige Versuche, P(A) = p = konstant)

13.6 Poissonverteilung
e Bedingungen (Poissonstrom):

— Homogenitét (gleichbleibende Intensitét)
— Stationaritéit (blitzartiges Eintreten)
— Ordinéritét (Unabhéngigkeit einzelner sich nicht-tiberlappender Intervalle)
o X ~II(n):
p- )k

P(Xy=k)= {7 I e~ Ht

EX=p-t
w: Intensitét, ¢: Zeit
13.7 Stetige Zufallsgrofien
e Dichtefunktion F(x)
F(z) = / ft)dt =1

13.8 Exponentialverteilung

e Exponentielle Zufallsgrofe X ~ Ex()) :
<
Fla) = {0 2 <0

1—e ™ >0
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13.9 Normalverteilung

e X ~N( pu ,0?):
~—
EX

1 T2
@(x)zﬁlme z dt
e
O(x) — P(—z) =2P(z) — 1

13.10 Funktionen von Zufallsgréfien
o E(aX)=a-EX
D*(aX)=a-D?*X

E(X+Y)=EX +EY

— aX ~ N(apy,a%0?)
~ X+Y ~ N(u1 + p2, 0% +03)

13.11 Grenzverteilungssitze
e X ~ B(n,p) fir grofe n

— Moivre/Laplace: X ~ N(np,np(1 — p))
=Regel: np(1 —p) > 9

Regularitit (Ubergang von diskreter zu stetiger ZG):
b+ 0,5 — —-0,5—
Pla<z <b)= @(M Y Ll o)
np(1 —p) np(1 —p)
— Poisson: X ~ ITy(p) mit u=n-p
=Regel: np < 10, n > 1500p

14 Mathematische Statistik

1
n;

NgE!

e KX :7, =

T

1

1
n—li 1

NE!

o D?X :52 = (x; — @)

e 0:5,=+/s2 (Casio CFX-9850 Equivalent: xon~1!)

14.1 Statistische Priifverfahren

D*(X +Y)=D*X + D*Y fiir X,Y stochastisch unabhiingig
fiir X,Y stochastisch unabhiingig und X ~ N(pu1,0%),Y ~ N(uz,032) gilt:

1. Aufstellen einer Hypothese Hj iiber die Verteilung von X, Bilden der Gegenhypothese H;

2. Konstruktion der Testgrofe T, deren Verteilung bekannt ist, falls Hy tichtig ist

3. Konstruktion eines kritischen Bereiches K, sodass zu vorgegebenen « gilt:

P(T € K,|Hgrichtig) = o

mit a: Signifikanzniveau /Irrtumswahrscheinlichkeit

4. Auswertung:

T¢ K, = Testnicht signifikant - man kann auf Basis dieses Tests nichts gegen H einwenden.

Te K, = Testist signifikant
— Lehne Hy ab

— Mit Wahrscheinlichkeit 1 — « ist Hg falsch
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