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1. Mengen, Relationen, Funktionen Mathematik fiir Informatiker I

1. Mengen, Relationen, Funktionen
1.1 Mengen

Die Mengenlehre — ein grof3es und relativ junges Teilgebiet der Mathematik — nimmt eine
zentrale Stellung innerhalb der Mathematik ein. (G.Cantor, 1845-1918)

Definition:

1. Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohl unterschiedenen Objekten unserer
Anschauung oder unseres Denkens. Diese Objekte heilen die Elemente der Menge. Fiir
jedes Element ist dabei feststellbar, ob es zur Menge gehdrt oder nicht.

2. Istx ein Element der Menge A, so schreibt man x€ A, ist x kein Element von A, so
schreibt man x¢ A .

3. Die Menge, die kein Element enthilt, nennt man die leere Menge und bezeichnen sie mit
i)
Arten der Mengenangabe:

a) die beschreibende Mengenangabe
A= {x:x hat die Eigenschaft(en) P }

Beispiel: A= { x : x ist ein Student in Chemnitz }

b) die aufzdhlende Mengenangabe (die Elemente der Menge werden explizit angegeben)
Beispiel: B = { A. Meyer, B. Miiller, C.Seidel }

Im Folgenden wollen wir einige spezielle ,,Relationen “ betrachten, in denen die Mengen A
und B zueinander stehen konnen, bzw. einige ,, Operationen “, bei denen die Menge A und B

einer Menge C zugeordnet sind.

a) Menge B heil3t Teilmenge der Menge A, symbolisch BS A , wenn jedes Element von B
auch Element von A ist.

XeB=xcA

Beispiel: mit Ven-Diagrammen
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b) Die Mengen A und B heillen gleich, symbolisch A=B , wenn jedes Element von A auch
Element von B und jedes Element von B auch Element von A ist.

A=B<AcCBABCA

(Das Symbol R< S steht dabei als Abkiirzung fiir ,,R genau dann wenn S bzw. ,,R ist
dquivalent mit S*“. Das Symbol RAS steht als Abkiirzung fiir ,,sowohl R als auch S* bzw. ,,R
und S*. Sind A und B nicht gleich, so schreibt man A#B)

¢) Die Menge B heil3t echte Teilmenge von A, symbolisch Bc A, wenn B Teilmenge von A
ist, aber B ungleich A ist, dh. BcA=(BSAAB#A)

v 2 D

d) Die Menge C hei3t Durchschnitt der Mengen A und B, symbolisch C=ANB (sprich: C ist
A geschnitten mit B), wenn C die Menge aller Elemente ist, die sowohl in A als auch in B
liegen, d.h. C=AnB={x:x€AAXeB]|
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Erweiterung:

NA={x:xeA;;Yiel]

e) Die Mengen A und B heilen disjunkt, wenn ANB= 4

f) Die Menge C heilit Vereinigungsmenge von A und B, symbolisch C=AUB (sprich: C ist A
vereinigt mit B), wenn C die Menge der Elemente ist, die in A oder B liegen, d.h.

C=AUB=(x:x€AVvxeB)]

Erweiterung:

UA={(x:3Jiel mitxeA} iel

g) Die Differenzmenge C=A—B (manchmal C=A\B ) besteht aus allen Elementen von A,
die nicht in B liegen, d.h.

C=A-B={x:xeAArx¢&B}

Beispiel:

Ist AcB,sogilt A-B=4.

h) AcM : Die Differenz M\ A heiBt Komplement von A abziiglich M, symbolisch C,(A)
bzw. A©

Cy(A)={x:xgMAx¢& A}

(A ist in M, Menge umfasst M - A)

i) C heilit symmetrische Differenz der Mengen A und B. (Alles bis auf die Schnittmenge von A
und B)

ArB=(A-B)U(B-A)



1.1 Mengen Mathematik fiir Informatiker I

j) C heilt Cartesisches Produkt der Mengen A und B, symbolisch C=A xB , wenn C die
Menge aller geordneten Paare <x, y> von Elementen x€ A bzw. ye€B ist, d.h.
AxB={<x,y>:x€A,yeB]}

Beispiel:

A={0,1}

B={0,1,2}

AXB = { O) 0>) <O) 1>9 <O) 2>) <17 O>) <19 1>’ <1’ 2> }

k) Die Potenzmenge der Menge A, symbolisch P(A), ist diejenige Menge deren Elemente alle
Teilmengen der Menge A sind, d.h.

P(A)=(U:UcA]

Insbesondere gilt stets: F€P(A), AcP(A)
beachte: P(0)={0}

Versucht man die Ansammlung aller Mengen selbst wieder als Menge zu betrachten, so ergibt
sich folgender Widerspruch:

M={m:m ist Menge und m¢m}

M ist also die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten.

- Nehmen wir zunédchst an, dass MeM gilt, so folgt aus der Definition sofort MZM .
-~ Nehmen wir an, dass MgM , so folgt mit M ist Menge auch MeM ,

d.h. wir haben gezeigt:
MeMeMgM
—> ein offensichtlicher Widerspruch

Es gibt verschiedene Ansitze, den Mengenbegriff zu revidieren, so dass oben genannter
Widerspruch gelost wird.
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1.2 Relationen

Relationen zwischen Teilmengen sind z.B.
USV,UcVv,Uu=v,Uu#v

Die Beschreibung der Beziehung ucv fiir Teilmengen einer vorgegebenen Menge M, d.h.
fir u,veP(M) , konnen wir etwa so vornehmen, dass wir die Teilmenge

R={<u,v>:u,veP(M)AUcV}

des cartesischen Produktes P(M)xP (M) vorgegeben und sagen:
U und V stehen in der Relation S genau dann, wenn das geordnete Paar <u, v> in R liegt.

M=1{1,2,3}

PM)={ {1} {2L {3 L {L2L {3}, {23}, {1,2,3},{0}}
PMMXP(M)={<{1} {1}><{1 L {2}><{1}L{3}><{1L{L2}><{1}, {13}
> <A1 H 233> <{1L{L2,3 1> <{2}{1}><{25L{2}><{2},{3}><{2},{

(R
L23><{25 (L35> <{2§,{2,3}><{2};,{1,2,3}><{3}, {1}><{3},{2}>
<353 <B3R{L2> <35 11531 <{35,{23><{3}L{123}>..}
R=??

Definition: Eine zweistellige Relation R auf einer Menge A ist eine Teilmenge des
cartesischen Produktes AXA . Sind a,beA , so steht a in Relation R zu b genau dann, wenn

<a,b>¢eR gilt. Anstelle von <a,b>e€R werden die Schreibweisen aRb bzw. R(a, b)
verwendet.

Beispiel: Auf jeder Menge A kann die ,, Gleichheitsrelation “ (a=b) definiert werden. Wir
setzen R={<a,a>:acA} , d.h. R besteht aus der Diagonale des cartesischen Produktes
AXA.

spezielle Klassen von Relationen:

Definition: Eine Relation R auf der Menge A heiBt Aquivalenzrelation, wenn sie folgende
Eigenschaften hat.

1) Reflexivitit: aRa fiir alle acA
2) Symmetric: aRb=bRa fiiralle a,bcA
3) Transitivitdt: (aRbAbRc) fiiralle a,b,ceA

Beispiel: Die Gleichheitsrelation ist eine Aquivalenzrelation.



1.2 Relationen Mathematik fir Informatiker [

Definition: Die Zerlegung einer Menge A in nicht leere paarweise disjunkte Teilmengen
A, i€l heiBt Klasseneinteilung oder Partition der Menge A, d.h. es muss gelten:

i)y UA=A
i) AnNA=0 Vi, jelmiti#j
iii) A=0 Viel

Satz: Bilden die Teilmengen A;, i€/ eine Klasseneinteilung der Menge A, dann ist die
Relation R definiert durch xRy flir x€ A;,undy €A, g.d.w. j=k eine Aquivalenzrelation.

Beweis:
i) Die Definition ist sinnvoll: Da die Teilmenge A;, i€/ paarweise disjunkt und ??? gibt
es genau ein je/ mit X€A; und ein kel mit YEA,.
ii) R istreflexiv: xRx, da X€A,,Xx€A, = j=k
R ist symmetrisch: Sei X€A;,y €A, und xRy. Dann ist j=k und daher auch yRx.
R ist transitiv: Sei X€A;,y €A,,Z€A,, gilt xRy und yRz, so ist j=k und k=1, d.h. j=I
und damit xRz

Satz: Ist R eine Aquivalenzrelation auf der Menge A, dann bilden die Mengen
K (x)={y:yRx} eine Klasseneinteilung von A und es gilt xRy genau dann, wenn x und y in
der selben Klasse liegen..

Beweis:

i) K(x)#0 ,dawegen der Reflexivitdt von R gilt xeK (x)

ii) Die Mengen K(x) sind disjunkt oder gleich: Ist K (x)NK(y)# 8 so gibt es ein z mit
zeK(x) und zeK(y), d.h. zZRx und zRy und damit auch xRz bzw. yRz (Symmetrie
R).
Ist nun a€K(x) beliebig, so folgt aus aRx, xRz und zRy aufgrund der Transitivitét
auch aRy, d.h. aeK(y),dh. K(x)cK(y).
Analog erhédlt man K (y)=K(x),d.h. K(x)=K(y).

iil) XRy <K (x)=K (y) : gilt xRy, so ist xeK (x)NK(y),d.h. K(x)nK(y)#£ und
daher nach ii) K(x)=K(y) . Ist umgekehrt K(x)=K(y) so gilt xeK(y) und daher
xRy.

Zusammenfassung: Jede Aquivalenzrelation R entspricht also ,,umkehrbar eindeutig einer
Klasseneinteilung der zugrunde liegenden Menge A. Die entsprechenden Klassen heiflem
auch die zu R gehorenden Aquivalenzklassen von A.
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1.3 Funktionen

Problem: Was bedeutet die Aussage ,,A hat gleich viele Elemente wie B* fiir unendliche
Mengen?

Definition:

1) Seien A und B zwei (nicht leere) Mengen. Dann versteht man unter einer Funktion
(oder Abbildung) f von A in B eine Vorschrift, die jedem a€A ein eindeutig
bestimmtes beB zuordnet. b heilit das Bild von a unter f, symbolisch b=f(a), A
hei3t Definitionsbereich, B heil3t Zielbereich von f.

2) Die Funktion f:A— B heilit injektiv (oder eineindeutige) Abbildung von A in B, wenn
jedes Element beB hochstens als Bild eines Elementes a€ A unter f auftritt, d.h.

f(a,)=b,f(a,)=b=a,=a, Va,a,€A,beB oder iquivalent dazu
a,#a,=>f(a;)#f(a,) Va,a,cA

3) Die Funktion f:A— B heil3t surjektiv (oder Abbildung von A auf B), wenn jedes
beB mindestens einmal als Bild eines Elementes a€ A unter f auftritt, d.h. zu jedem
beB existiert ein a€A mit f(a)=b.

4) Die Funktion f:A— B heillt bijektiv oder eineindeutige Abbildung von A auf B, wenn
f injektiv und surjektiv ist.

Definition: Die Mengen A und B heilen gleichmdchtig, symbolisch A ~ B, wenn
eineindeutige (injektive) Zuordnung der Elemente von A auf die Elemente von B existiert.

Definition: (Kardinalzahl einer Menge A, |A|, card A, c(A), #A)

1) Hat die Menge A nur endlich viele Elemente, so bezeichnet |A| die Anzahl der
Elemente von A.

Beispiel:

Die Menge IN={1,2,3,...} erhilt die Kardinalzahl |IN| .

Betrachten wir dic Menge Q" der positiven rationalen Zahlen, so ergibt sich die Frage, ob
Q" ,, mdchtiger“ als N ist. Das ,,Cantersche Diagonalverfahren‘ liefert eine eineindeutig

Abbildung von IN auf @, damit ist auch |@"|=|IN| . Wir schreiben alle Briiche % mit

P, g<IN in ein Rechteckschema wie folgt
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Die Elemente werden nun wie oben durchnummeriert, wobei Briiche, die eine bereits
durchlaufene Zahl aus Q" darstellen, libergangen werden.
Eine unendliche Menge, die zur Menge N gleichmdichtig ist, heifit abzihlbar.

Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht abzdihlbar.

Beweis: (indirekter Beweis).

Wir nehmen an, man kann die reellen Zahlen zwischen 0 und 1 abzidhlen und schreiben eine
Abzdhlung an.

1. 0, d11, d12, d13, d14,...
2. 0, d21, dzz, d23, d24,...
3. 0, d31, d32, d33, d34,...

Wir definieren nun die Dezimalstelle d;={1 falls d;=2, sonst 2|
dann ist x=0.d,d,d;... nicht in obiger Aufzihlung enthalten, im Widerspruch zur Annahme
der Abzihlbarkeit.
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2. Zahlen

Die Menge der natiirlichen Zahlen IN={1,2,3,...} lisst sich durch Peano-Axiome
kennzeichnen:

Eins (1) ist eine natiirliche Zahl 1€IN
Jede natiirliche Zahl n hat genau einen Nachfolger neN=(n+1)eIN
Eins ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl neN=(n+1)#1
Jede natiirliche Zahl ist Nachfolger hochstens einer natiirlichen Zahl.
nzm=(n+1)#m+1)
5. Ist S eine Menge von natlirlichen Zahlen, so dass gilt
a) 1e$
b) mit jeder Zahl n€S ist auch ihr Nachfolger n+1€S,
d.h. neS=n+1eS
dann ist S die Menge der natiirlichen Zahlen (d.h. jede natiirliche Zahl liegt in S)

D=

Aus Axiom 5 erhalten wir unmittelbar eines der wichtigsten mathematischen
Beweisprinzipien.

2.1. Beweisprinzip der volilstandigen Induktion

Ist eine Aussage A(n) abhdngig von der natiirlichen Zahl n und gilt

1) A(1) ist wahr

2) aus der Annahmen ,, A(n) ist wahr* kann hergeleitet werden, dass auch,, A(n+1) ist
wahr gilt, d.h. fiir alle neIN gilt: A(n)=A(n+1), dannist A(n) wahr fiir alle
natiirlichen Zahlen n.

Eine vollstindige Induktion sollte man immer nach dem folgenden Schema durchfiihren:
Induktionsanfang: Zeige A(1) ist richtig.

Induktionsannahme: Wir nehmen an: A(n) ist richtig fiir ein neN

Induktionsschluss: Zeige: dann ist auch A(n+1) richtig

Nach dem Beweisprinzip der vollstandigen Induktion gilt dann die Aussage fiir alle n€IN

(oder besser nach Axiom 5, denn sei M={neIN:A(n) ist richtig fiir n} , dann ist nach
Induktionsanfang 1€M und ist n€eM , so auch n+1 und damit nach Axiom 5: meIN )

-10 -



2.1. Beweisprinzip der vollstindigen Induktion Mathematik fiir Informatiker I

Beispiel:

. ) s . .. (n+1)n
Beweise: Die Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis n ist —
Induktionsanfang: A(1): 1= @ 2> wW.A.
Induktionsannahme: Angenommen A(n) stimmt fiir ein N€N
z.z. A(n+1) istrichtig
Induktionsschluss: dann gilt,

(1+2 +3+...+n)+n+1=M+(n+ 1)

n-(n+1) +2-(n+1) (n+1)-(n+2)

2 2 2

also ist die Aussage fiir A(n+1) richtig, denn A(n+1) heif3t

(n+1)(n+2)
2

An+1)=14+2+3+...+n+1=

Ein weiteres Beispiel:

(n+1)(2-n+1)

Die Formel 12+2°+...+n°= 6

soll fiir alle n€IN bewiesen werden.
Induktionsanfang: A(1) ist wahr, denn

2o (1(1+1)}(21))
a 6

wW.A.

Induktionsannahme: Angenommen A(n) stimmt fiir ein

A(n):12+22+...+(n+1)2:n'(n+1g(2n+1)

dann miissen wir

S 11 -
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2_(n+1)-(n+2)(2n+3)

An+1):1'+2 +...+(n+1) e

Induktionsschluss:

(n(n+1)(2-n+1))
6
(n-(n+1)(2n+1)) +6-(n+1)2 (n+1)-(n-(2:n+1)+6-(n+1))

6 6 6
(n+1)(2:n*+n+6-n+6) (n+1):(n+2)-(2:n+3)

6 6

1'4+1%+...+(n+1)72=1°+2°+...4+n°+(n+1)*= +(n+1y=

Damit haben wir A(n) VY nelN gezeigt.

Zur Abkiirzung von Summen und Produkten verwendet man folgende Symbole: Es seien
k,l€N

/ .
= |ktaat..t+a fark <l
= ' |0 firk>I(leere Summe)
/ .
a= |@Tagt...ta furk<l|

i
i=k

0 furk>I(leere Summe)

2.2 Die ganzen rationalen und reellen Zahlen

Addition und Multiplikation sind im Bereich der natiirlichen Zahlen uneingeschriankt
ausfiihrbar.

Problem: sind a, beIN, so braucht die Losung der Gleichung x+a=»b in IN nicht zu
existieren.

z={...-3,-2,-1,0,1,2,...}
Problem: sind a, beZ , so braucht die Losung bx=a in Z nicht zu existieren.

Q= % meZ,nezZ\ |0} rationale Zahlen

Problem: Die Gleichung x*=2 besitzt keine Lésung in Q .
Beweis: Nehmen wir an, es gibe eine Losung x der Gleichung x°=2 in @ ; da mit x auch -x
Losung der Gleichung ist, konnen wir annehmen x>0 .

-12 -
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Dann besitzt X = P,q €N . Wir konnen annehmen, dass p und q teilerfremd sind, d.h. der

Qo

Bruch gekiirzt ist.

2

—>p—2:2
q

_>p2:2q2
—p® ist eine gerade Zahl
— p ist eine gerade Zahl 2k,k €N
—>p2:4k2:2q2
—2k’=q"
—q ist gerade

Dies ist ein Widerspruch zur Teilerfremdheit von p und q.
Die rationalen Zahlen lassen Liicken auf der Zahlengerade.

Die exakte Definition der reellen Zahlen kann auf verschiedene Arten vorgenommen werden,
verzichten wir hier aber auf eine genauere Darstellung. Insbesondere wollen wir die Addition
und Multiplikation reeller Zahlen als bekannt voraussetzen. Fiir diese Operationen sind die
folgenden Eigenschaften erfiillt.

I) Abgeschlossenheit:
1. a,beR=a+beR
2. a,beR=a-beR
IT) Assoziativgesetz:
1. a,b,ceR=>(a+b)+c=a+(b+c)
2. a,b,ceR=(ab)-c=a-(b-c)
I1) Existenz von ,, Einheitselementen ““: Es gibt Elemente 0€RR, 1€R\{0}, so dass
1. aeR=a+0=0+a=a
2. aeR=axl=1xa=a
IV)Existenz von ,, inversen Elementen “
1. aeR=a+(—-a)=(—a)+a=0

2. aelR\{O}:«a—'lzl-azl
a a

- : 1.
(Beachte fiir a=0 existiert kein Elemente S in IR)

V) Kommutativgesetz
1. a,beR=a+b=b+a
2. a,beR=a-b=b-a
VI) Distributivgesetz
1. a,b,ceR=a:(b+c)=a-b+a-c
VII) Ordnungseigenschaft: Es ist eine Ordnungsrelation < gegeben mit
1. fiir beliebige a,beR gilt a<b oder b<a
2. as<b=a+c=<b+c
3. a<bac=0=a-c<b-c

-13-
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(2) und (3) gibt an, dass die Ordnungsrelation mit den algebraischen Operationen
vertriglich ist

Beachte: Diese Axiome werden auch von den rationalen Zahlen Q erfillt. Wir brauchen ein
Axiom, welches @ und R unterscheidet.

2.2.1 Vollstandigkeitsaxiom/Stetigkeitsaxiom

Zerlegt man die Menge R in zwei Mengen N und M mit der Eigenschaft R=NUM , wobei
N#8,M+#8 und fir VxeN, yeM gilt: x<y . Dann gibt es genau ein Element s€RR
(Schnittzahl) mit x<s<y VxeN,yeM

Bemerkung: Q erfiillt nicht das Vollstindigkeitsaxiom

M=(aeQ:a’<2]ulacQ:a<0)
M=(acQ:a’>2]\|acQ:a>0]

gibt es keine Schnittzahl in Q . Dies wire ja s=1(2)2Q .

- FEine Menge G mit einer bindren Operation ,,+* die die Regel I, II, IIL, IV, V erfiillt, heif3t
abelsche Gruppe.
- FEine Menge G mit den Operationen + und * heillt Korper.

2.3 Maschinenzahlen

Die reellen Zahlen kdnnen nur unvollstindig am Computer realisiert werden.

- In exakter Arithmetik wie z.B. maple sind reelle Zahlen durch symbolische Ausdriicke
gegeben

- Die in Programmiersprachen iiblicherweise als Modell fiir die reellen Zahlen verwendeten
Gleitkommazahlen (floating point numbers) haben feste relative Genauigkeit

Fiir Maschinenzahlen gelten die Rechenregeln von R.
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2.4 Die komplexen Zahlen

Problem: Die Gleichung x?+1=0 besitzt keine Losung in R (fiir x€R ist stets x*>0).

Wir bezeichnen die ,,Losung* der Gleichung mit 1, so konnen wir mit Objekten der Form
a+ib,a,beR rechnen.

Definition: Unter einer komplexen Zahl z verstehen wir ein geordnetes Paar <a, b> von
reellen Zahlen.

z=a+ib

a heif3it Realteil von z: a=R(2)

b heiflt Imaginérteil von z: b=3J(Z)

Die Menge aller komplexen Zahlen bezeichnen wir mit € . Seien a, b, ¢, d€R . Dann sind
Summe und Produkt von komplexen Zahlen definiert durch
(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d)

bzw.

(a+ib)*(c+id)=(ac—bd)+i(ad+bc)

Die reellen Zahlen werden als Teilmenge aller komplexen Zahlen der Form (a+i*0) a€R
aufgefasst.

- Das obige Produkt geniigt der Forderung
i*=(0+i-1)-(0+i-1)=—1+i-0=-1

- man sieht leicht, dass die Menge € mit den Operationen der Addition und Multiplikation
die Eigenschaften eines Korpers besitzt.
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2.4.1 Geometrische Interpretation der Addition

Im(z)
<a,b>

,d>

/ > Re(2)

GauBsche Zahlenebene. Komplexe Zahlenebene.

2.4.2 Geometrische Interpretation der Multiplikation

- Benutzung von ,,Polarkoordinaten* [r, ¢o] des Punktes <a, b>

<a, b>

r b

2

a

Es gilt:

a=r-cos¢
b=r-sing

bzw.

r=va’+b’

tangp=

V|

zZ=r-(cos@+i-sing)

r ist Absolutbetrag von z
@ ist Argument von z

- 16 -
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z,=[r, @,]=r,(cos @, +i-singp,)
z,=[r, ¢,]=r,(cos@,+i-sinp,)

Z,°Z2,=2,Z,(€COS;-COS @,—SiNp,-Sin@,)+i-(COSP,-Sinp,—Sin ¢,-COS P, )]

sin(x+B)=sin«-cos f+CoSx-sin B
CoS(x+B)=CoS«x-CoS B+Sinx-sin B

also

Zl'zzz[rl'rz, (P1+(P2]

Definition: Sei z=a+ibe&C . Dann heifit Z=a—ib<C die konjugiert komplexe Zahl z.

Es ergeben sich dann die folgenden Beziehungen:

Z+§:sy(z) E z—ézs(z) ; z-z=|zf (Normvonz)

I

Mit diesen Beziehungen ergibt sich:
z=[r,p] und z7'=[C, 9]
dh [r, (P][C, 9]:[r~§, (P+9]:1:[1,0]

r-c=1 P+9=0+2k-1 keZ

Definieren wir die Potenzen z"(neN), der Zahl zeC wieder rekursiv z°=1,z""'=2".z

fur alle n€eIN, so erhalten wir z=[r, @|=|r-n,n-¢]| fiuralle n€IN.
bzw.

z=r-(cosp+i-sing)=z"=r"-(cosnp+i-sinn )
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2.4.3 Wurzelziehen im Bereich der komplexen Zahlen

Wir nennen jede Losung w der Gleichung w"=z eine n-te Wurzel der komplexen Zahl z.

Essei z=[r,p]|=r-(cosp+i-sing) und w=[¢, $|=¢-(cos9+i-sin%) eine Losung von
w'=z,dh. [cn,n%]=[r, ¢].

1. Fall: z=0, d.h. =0, d.h. =0 =>"=0=>w=0 9 beliebig

2. Fall: z#0, d.h. r#0=¢"=r=¢"=r

n-$=p+2km kezZ
lox2km) oy

9=

Definition: Seien x,y,q €C . Dann heif3t x und y kongruent modulo q x=ymod(q),
wenn eine Zahl /eZ existiert, so dass x+y=Iq.

Sei z#0 . Dann sind die Wurzeln von z=r-(cose+i-sing) die Zahlen

@ +2k-1r @ +2k-1T

Vr-cos +i-sin kezZ

wobei k; k,€R genau dann den gleichen Wert liefern, wenn k,=k,-mod(n) gilt.
Man erhilt also alle verschiedenen Werte von %z, indem man alle k€(0,1,2,...,n—1}
verwendet.

Beispiel:
z°=1
V1-cos( 2';'” )+i~sin2kT'7T k=0,1,2,...,7

—> 8 Losungen im Bereich der komplexen Zahlen
Aus obiger Uberlegung folgt: Jedes Polynom der Gestalt w"=z (z#0) besitzt n Wurzeln.
Es gilt sogar mehr: (Fundamentalsat; der Algebra)

Jede algebraische Gleichung p,(z)=c,-z"+c, ;2" *+...4+¢c,=0 (c,€C)

vom Grade n=1 besitzt in € mindestens eine Losung.

Daraus folgt unmittelbar: Jedes Polynom p,(Z) ldsst sich in der Form
p.(z)=c,(z-z,)=C,-(2z—2,)(2~Z,)...-(Z—Z,) schreiben. Die komplexen Zahlen

Z, Z, ..., Z, sind die Nullstellen des Polynoms. Sind unter den Z; Z, ..., Z, gleiche Zahlen
spricht man von mehrfachen Nullstellen.
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3. Algebraische Strukturen
3.1. Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe

Definition: unter einer algebraischen Struktur verstehen wir eine nicht leere Menge G mit

einer oder mehreren ,,Operationen®.

Im Folgenden betrachten wir zweistellige (oder bindre) Operationen, d.h. eine Vorschrift *,

die jedem geordneten Paar <a, b> von Elementen a,beG ein Ergebnis axbeG zuordnet.
<G, *> hat also die Eigenschaft (G1).

(G1) ist Abgeschlossenheit. a,beG=axbeG oder: Eine zweistellige Operationen * ist eine
Funktion *: GXxG—-G .

Beispiel: M ist eine beliebige Menge.
G=P(M); PotenzmengeP(M)={U:UcM)]
Offensichtlich erfiillt <G, U> die Eigenschaft (G1). A,BeP(M)=AUBeP (M)

(G2) Assoziativgesetz: (axb)xc=ax(bxc) Va,b,ceG

(G3) Existenz eines Einheitselementes: Es existiert ein Element e€G , so dass fiir alle aeG
gilt: axe=ex*a

(G4) Existenz von ,,inversen Elementen ‘. fiir jedes acG existiert ein @a'€G mit der

Eigenschaft axa'=a'sa=e . (wobei e das Einheitselement aus (G3) ist. Statt @' schreiben
-1

wir a ~.)

(G5) ,, Kommutativgesetz*“: axb=Dbxa Ya,beG

Beispiel: G=R"'={x:x€RAXx>0}
¥ ist die Zuordnung <a,b> —a".

(G1) ist erfiillt, denn a’eR*

(G2) ist i.a. nicht erfiillt, weil z.B. (22722

(G3) e=1 ist ein Rechtseinheitselement, denn axe=a, a'=a
(G4) gilt nicht

(GS5) gilt nicht, denn zB. 2°=8 aber 3%=9
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Beispiel: G die Menge aller Bewegungen in der Ebene, d.h. alle Abbildungen die sich als
Zusammensetzung von Drehung und Translation (Parallelverschiebung) ergeben. ,,* ist die
»Zusammensetzung® (Hintereinanderausfiihrungen von Abbildungen)

(G1) ist erfiillt

(G2) ist erfiillt

(G3) Einheitselement: identische Abbildung, ndmlich Drehung um 0° und Translation um 0 in
eine beliebige Richtung

(G4) inverses Element: inverse Bewegung (zuriickdrehen, zuriickverschieben)

(G5) ist nicht erfiillt: z.B. Drehung um 90° und Verschiebung um (1 0)

Satz (Eindeutigkeit des Einheitselements e¢): <G, x> erflllt G1. Dann gibt es hochstens ein
Element eeG mit axe=exa=a VaeG
Beweis: Es gelte

axe;=e;xa=a VaeG (1)
ase,=e,xa=a VaeG (2)

Wir setzen in (1) @a=e, so folgt €,x€;=€, setzen wir in (2) a=e€, so folgt e,xe;=e,
d.h. e,=e,.

Satz: <G, => erfiillt (G1), (G2), (G3). Dann gibt es zu jedem a€G hochstens ein a'eG
mit axa'=a'xa=e.

Beweis: es gelte
axa,=a,;xa=e und (1)
axa,=a,xa=e

Dann ist aber a,=a,*e=a,x(axa,)=(a,*a)xa,=ex*a,=a,

Definition: Eine algebraische Struktur <G, * > mit einer zweistelligen Operation * heif3t

- Gruppoid, wenn sie (G1) erfiillt

- Halbgruppe, wenn sie (G1) und (G2) erfiillt.

- Monoid, wenn sie (G1)-(G3) erfiillt.

- Gruppe, wenn sie (G1), (G2), (G3) und (G4) erfiillt.

- Kommutative oder Abelsche Gruppe, wenn sie (G1)-(G5) erfiillt.
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Beispiele:

Gruppoid <R*,*> mit axb=a"

Halbgruppe <R",+>

Gruppoid <Nu(0},+> (e=0)

Gruppe <Bewegungeder Ebene,*>  (s.0.)

Abelsche Gruppe <Z,+>,<R,+>,<R, >

Definition: Sei <G ,* > eine Gruppe. Eine Teilmenge H<SG fiir die <H, *> wiederum
eine Gruppe ist, heilit Untergruppe von <G, *> (insbesondere muss H# @ gelten).
Zum Nachweis, dass <H, *> Untergruppe von der Gruppe <G, *> ist. braucht nicht (G1)-
(G4) gepriift werden, denn es gilt:
Satz: <H,*> ist genau dann Untergruppe von <G, *> , wenn

1) H nicht leere Teilmenge von G ist,

2) firalle a,beH gilt: axb 'eH (b ' = inverses Element zu b)

Beweis:

i) <H,*> erfillt (G2), da die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes beim Ubergang von G
zu einer Teilmenge erhalten bleibt.

ii) mit a€H ist wegen 2) auch axa '=aeH . Esgilt are=exa=a VaecH,da
diese Identitdt sogar fiir alle a€G gilt. <H, *> erfiillt also (G3).

iii) Da e€H ist mit a€H auch exa '=a 'eH und es gilt axa '=a 'xa=e, d.h.
<H, x> erfiillt (G4).

iv) Seien a,beH . Damitist b 'eH und damit auch (b~')*eH und nach 2)
ax(b™')teH wegen b 'x(b ") '=e=(b ') 'xb ! istaber (b)) '=b so dass
ax(b—1)"'=axb,d.h. axbeH und H erfiillt (G1).

Ist die Gruppe <G, *> endlich, so ldsst sich die Forderung (2) nochmals abschwéchen.

Definition: Sei <G, > eine Gruppe. Dann sind die Potenzen von a"(ne€IN) eines
Elementes a€G rekursiv bestimmt durch

a’=e, a"=a"'xa VneN

Gibt es mindestens ein N€IN, so dass @"=e . So heift die kleinste Zahl Ny>1 mit dieser

Eigenschaft die Ordnung von ain G: N,=0,(a) .Ist a"#e V¥ nelN, so hat a unendliche
Ordnung in G.
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Satz: Ist <G, *> eine Gruppe und hat @ endliche Ordnung in G, d.h. Og(@)=n€N , so ist

a"'=al.

Ist G endlich, so hat jedes a€G endliche Ordnung.

Beweis: es gilt: axa" '=a"=e, a" 'xa=a"=e unddamit 8" '=a7'.

Zum Beweis des 2. Teils betrachten wir fiir festes a€G die M(a)={a": neN} . Da
M(a)cG ,istauch M(a) endlich - es gibt Zahlen m, n€IN mit 0<m<n fiir die gilt:

a'=a"
a 1

m— m 1 n-1

xe=a" 'x(axa ')=a"+a '=(a
Fiihrt man die Reduktion des Exponenten (n-m) mal durch, so erhiilt man e=a%=a""" mit
n—m=1 - a hat endliche Ordnung.
Beispiel:
G=(0,1,2,3} bildet mit der durch die Verkniipfungstafel

*

—_ O W NN
N = O W W

w N = O
W NN = OO
S W N = =

definierte Operation * einer Gruppe
M(0)={0}

{1,2,3,0}
(2,0}
(3,2,1,0]}

M(1)
M(2)
M(3)

Beweis:
zz.. a,beH=axb'eH Va,beH (nach Satz von S. 22)

Da G endlich ist, hat jedes b€G endliche Ordnung und es gibt b *=p%""*  wobei
Og(b)—1€&IN ist. Wegen der Eigenschaft 2) von <H,*> istmit beH auch

b"eH W beH .Damitist fir beH auch b'eH, wenn Og4(b)—1=1 dh. O4(b)=2
gilt.
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noch z.z.: Ist Og(b)=1,dh. b™'=b=e,soist wegen e '=e ebenfalls b~'cH . Fiir jedes
beH istauch beH . Wegen 2) ist dann aber fiir alle @, b€H auch axb 'eH und
<H,*> ist Untergruppe von <G, *> .

Besitzt das Element a€G endliche Ordnung n , so bildet insbesondere
<H=[a“a>...,a"=e},*> eine Untergruppe von <G,*> . <H,*> heiBt die von a
erzeugte zyklische Untergruppe von <G, *> .

3.2 Ringe, Halbringe, Integritatsbereich, Korper

Jetzt betrachten wir algebraische Strukturen mit zwei zweistelligen Operationen.
Definition: <H,+,-> heillit Ring, wenn

1) <H,+> eine abelsche Gruppe (G1-GY) ist

2) <H,o> eine Halbgruppe (G1-G2) ist und

3) die Distributivgesetze gelten:
aoc(b+c)=acb+a-c
(a+b)cc=a-c+boc Va,b,ceH

Beispiele:
- <ZI+IO>I<QI+IO>I<IRI+IO>I<CI+IO>
- Restklassenring modulo m, Z,,

- sei m fest vorgegeben: X,y €Z heiflit kongruent modulo m, symbolisch x=y (modm)
Wenn es ein /€Z gibtmit Xx—y=/om,dh. x=y(modm)e3leZmitx—y=I-m.

Man sieht leicht, dass hierdurch eine Aquivalenzrelation auf Z definiert wird. Die zu x
gehorige Aquivalenzklasse hat die Gestalt

X=ly:y=x+lom,leZ}
Die Menge aller Aquivalenzklassen wird mit Z,, bezeichnet. Speziell ist

Z =2 .,2,=2,Z,=0 0=[y:y=0+lezZ|

Wir beschrianken uns im Folgenden auf meIN . Auf Z,, kann eine Addition und
Multiplikation definiert werden durch
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Man zeigt leicht, dass
<Z,,+> eine kommutative Gruppe
<Z,,°>  ein kommutatives Monoid

und die Distributivgesetze gelten.

Beispiel: Verkniipfungstafel der Multiplikation in Z,4

* 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

- Das Einheitselement beziiglich der Operation ,,+* in einem Ring heif3t auch Nullelement,
hier ist es die Restklasse O .

- Besitzt ein Ring auch ein Einheitselement beziiglich ,,**, welches vom Nullelement
verschieden ist, so heilt <H,+, o> Ring mit Einselement.

- In Z (wicauchin @, R, C) ist die Gleichung a-b=0 nur dann erfiillt, wenn mindestens
eine Zahl a bzw. b gleich Null ist. Dies gilt in Z,, , i.a. nicht.

Definition: Ein Element a#0 eines Ringes <H,+, o> heilit Nullteiler in H, wenn es ein
Element beH,b+#0 gibt, mit a-b=0 oder b-a=0

Beispiel: Falls m=r-s mit r,seN, r,s>2,so besitzt Z,, stets Nullteiler, denn da
2<r,s<m gilt 7-5=0.

Falls m eine Primzahl ist, so kann es keine Nullteiler geben, denn sei
r-s=0=(y:y=Il'p,lez} 7,5#0und rer,ses mitl<r,s<p-1 (solche
Reprisentanten lassen sich in jeder von O verschiedenen Restklasse von Z, finden). Wegen
r-s=e€r-s ist r-s durch p teilbar. Da p Primzahl ist, miisste r oder s selbst durch p teilbar
sein, ein Widerspruch zu 1<r,s<p-1.

Definition: Ein kommutativer Ring mit Einselement, in dem es keine Nullteiler gibt, heif3t
Integrititsbereich.

Es gilt also: <Z,,,+.-> ist genau dann ein Integritdtsbereich, wenn m eine Primzahl ist.

weitere Beispiele von Integrititsbereichen: <@, +,->, <R, +,->, <C,+,- >, <Z,+,->
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Definition: Ein Ring <H,+, o> mit der Eigenschaft, dass <H—{0},>> eine abelsche
Gruppe bildet, heiit Korper. (0 steht fiir das Nullelement von <H ,+, o> ).
<QI +l >, <IRI+I. >, <Cl+l' >

In einem Korper kann es keine Nullteiler geben:

Wire a-b=0,b#0, so existiert b und wir erhalten a=a-b-b*=0-b*,d.h. a=0,dain
einem beliebigen Ring <H,+, >, wegen 0-c=(0+0)-c=0-c+0-calso0-c=0 VceH
gilt: => jeder Korper ist Integritdtsbereich. Die Umkehrung stimmt i.a. nicht, vgl. <Z,+,0>
( <Z,=Z—(0}, o> ist keine abelsche Gruppe, inverse Elemente von 27).

Satz: Jeder endliche Integritatsbereich <H,+, o> ist ein Korper.

Beweis: z.z. zu jedem a=#0 existiert ein multiplikatives Inverses a *.

Idee: betrachten die Potenz von a. Da H endlich ist, existiert m, n mit 0<m<n und
a"=a'=a"-a"=0 bzw. a™-(a"" "-1)=0

Wegen der Nullteilerfreiheit von H und wegen a#0 muss @” "=1 . Damitist g™ !

invers zu a beziiglich ,,**. (beachte n—m—1€IN ).

Satz: Der Restklassenring <Z,,,+,°> ist fiir m=>1 genau dann ein K&rper, wenn m eine
Primzahl ist. Beweis: <Z,,,+,°> ist Integrititsbereich und endlich)

Definition: Es sei <R; +; -1> und <R, +, -,> Ringe. Eine Abbildung ¢:R;—R, heil}t
Homomorphismus, wenn

eX+HYy)=e(xX)Hely) VX1,X2€R1
e(X-y)=p(Xx),e(y)

st ¢ zusitzlich umkehrbar eindeutig (d.h. bijektiv), so heiit ¢ Isomorphismus.

Homomorphismen sind also ,,strukturvertrigliche* Abbildungen (analog definiert man
Abbildungen zwischen Halbgruppen, Gruppen usw.)

Definition: Sind <G, *,> und <H,*,> Gruppenund ¢:G—H eine Abbildung mit der
Eigenschaft @ (a*,b)=@(a)*,¢(b) Va,beG soheibt ¢ (Gruppen-)Homomorphismus.

Beispiel: <Z,+,o> und <Z,,,+,°> und die Abbildung ¢:Z—-Z,, ¢ (Xx)=X , wobei X
die Restklasse modulo m von x ist.
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Die Eigenschaften

ergeben sich unmittelbar aus der Definition der Addition und Multiplikation von Restklassen.
¢ ist also ein Homomorphismus, aber (fiir m+#0 ) kein Isomorphismus, da ¢ zwar
surjektiv, aber nicht injektiv ist.

Beispiel:

p:R—-C
a—a+0i
a—(a,0)
¢ ist ein injektiver Homomorphismus.

- @:<Z,+>-><mZ,+> meZ,m#0 zZ-m-z

- isteine Abbildung (ist z€Z so istimmer @ (z)em-Z)

- ¢ istein Homomorphismus: @ (Z,+2,)=m«(z,+2,)=m-z,+m-z,=¢(2,)+¢(Z,)
- surjektiv, das Urbild von m-z ist z

- injektiv, ist Z;#Z,=>mM-Z,;#M-Z,

und somit ein Isomorphismus. <Z, +> und <mZ, + > sind als Gruppen praktisch nicht
zu unterscheiden.
p:<Z,+,>><m”Z,+,-> mMeZ
z-m-z

Es gilt @(2z, z,)=m-z,-z,#mM-Z,-Z,=p(Z,)-@(Z,) kein Ring-Isomorphismus, als Ring
haben ¢@:<Z,+,-> und <m-Z, +, - > unterschiedliche Strukturen.

Satz: Seien <G, *> und <H, *> Gruppen. Fiir einen Homomorphismus ¢:G—H gilt
immer

a) ¢(e)=e
b) ¢lal)=(¢(a)™
c) V a,beG gilt p(axb =@ (a)x(@(b))*

Beweis:
p(e)=p(exe)=p(e)xp(e)
=>p(e)=e

Einheitsele- Einheitselement
ment in G in H

p(a)xplat)=p(axa)=p(e)=e=p(a )=(p(a))
d) p(axb )= (a)xp (b )=¢ (a)*(p (b))
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4. Elementare Kombinatorik

Fragestellungen der Kombinatorik:

Die Kombinatorik beschiftigt sich mit Anzahlenberechnung bestimmter Gruppierungen von
Elementen wie z.B.

a) Wie viel FuBBballspiele finden in der Bundesliga wéhrend einer Saison statt?

b) Der Vorstand eines Vereins von 20 Personen besteht aus dem Vorsitzendem, dem
Schriftfiihrer und dem Kassenwart. Wie viele Moglichkeiten gibt es, den Vorstand zu
besetzen?

c) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, beim Lotto (6 aus 49) mit zwei Tippreihen 6 Richtige
zu erhalten?

d) Ein Informatiker soll 12 Kontakte eines Schaltbrettes mit 12 Drahtenden verbinden. Leider
hat hat er den Plan vergessen. Fiir das Ausprobieren einer Verkabelung aller 12 Dréhte
braucht er 10 Sekunden. Wie lange muss er arbeiten, wenn er Pech hat und erst die letzte
Kombination richtig ist?

Permutation: Unter einer Permutation der Elemente der endlichen Menge A verstehen wir die
lineare Anordnung der Elemente von A.

Beispiel: Set A= {1, 2, 3 } dann sind die Permutationen von A die Anordnung

123
312
231
132
321
213

Offensichtlich ist die Anzahl der Permutationen nur von |A| abhingig. Ist |A|=n , so wird die
gesuchte Anzahl der Permutationen mit P, bezeichnet. Wie man sofort sicht, ist
P,=1,P,=2,P;=6,...

Wir wollen die Folge <P,> rekursiv festlegen, indem wir angeben, wie P, fiir n>2 aus

P ,_, bestimmt werden kann. Betrachtet man die n Plétze der linearen Anordnung, so gibt es n
Moglichkeiten fiir das erste Element x€ A, welches Platz 1 bekommit.

Yn=2

Wir definieren noch P,=1=P =[]j ¥V neN

j=1
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Definition: (n-Fakultit)
n!:=[]j VneN
j=1
0/:=1
also n!=1-2-...-n, damit P,=n!

Beispiel d) Der Informatiker muss 12! = 479.001.600 Moglichkeiten ausprobieren. Jeder Test
dauert 10 sec., somit braucht er insgesamt also etwa 151 Jahre.

Aufgabe: Auf wie viele verschiedene Weisen lassen sich die Elemente

a,a,..a,a,a,a,..,a,a,..a
k, K, k

r

r

anordnen?

a; trete dabei k; mal auf (j=1,...r)

2. k;=n (die Anzahl aller Elemente)
P

Wir nummerieren die Elemente mit zusitzlichen oberen Indizes:

2,
1

k,+1

2 K,
aj..a,;'m,a," ...

k,+k Ki+ky+... n
a 1 z’arl 2 .

a, .a,

Aus ihnen lassen sich genau n! Permutationen bilden. Wir ersetzen nun die Elemente

a;...a% durch @, so werden alle Permutationen von aj,a:,...a;" gleichgestellt => wir

miissen n! durch k;! dividieren.

n!
kil-ky!-...-k,!

r

Beispiel: Auf wie viel verschiedene Weisen lassen sich kK Einsen und m Nullen anordnen?

(k+m)!'  n! n! _[n
kI-m! kIm! k!l(n-k)! \k
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Definition: Unter einer Variation von n Elementen zur k-ten Klasse ohne Wiederholung
verstehen wir ein geordnetes k-Tupel <a; @, ..., a,> von k paarweise verschiedenen
Elementen a@; der Menge A mit n Elementen (d.h. &;#a; fiir i#j ). Die Anzahl aller
derartigen Variationen bezeichnen wir mit V% .

Beispiel:

n=4, A={a,a,a;a,

k=2,

<a, a,> <a,a,> <a;a,> <a,a,;>
<d; d3z> <d,adz> <d;a,> <d,;a,>
<d; dy> <dpa;> <d;a;> <d,as>

Vi=4.3=12

Bestimmung von V¥ : Wir gehen aus von allen n! Permutationen <a, @, ...,a,> der
Menge A und nennen zwei solche Permutationen dquivalent, wenn die aus den ersten k
gebildeten Variationen tibereinstimen, d.h. wenn a,=b; V1<1<k  Man sieht leicht, dass
auf diese Weise eine Aquivalenzrelation definiert ist.

<a,a,asa,>R<a,a,a;a,>

Klasseneinteilung:
K(x)={y:yRx|
K(<aya,a;a,>)=(<a,a,a;a,>, <a,a,a,as>|

Dabei sind alle zugehdrigen Aquivalenzklassen gleich grof.

Fiir die n-Tupel <a, ...,a,> einer Klasse ist <a, ..., a,> fixiert, wihrend die Elemente
<ap,1,9x.2,.--,8,> eine beliebige Permutation der verbleibenden n—k Elemente der

Menge A darstellen. Jede Aquivalenzklasse besteht aus P,_,=(n—k)! Elementen. Die

Anzahl der Aquivalenzklassen, d.h. die gesuchte Anzahl der Variationen zur k-ten Klasse,
ergibt sich

k_ Anzahl aller Permutationen _ !
" GréBeeiner Aquivalenzklasse  (n—k)!

=n-(n-1)(n-2)-....(n—k+1)

2. Weg: Analog der Uberlegung zur Berechnung der Permutation

- fiir die erste Position eines k-Tupels der beschriebenen Art haben wir n Moglichkeiten
der Besetzung, denn alle &, ..., a, kommen in Frage

>Vi=n.VX 1 = Vi=n(n-1)-....n—k+1)=n-(n—-1)-V2_,
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Beispiel aus Frage b) Vorsitzender, Schriftwart und Kassierer bilden ein Tripel. Die Anzahl
der Tripel dieser Art ist also bei einer Vereinsstérke von 20 Personen gleich

20-19-18=6840
Frage a) 18 FuBballvereine =V2,=18-17=306

Definition: Unter einer Variation von n Elementen zur k-ten Klasse mit Wiederholung
verstehen wir ein geordnetes k-Tupel <a; @, ..., a,> von Kk nicht notwendig
verschiedenen Elementen @; der Menge A mit n Elementen. Die Anzahl aller derartigen
Variationen bezeichnen wir mit V¥ .

Es gilt w Vﬁ: n*, da jedes Element a; des k-Tupels <a, @, ..., a,> ein beliebiges Element
der n-elementigen Menge A.

Beispiel: a, a, as;

n=3,k=2

a;a; d,a,; a;a,
d,d, d,a, dszd;
d,d3 d,d3 dzds

Beispiel: Wie viele Tupel lassen sich aus den Ziffern 0, 1, 2, ...9 bilden?

Antwort: 10°=1000, namlich genau die Zahlen O, ..., 999

Definition: Unter einer Kombination von n Elementen zur k-ten Klasse ohne Wiederholung
verstehen wir ein ungeordnetes k-Tupel {@; &, ...a@,] von k paarweise verschiedenen
Elementen a; der Menge A mit n Elementen, d.h. eine k-elementige Teilmenge. Die Anzahl
bezeichnen wir mit C . Die Elemente von A schreiben wir uns in der durchnummerierten
Reihenfolge hin @, @, as ..., @, und markieren die Elemente a,, die zu einer bestimmten

Teilmenge gehoren durch eine darunter geschriebene 1 und alle anderen Elemente durch O,
z.B.

a, a, a; a, as ag a, ag
01 101011

fiir n=8,k=5. Unsere Teilmenge besteht hier aus den Elementen a, as as a,; ag . Auf diese
Weise entspricht jede Teilmenge von M genau einem n-Tupel mit k Einsen und m=n-k Nullen.
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Nach dem Beispiel (siche Permutationen) gibt es aber genau Z solcher n-Tupel, also gibt es

auch ebenso viele k-elementige Teilmengen von M

/
Ck: ni_ n!

" \k| k!(n-k)!
Beispiel c) 6 aus 49

=13.983.816

49\_49-48-47-46-45-44
6 1.2-3-4.5-6

Definition: Unter einer Kombination von n Elementen zur k-ten Klasse mit Wiederholung
verstehen wir ein ungeordnetes k-Tupel {&; @, ...a,] von k nicht notwendig verschiedenen
Elementen a; der Menge A mit n Elementen, d.h. eine k-elementige Teilmenge. Die Anzahl
aller derartigen Kombinationen bezeichnen wir mit " CY .

Beispiel: n=5,k=7

Ein 7-Tupel aus a, a, a; a, as ist z.B. durch (a, a, a, a; a, as as) gegeben. Wir denken
uns 5 Késten von 1 bis 5 durchnummeriert. Die drei Elemente @; sollen bedeuten, dass m
Kasten 1 drei Kugeln liegen, @ bedeutet, dass im Kasten 3 eine Kugel liegt.

‘ 000 ‘ ‘ 0 ‘ 0 ‘ 00 ‘
1 2 3 4 5

Aus diesem Bild lassen wir alles weg, mit Ausnahme der Kugeln und der Zwischenwinde.

000| |0]0]00
Dies schaut nach einer Reihenfolge von 7 Nullen und 4 Einsen aus. Davon gib es genau
7+4 . . . . k_7 _5 ch_ k+n_1
7 Moglichkeiten. Allgemein wegen K=/,N= n= K .

Anwendung: Seien x, y Elemente eines kommutativen Rings. Dann ergeben sich beim
»Ausmultiplizieren* des Ausdrucks

(X+y)'=(x+y)(x+y)...(x+y) neN
nach dem Distributivgesetz Summen von Produkten von n-Tipeln von x und y.
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2 (X+y)(x+y)=x-X+y-xX+xX-y+yy
=3 (X+Y)(X+Y)(X+Y)=XX-X+X-YX+X-X-Y+XY-Y+Y-X-X+Y - X-Y+Y-y-y

Da der Ring kommutativ sein soll, ergeben alle n-Tupel, die k-mal x und (n—k) maly

n

enthalten, den selben Wert x*-y"™*. Diese Situation tritt C, :( K mal auf (beachte x: n-

Elemente zur k-ten Klasse).

Satz: Seien x, y Elemente eines kommutativen Rings. Dann ist fiir alle neIN
(X+y)=Y Q

k=0
Dabei ist x°-y*=y" und x".y°=x" zu setzen.

_Xk‘yn—k

Permutationen

Sei V=(V1V,....,V,} und die Permutation 7t die Anordnung W, W; ... W, der Elemente
von V.

=m:V-V bijektiv
(V,)=w; (k=1...n)

Darstellungsarten:

ViV, v,

zweistellige Darstellungen: ™=
W, W,...w,

Beispiel:

V=(1,2,3,4,5,6,7)

Tr:(l 23456 7)
3452167

Darstellung als Graph

1 2 6 7
AN N )
5—*3 4
Zyklendarstellung: beginnend mit einem Element v, bildet man die Kette

Vi'Tr(Vi)'Tr(Tr(Vi))

Da V endlich ist und 7 injektiv ist, muss nach endlichen Schritten, sagen wir k, wieder V/
erreicht werden. Dieser Zyklus der Lange k wird dann in der Form
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(V,,m(V,), 7 (V,),...m(V,) geschrieben.

Enthélt dieser Zyklus noch nicht alle Elemente von V, so beginnt man mit dem nichsten
Zyklus mit einem Element V/; der noch nicht im 1. Zyklus enthalten ist.
Jede Permutation kann durch paarweise elementfremde Zyklen dargestellt werden.

Beispiel: m=(1,3,5)(2,4)(6)(7)

Definition: Seien 1, C zwei Permutationen der Menge V. Dann ist das Produkt =m0 die
Permutation, die durch die Hintereinanderausfithrung der Abbildungen m, ¢ durch
5(Vj):7T ( C(V/)) v VjEV definiert ist.

Beachte: i.a. moC#Com

123
321

C
(123, .1
"§(213)"C(1

Beispiel: 7= (

Sarz: Sei S(V) die Menge aller Permutationen der Menge V und o das Produkt von
Permutationen, dann ist <S(V'),o> eine Gruppe.

Beweis:

- Produkt von Elementen von S(V) ist wiederin S(V)

- o ist assoziativ

—  S(V) besitzt als Einheitselement die ,,identische* Permutation id (V,)=V, VV,eV

— Das inverse Element zu m mit (v,)=w; VV,€V istdie Unkehrabbildung 7 mit
i (w,)=v, VweV.

Definition: Sei |V |=n.Dann heifit <S(V),o> symmetrische Gruppe der Ordnung n.

Definition: Sei 1 eine Permutation der linear geordneten Menge V
V={v,<v,<v;<..<V,| . Ein Paar (V;,V;) mit V;<V;,aber m(Vv;)>m (V) heiBt Inversion
von m. 1 heil}t gerade, wenn die Anzahl der Inversionen von 1 gerade ist, symbolisch
sgn(m)=1. m heift ungerade, wenn die Anzahl der Inversionen von 7t ungerade ist,
symbolisch sgn(m)=—1. sgn(m) heilit,,Vorzeichen“ der Permutation.

Beispiel:
v={(1,2,3,4,5,6,7}
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a=l1234567
13250674

- besitzt 4 Inversionen 2 sgn(m)=1
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Mathematik fir Informatiker [

5. Lineare Algebra

Lineare Algebra ist die Theorie der linearen Raume.

5.1 Vektorraume

Beispiel: Sei V=R> die Menge aller Tripel a= a,| von reellen Zahlen. Jedes Element aus V

kann nach Wahl eines kartesischen Koordinatensystems umkehrbar eindeutig einem Punkt des
3-dimensionalen Anschauungsraums zugeordnet werden. Auf V wird eine Addition durch ,,+*

definiert.

a,| |by| |a;+b,
a,|t|b,|=|a,+b,
as| |bs| l\as+b;

- <V,+> isteine Abelsche Gruppe

Auf'V kann fiir jedes A€R ein Produkt ,, - “.

a; A-a;
Ala,|=[A-a,

2> <V,+,-> istein Korper

Man sieht leicht: Fir 3, beR® A ,MER

1. A(3+b)=A-3+A-b
2. (A+u)E=A3

3. A(u-a)=(a-u)a
4. 1.3=3
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Beispiel B: Sei K ein moglicherweise auch endlicher Kérper und K" die Menge der n-Tupel.

X a,| (b,| |a;+b;
von Elementen aus K. Definiert man |... |T|... || .
X, al \b, \a,+b,
bzw. fir AeK
a, [A-a;
A. = TN
al \Aa,

so ist wieder <K",+ > eine abelsche Gruppe und das Produkt hat die Eigenschaften 1-4.

Beispiel C: Sei V die Menge aller Funktionen f:[0,1]->IR. f+geV sei die Funktion h
definiert durch

h(x)=f(x)+g(x) V¥ xe€[0,1]
= <V, + > ist eine abelsche Gruppe.

Fir A€R definieren wir h=A-f oh(x)=A-f(x) ¥ x€[0,1].
= Eigenschaft 1-4 sind erfiillt.

Definition: Sei K ein Korper. Dann heifit <V ,+, K> linearer Vektorraum iiber K, wenn

a) <V,+> eine abelsche Gruppe bildet
b) fiir jedes a€V ein Produkt A-a€V definiert ist, so dass VA,ueK und a, beV gilt
1. A(a+b)=A-a+A-b
2. (A+u)a=r-a+u-a
3. A(wa)=(A-p)a
4. l-a=a

Im Folgenden bezeichnen wir mit —a das inverse Element zu a in der Gruppe <V ,+ > und
mit —A das inverse Element zu A in <K ,+ > .

Satz: Fir a€V und AeK gilt
i) 0-a=0
ii) A-0=0

iii) (—A)-a=A-(—a)
iv) A-a=0=A=0va=0
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Beweis:
i) 0-a=(0+0)-a=0-a+0-a
0=0-a
ii) A-0=A-(0+0)=A-0+A-0 '—(A-0)
0=A-0

iii) Da a—a=0 ist A-a+A-(—a)=0, also
(—A)-a=—A-a+0=—2A-a+A-a+A-(—a)=(—A+A)-a+A-(—a)=A-(—a)

1v) Wegen 1) und 11) folgt aus A=0va=0 sofort A-a=0 =>da K ein Korper ist
3 zu A#0 ein A 'eK mit A A=1=a=(A""A)-a=A""-0=0. Falls A=0 ist die
Behauptung gezeigt.

Definition: Sei <V ,+,K> ein Vektorraum. Ist UV, so heiit <U, +, K> (linearer)
Teilraum oder Unterraum von <V ,+,K>,wenn <U,+,K> selbst ein Vektorraum ist.

Sarz: Sei <V ,+,K> ein Vektorraum. Eine nicht leere Teilmenge UZV ist genau dann ein
Teilraum <U, +, K> m wenn Folgendes gilt:

1) a-beU Va,beU
2) A-aelU  VaeK,aeU

Beweis: U ist Teilraum von V genau dann, wenn <U, + > Untergruppe von <V ,+ > ist

und Eigenschaft 2 aus dem Satz gilt. Alle weiteren Eigenschaft sind dann sofort erfiillt, da
<V ,+,K> ein Vektorraum ist. Wir wissen, dass <U, + > genau dann Untergruppe von
<V ,+> ist, wenn a+(—b)=a—-beU Va,beU (siche Satz S iiber Untergruppen).

Folgerung: Eine nicht leere Teilmenge U<V ist genau dann Teilraum von <V ,+,K> |
wenn a+u-belU Va,beU,ueK gilt.

Beweis: Ist U ein Teilraum von V, so ist natiirlich auch die Bedingung (s.o.) erfiillt.
Umgekehrt folgt aus der Bedingung die Eigenschaft 1) und 2) aus dem Satz:

1) setze u=—1 (,,-“=inverse beziiglich Addition, ,,1“=Einselement aus K), so ist wegen
(-1)b=b a-beU
2) setze a=0€V sofolgt u-belU VY ueK,beU

Xl
. . — 3. . .
Beispiele: Die Losungen X =| X,|€R" eines homogenen linearen Gleichungssystems.
X3

a;- X, +a;y X,+a;3x3=0
Ay, X, T8, X,+a,3-X3=0
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mit (8;€R), bilden einen Teilraum des Vektorraums <R*+,R> (kurz R®). Da sicher

_ |0 X1 Y1
0=|0| eine Losung ist, ist U nicht leer. Sind X=| X,| und ¥ =| ¥, | Losungen, so sicht man
0 X3 Y3

sofort, dass auch X +u-y eine Losung ist (u€R).

(erste Zeile nachrechnen:

Ay (Xt ey )+tan (X+uy,)+a s (Xstuys)
:all'X1+alz'X2+al3'X3+U(all'X1+alz'X2+al3'X3)

=0+u-0=0
. (0
2) Jede Gerade und jede Ebene durch den Ursprung 0=|0| bildet einen Teilraum des
0

IR? . Geraden bzw. Ebenen die den Ursprung nicht enthalten (sind keine Teilriume)
lassen sich jedoch stets aus Geraden bzw. Ebenen, die durch den Ursprung gehen,
durch Translation um einen festen Vektor X, erzeugen.

So ist die Menge
g=[{X€R’: X=X,+AV,A€R, X, VER?)
die Gerade in Richtung des Vektors ¥ durch den Endpunkt des Vektors X, .
Die Menge E={X €R’>: X=X,+A-V+u-W;A, u€R, X, V,weR®} stellt die Ebene dar, die
durch X, gehtund von vV und W aufgespannt wird.
Definition: Seien S, T Teilmengen eines Vektorraums, dann ist die Summe S+T durch
S+T=|x:xbesitztdie Darstellungx=s+t,seS,teT|
Definition: Sei V ein Vektorraum, X,€V , U Teilraum von V, dann heifit die Menge X,+V
affiner Teilraum von V.
Beispiel:
1) Kennen alle Teilriume von R®: {0}, Geraden durch 0, Ebenen durch 0, IR®

Damit kennen wir auch die affinen Teilrdume des IR .
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2) Betrachten ein lineares Gleichungssystem in IR? (3 Gleichungen, 3 Unbekannte)

811X, +ta815°XCyta 5 X5=b,

Wissen bereits: Wenn b, =b,=b;=0 gilt, dann heiBt (*) homogenes Gleichungssystem.
Seine Losungsmenge ist ein Teilraum von IR?. Sei nun (b, b, b;)#(0,0,0) (inhomogenes
Gleichungssystem) und (*) sei 16sbar. Wenn X =(X; X, X3), X'=(X,", X,', X5") zwei
Losungen von (*) sind, dann ist die Differenz X —X'=(X;—X,"', X,—X,"', X3—X3') eine
Losung des entsprechenden homogenen Systems.

Betrachten 1. Gleichung:

a1 (X + X1 ") +a, (XX, ) +as(X3—X5')=
ay1° X Ay Xy +tay Xs—(ay X' +a, X, a3 x5')=b,—b,=0

Somit gilt: Besitzt das inhomogene System (*) eine Losung X, , so hat jede Losung x von (*)
eine Losung X, die Gestalt X=X,+U mit ueU (U Losungsmenge des homogenen
Systems).

Mit anderen Worten: Falls (*) 16sbar ist, dann bildet die Lsungsmenge von (*) einen affinen
Teilraum in R? (nidmlich x,+U).

Satz: Seien U, U, Teilrdume eines Vektorraums V, dann gilt

a) U,NU, ist Teilraum von V
b) U,UU, ist ein Teilraum von V genau dann, wenn U,SU, oder U,<U,
c) U,+U, ist Teilraum von V

Beweis:

1) Seien A,B€eU,NU,,dh. a,b€U, und a,belU,.Da U, U, Teilrdume sind, gilt
a+u-bel;; und a+u-bel, YV ueK. Somitgilt a+u-belU;NU, VuekK

2) «<:Wenn U,€U, gilt, dann ist U,UU,=U, also Teilraum. Wenn U,<U, gilt, dann
ist U,uU,=U,, also Teilraum = : Sei nun U,UU, Teilraum, aber es gelte weder
U,cU, noch U,SU, . Dann gibt es Vektoren a€U,; mit a€U, und b€U, und
b&U, . Betrachten c=a+beU,UU, , d.h. ceU; oder ceU, .
Wire c€U,, dann wire auch ¢+(—a)=be€U, - Widerspruch zu bgU,
Wire c€U, , dann wire auch C+(—b)=a€U, - Widerspruch zu agU,
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3) Seien a@,beU,+U, beliebig, d.h. a=a,+a, b=b,+b, mit a, b,€U, a, b,eU, .
Betrachten a+u-b=a,+a,+u-b;+u-b,=a,+u-b;+a,+u-b, Vuek
eU, ey,

Bemerkung: Fiir 2 Teilrdume U, U, aus V gelten folgende Inklusionen
(0jcu,uU, Y1 U +u,cv
cu,c
Def.: Sei <V ,+,K> ein Vektorraum, SCV eine nichtleere Teilmenge. Die Menge
L(S)={xeV:x=> A;a, mit a,€S,A,eK,neN) aller endlichen Linearkombinationen

i=1
von Vektoren aus S heil3t lineare Hiille von S in V.

Wenn , dann L{Q|={0} S=0 . Offenbar gilt SSL(S).
Satz: Sei S beliebige Teilmenge von V. Die lineare Hiille L(S) ist ein Teilraum von V.

Beweis: Fiir S=0 gilt L(S)={0}, dies ist ein Teilraum von V. Sei nun S# & und
a,, b, b,...beS, a=) Ara,€L(S), b= u-beL(S)A,, pueK)
i=1 i=1

27 Y%9m

a,a

1,

Betrachten wir fiir u€K beliebig: a+u-b=>Y_ A-a+ >, u-u;-b, = endliche
i-1 i-1

Linearkombination von @, ...,a,,, b, ..., b,€S .

Beispiel: V=R?

1| |O X1 X,
S=S,=!|0|.|1||=L(5)={| x, |mit x; x,€R}=|| x, |ER*Mit x;=0
0/ 10 0 X5
1| /1
5=5,=llo|,|1|l=——"-—-
0/ |0
1| (1| |O
5253: O , 1 , 1 :___II___
0/ |0/ |0
Satz:

1) Ist S Teilraum von V, dann gilt L(S)=S.
2) Fiir jede Teilmenge S von V gilt: L(L(S))=L(S)
3) L(S) istder kleinste Teilraum von V, der S enthilt, d.h. ist ScU und U Teilraum, so
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gilt L(S)cU .

Beweis:
1) Ist S Teilraum von V, dann enthélt S auch alle endlichen Linearkombinationen von
Elementen aus S, d.h. L(S)=S
2) Da L(S) Teilraum ist, folgt diese Behauptung aus 1)
3) Wir wissen, dass L(S) Teilraum ist, der S enthélt, SSL(S) . Sei nun U Teilraum mit
ScU . Dann gilt L(S)sL(U)=U

Satz: Seien U, U, Teilraume von V. Dann besitzt jeder Vektor x des Teilraumes U,+U, eine

Darstellung X =X;+X, mit eindeutig bestimmten Vektoren X;€U; und X,€U, , wenn
U,uU,={0} .

Beweis: = :Sei X€U,+U, beliebig und die Darstellung X =X;+X, mit x,€U; x,€U,
eindeutig, aber U,NU,>{0} , d.h. y(#0)eU,NU, . Dann gilt X=X,+y+X,—y , was der
Eindeutigkeit der Darstellung widerspricht.

«: Seinun U;NU,={0} . Wir nehmen an, wir haben 2 Darstellungen
X=X+X,=X,'+X,' X, x,;'€U; X, X,'€U, . Dann gilt
X{—X{'+X,=X," , ,
Pt 2 e , dh. X=X, "'=x,"—x,€U;nU,={0}
U,ex;—Xx,'=x,'-x,€l,

X;—X1'=0 Xx,'=x,=0 Xx;=X;' und X,=X,", d.h. die Darstellung ist eindeutig.

Definition: Sind U, U, Teilrdume von V mit U;NU,={0] | so heiBt der Teilraum U,+U,
die direkte Summe, symbolisch U, ® U, . Ist U, ® U,=V 5o heifit U, Komplementirraum
zu U; inV.

;AeK ] . Dann ist U, :[ (g :A€K| ein Komplementérraum.

Beispiel: Sei VIRl'UF[(g

X1

€V oilt (Xl X=X
X X

0

X5
X,

VvV Xe =

+

Dies gilt auch fiir U2=[(§):Ael<

, d.h.

2 2

U,+U,'=V .Da UNU,'=

0 1 1
U,#U,", d.h. Komplementirrume sind i.a. nicht eindeutig bestimmt.

(O)} .ist U;® U,"'=V und wegen 1 EUz',(l)ﬁuz ist
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5.2 Lineare Unabhangigkeit, Basis, Dimension

Lemma: Seien X ..., X, Vektoren des Vektorraums V. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

1) Die Darstellung eines beliebigen Vektors X€L (X, ..., X,,) in der Form
X:i A X, €K ist eindeutig.

2) Der Ilillullvektor besitzt nur die triviale Darstellung, d.h.
i A-x.=0=A=0 Vi=1,.,p
i=0

Beweis:

p
1) =>2) Der Nullvektor besitzt die eindeutige Darstellung 0=)_ 0-X,
i=0
2) =>1) Angenommen es gébe 2 verschiedene Darstellungen

p
X=D A:X,=
i=1

p
>Xx—x=0=>(A,—p,)-X,
i=1
Da die Darstellungen verschieden sind, existiert ein i, mit A; #4; . Dann ist aber die
Darstellung (*) eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors = Widerspruch zu 2)

1

p
p;- X, des Vektors x
=1

Definition: Seien X;,...,X, Vektoren des Vektorraums V tiber K.
- Die Vektoren X ..., X, heilen linear abhéingig, wenn es eine nichttriviale Darstellung des
Nullvektors 0 als Linearkombination von X; ..., X, gibt, d.h. wenn es ein p-Tupel

p
(All...,Ap);ﬁ(O,...,O) von A€K(i=1,...,p) gibt, so dass Z)\I.-Xi;to.
i=1

- Die Vektoren X;, ..., X, heilen lineaer unabhingig, wenn der Nullvektor nur die triviale
Darstellung als Linearkombination von X;, ..., X, besitzt:

p
> A-x,=0=A=0 i=1,...,p,dh wenn X, ...,X, nicht linear abhingig ist.
i=1

Folgerung aus obigem Lemma:

p
X€L(X,,..., X,) hat genau dann eine eindeutige Darstellung X=)_ A X,, wenn Xi ..., X,
i=1

linear unabhéngig.
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Bemerkung: Der Nullvektor ist in jedem Vektorraum linear abhéngig, denn der Korper K
muss mindestens die beiden Elemente 0 und 1 enthalten. Dann ist aber 1-0=0 eine
nichttriviale Darstellung von 0.

Beispiele:
1 o1
1) Die Vektoren €1=|0| und €,=|0| des IR® sind linear unabhiingig, denn aus
0 0
Al (O
A€,+2,:6,=0 (A, |=|0]|=2,=2,=0
o/ |0

2) Das System X, X] XxelR" ist linear abhiingig, denn 1-X+(—1)-x=0.
3) SeiV der Vektorraum der Funktionen f:[0,1]—IR. Seien X; ..., X, verschiedene
Elemente von [0,1] und die Funktionen f, ...f, definiert durch
f(x)= 1 fl:{I‘XZX,
0 fur x#x;

Dann sind die Vektoren f; ,i=1,...,n linear unabhingig, denn ist

> A-f,=0 (Nullfunktion0(x)=0V x€[0,1]) so ist auch

i?\,-f-(X>=0(x) V x€[0,1]

1far j=i

. — ) . . . f =
Setzt man speziell X=X,(1<j<n) ein, soist f;(X)) Ofiir j£i

also

2. A:f(x;)=A,=0, d.h. die Vektoren sind linear unabhéngig.
i=1

Definition: Die maximale Kardinalzahl einer linear unabhéngigen Teilmenge des
Vektorraums von V, symbolisch dim V, heifit die Dimension von V, d.h.

1) dim{0}=0

2) Gibtesein N€N,n=1,x, ..., x,€V  die linear unabhingig sind, jedoch je (n+1)
Vektoren linear abhédngig, so ist dim V=n

3) Gibt es zu jedem N€IN,n>1 eine linear unabhingige Menge (X, ... X,} vonn
Vektoren, so heifit V unendlich-dimensional.

Beispiel 1: Sei V der Vektorraum der Funktionen f:[0,1]—R. Seien X; X, X3 ... paarweise
verschiedene Elemente und die Funktionen f; f, ... wie oben definiert. Wir haben gezeigt,

dass fiir jedes n€N ein System fy f, ..., f, von linear unabhingigen Funktionen gibt. V ist
also unendlich-dimensional, dimV =
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Beispiel 2) Sei V=R". Dann ist jedes xelR"x#0 linear unabhéngig. Aber 2 Vektoren
y,ze€R"' sind linear abhiingig. Ist y=0 oder z=0 so ist dies trivial, da 0 der Nullvektor in
IR' ist und dieser stets linear abhiingig ist. Seinun y#0 und z#0 . Dann gibt es Zahlen
A,u=0,sodass y=A-X,Z=p-x=>pu-y—A-Zz=u-A-x=0, d.h. y, z sind linear abhéngig
=dimR'=1.

Definition: Sei U ein Teilraum von V mit dimU=k . Dann heiit X,+U={X,+U:U€U] ein
k-dimensionaler affiner Teilraum.

1} [0} |O
weitere Beispiele: 1) Sei V =R?. Die Vektoren [O|,{1],|1]| sind linear unabhingig, denn
0/ |0/ |0
Al O
AyertAye,tases=a,|=0].
A5l 10
0| [-1| (3
2) V=R?. Sind die Vektoren |1|,| 2 |,|1]| linear abhiingig oder linear unabhingig? Dazu
2/ 1111
0 -1 3] (O
machen wir den Ansatz A1|1|+Ax| 2 |[+A3|1|=|0]. Dies entspricht dem linearen
2 1 1/ 10
Gleichungssystem
—A,+3:2;=0 I

Aj+2-A,+25=0 1I
2:A,+A,+2;=0 TII

A+2:-A,+2;=0 1I
—A,+3:4;=0 I
0-3:A4,—-2;=0 III-21II

=> die Vektoren sind linear unabhéngig

Definition: Eine Teilmenge B des Vektorraums V heif3it Basis von V, wenn
1) B linear unabhingig
2) L(B=V

d.h. eine Basis ist linear unabhéngiges Erzeugendensystem flir V.
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=> Folgerung: Ist B={x; ..., X, Basis von V, so lisst sich jeder Vektor x€V eindeutig als

n

Linearkombination X=)_ A, X, darstellen.
i=1

0
Beispiel: €,€R" mit €,=|1|. B={€, €,...,€,] ist eine Basis des Vektorraums R>. B heiBt

0
die kanonische Basis von R .

Sarz: Sei V ein Vektorraum mit dimV=n&lN,n>1 . Dann ist BSV genau dann eine Basis,
wenn sie aus n linear unabhéngigen Vektoren besteht. Insbesondere ist also dimV =|B| fiir
jede Basis von V.

Beweis: Sei B={X; ..., X,} linear unabhiingig in V mit dimV =n . Dannist L(B)=V, denn

sonst wire namlich fiir ein x€V, x&L(B) und A-X+ Y A,-X;=0 (*)so wire A=0 (da
i-1

sonst A-X=—>» A-X;,dh. x=

i=1 i=1
X;(i=1...n) linear unabhéngig sind auch A;=0(/=1...n) . Damit folgt aus (*), dass
A=0,A,=0,i=1,...,n=>X, X, ..., X, sind linear unabhéngig in V im Widerspruch zu
dimV =n. Jede Menge von n linear unabhingig Vektoren in V mit dimV =n ist also eine
Basis.

n

—AA-X;,also x€L(B)),dh. > A-x,=0 und da
i=1

Umkehrung: Sei dimV =n . Zu zeigen: n linear unabhingige Vektoren bilden eine Basis.

Aus dimV =n folgt, dass es eine Menge von n linear unabhéngigen Vektoren in V gibt. Es
bleibt zu zeigen, dass je 2 Basen eines Vektorraums gleich viele Elemente enthalten. Dazu
bendtigen wir die folgenden zwei Sitze:

Satz: (Austauschlemma) Sei B={X; ..., X,| eine Basis VR Vund a€V,a#0 . Dann
existiert eine Vektor X; in der Basis, der gegen a ausgetauscht wieder eine Basis ergibt, d.h.
B'={X1 ..., Xi_1,8, X110, s Xp) .

n
Beweis: Da L(X, ..., X,)=V , existiert eine Darstellung a=> A;X; und da a#0, ist
j=1
mindestens ein A;#0 . Sei A;#0 . Wir behaupten B'={X, ..., X;_1,a, X;,,, X,| ist Basis.

1) B'ist linear unabhingig.

n n n n
Sei Z?\j-xj+u'a=0,d.h. Z _A,~xj+z WA X = Z (A HpA )X A X, =0
Jj=1 Jj=1,j#i Jj=1 J=1,i#j
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Da X, ..., X, linear unabhédngig sind, folgt
B' linear unabhingig.

2) L(B')=V.Ausder Darstellung &= A;-X; folgt A;x;=a— », A;X, und wegen
j=1 j=1,j#i

A#0 folgt x,=A;"a— A, %A x;.Seinun x€V.Da L(B)=V, existiert eine

j=1
n

n n
1 1
Darstellung XZZ My X =X+ Z HpX = X=ppA 0 at Z (uj—ui-Ai -Aj)-Xj ,

j=1 j=1,j#i j=1, j#i
also xeL(B").

Bemerkung: a ist also gegen jeden Vektor X;€B austauschbar, fiir den in der eindeutigen

Darstellung a=» A;-x; (A;#0) ist.
=1

Austauschsatz von Steinitz:

Sei B={x, ..., X,} eine Basis des Vektorraums V und seien @, ..., a, linear unabhéngige
Vektoren aus V', p<n . Dann existieren p Elemente X;, X;,..., X; aus B so dass
B'={a,,...,a,ju{x;:j=1...n, j#i,,k=1...p} wieder eine Basis von V ist.

Beweis: Vollstdndige Induktion iiberp (1<p<n)

Induktionsanfang: Fiir p=1 klar, weil dies das Austauschlemma ist.
Induktionsvoraussetzung: Der Satz ist fiir p-1 linear unabhingige Vektoren richtig.
Induktionsschritt: Seien nun &, ..., a, linear unabhdngig. Nach der Induktionsvoraussetzung

kann man dann &, ..., 8, ; gegen X;, X, ..., X; austauschen und erhilt eine Basis B". a,
n

p-1
besitzt die Darstellung a@,= D upa+ > Hi X

i=1 J=1, j# iy i iy
(Idee analog zum Austauschlemma)

p-1

Wir behaupten, dass mindestens eine der Zahlen A;#0 ist. Waren nédmlich alle A;=0, so
p-1

wire a,+ > (—u;)-a,=0 eine nicht-triviale Darstellung des Nullvektors, ein Widerspruch zur
i=1

linearen Unabhingigkeit von &, ...,d,.
Da mindestens eine Zahl A;#0, lasst sich @, nach der Bemerkung zum Austauschlemma
gegen das entsprechende X austauschen => Behauptung.
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Folgerung 1: (und damit der Beweis vor dem Austauschlemma). Je 2 Basen eines
Vektorraums V enthalten gleich viele Elemente.

Beweis: (indirekt)

Seien B;={x; ..., X,] und B,={n; ...,n} .2 Basen von Vund k<n (0.B.d.A.)

Nach dem Austauschlemma lassen sich k Vektoren n;,n;,,---n;, von B, austauschen, so dass
B,'=B,U(n;:j=1,...,nAj#i, i, ...I,} wieder eine Basis bildet.

Da B, eine Basis war, ist aber n;€L(B;), d.h. die Vektoren aus B, sind linear abhéngig >
Widerspruch.

Folgerung 2: Jede Menge (@, ..., @,} von linear unabhingigen Vektoren in einem
Vektorraum V kann zu einer Basis von V erweitert werden.

Beweis: Sei dimV =n&eIN . Sann besitzt V eine Basis { X 1,0 X .} . Nach dem Austauschsatz
gibt es dann iy ...,i, sodass {a, ...,a,JU{Xx;:j=1,...,n j#i, k=1..p| wieder eine Basis
1st.

Folgerung 3: Zu jedem Teilraum U eines Vektorraums V gibt es einen Komplementdrraum W
in V.

Beweis: Sei dimU=p und {a,,...,a,] eine Basis von U. Ist p=dimV/, so setzen wir
W={0} .Ist p<n,so ldsstsich (@, ...,a,} durch b, ...,b, , zu einer Basis in V
erweitern.

Sei W=L(b, ,b, ,).DaU=L(a,...,a,),V=L(a, ,a,b,..,b, ) ist V=U+W. Da
auflerdem @, ...,a,,b; ..., b, , linear unabhingig sind, ist UNV={0} , denn wiire
x#0 xeUnV , so wire

)#(0,...,0)

p
x=3 A8 (A, ....A,
=1
np

uirby (ke 1,)#(0,...,0)

1

X
[l

j
n—

4 P
O=x—x=) Aqa+> (—u)b,
i=1 =1

eine nicht-triviale Darstellung des Nullvektors.

Satz: Seien U, W Teilrdume des Vektorraums V. Dann gilt
dimU+W)=dimU+dimW—-dim(UnW).

Beweis: Sei B;={x, ..., X,| eine Basis von UnW , d.h. dim(UnW)=p.
(B,={0},dim(UnW)=0 erlaubt).
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Sei dimU=p+r und dimW=p+s . Dann erweitern wir B, zu einer Basis.

B,=(X1..., Xy, Y1, ¥} vonU
B3:{xll...,xp,zll...zs} von W

Sei U,=L(y, ...,y,),W,=L(z,...,Z,), dann konnen die Teilriume dargestellt werden
durch

U=(UnW)eU,
W=(UnW)e W,

und U+W=UnW)e U, ®W,  dh.
dimU+W)=dimUnW )+dimU,+dimW
=p+r+s

=p+r+p+s+—p
=dimU+dimW-dim(UnW)
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5.3 Lineare Abbildungen

Definition: Seien U, V Vektorrdume iiber den Korper K. Eine Abbildung A:U—V heif3t
lineare Abbildung, wenn folgendes gilt:

AAX+uy)=AA(X)+uA(y) x,yeU A,uek
(Vektorraumhomomorphismus)

Beispiele: Sei U=R>V =R?

X (x,+2x
Alx,|= i3x 2| ist linear.
X 3
3
X% 5 4! 5
fir X=|x,|€ER” ynd ¥=|y,|€R" und A, uek.
X3 Y3
AX;tuy,
AT 1= ot [0 (a0, 2
AXyt1Ys 3TUY; 3)TH Y3
A X1+2X%; iy y,+2y,
—3X; -3y
AA(X)+uA(Y)
T eR3 A:RPSR? A XL|=x, T+,
2)Sei U,veR’ und A~ 7 X XU+ X,V
2
AAX+uecy)=A|A| %t |+u yl)
2 y2
o _A[AXtHY,
Aist linear, denn AX,+1 Y,
:(AX1+UY1)U+<AX2+IJY1)\7
=AX,UHAX,V+p X, U+p X,V

=AA(X)+uA(y)
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3) Die Menge R,[x] alle Polynome vom Grade <= n iiber R, d.h. alle Ausdriicke der Form

Y a;x (a,€R) bilden mit den Operationen

n n n
Y a-x'+> b Z a,+b.)-
i=0 i=0 i=0

n n

AY a-x'=) aa-x
i=0 i=0

einen Vektorraum iiber R . Die Abbildung D:R,[x]|—=R,[x]

Zax

(ia)x'+0-x"
=1

n=3
D(a,+a,x+a,x*+asx;)=a,+2a,x+3a;x*+0x>
(Differenzationsoperator) ist linear. (HA)

4) A:R—-R A(x)=x+1 istnicht linear, denn z.B. 1=A(0+0)=A(0)+A(0)=1+1

) X X
5) AR -R? A X (x +1X ? ist nicht linear, denn
2 1 2
1 2 2 1 1 1 1|_(2
A2 |I=ALL = = AlZ|+A[T|=2A(3|=2[+|=

6) Sei U=V =RR> und
A(X)=A| x5 |7 @y X, +85y X, +855+ X5

X3| |Gz Xyt+asz X, +adsztX;

wobei @;€R vorgegeben sind, ist linear.

Sarz: Seien U,V Vektorrdume tiber K. Die Abbildung A:U—V sei linear, dann gilt:

1) A(0)=0
2) Sind X; ..., X, linear abhingig in U, so sind auch A(X;), A(X,),...,A(X,) linear
abhéingig in V.

Dies gilt nicht fiir linear unabhédngige Vektoren, X; ..., X, linear unabhingig
#>A(X,),A(X;),..., A(X,) linear unabhingig
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3) Ist {X; ..., X, eine Basis von U, so ist A durch die Angabe von
A(Xxy1),A(X,),...,A(X,) eindeutig festgelegt.

Beweis:
1. A(0)=A(0-0)=0-A(0)=0 da0-x=0 VxeV
2. Xy ...,X, linear abhiingig =3, ...,A,#(0,0,...,0) mit. Dann ist auch
A(D.A-x,)=> A-A(x,) und damit sind auch A(X;) i=1...n linear abhiingig
i=0 i=1

Aber: wihlen wir z.B. die Abbildung A:U—-V mit A(x)=0 V¥V xeU soistA
linear, fiihrt aber linear unabhingige Mengen von Vektoren in den Nullvektor der
linear abhéngige.

1| [0 1 1 1 5
oder Beispiel: |0]-|1| sind linear unabhingig, aber A|0 :( ):A 0 :( sind
0/ |0 o] 0 1o/ 10

linear abhingig.

n
3. Ist {Xl,...,X,,} Basis von U und XZZ A X so st
=
n

A(X)=A<iA,--X,-)=, A-A(X;), dh A(x)ist durch A(X;) (j=1,...,n)

festgelegt.

Definition: Sei A:U—V eine lineare Abbildung. Dann heif3t

1) Kern A={x:xe€U, A(x)=0} der Kern von A
2) Im A={y:yeV und IxeU mit A(x)=y} - das Bild von U unter der Abbildung
A.

Satz: Ist A:U—-V linear, dann ist Kern A ein Teilraum von U. Im A ist V.

Beweis:
1) Seien X; X,€KernA . Dann ist fiir
A(X;+A-X,)=A(X;)+A-A(X,)=0+2-0=0 = Xx,+A-x,eKernA
2) Sei ¥,Y,€3A,d.h.3x, x,€U mit y,=A(x,),y,=A(X,).Dann ist
Yi+AY,=A(X)+A-A(X,)=A(X,;+X,) mit X;+A-Xx,€U,d.h.y,+AXx,€TA
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Beispiele:
1) A:R’-R’
Al X1|=[X1—2-X;
X, 0

Der Kern ,, Kern A“ besteht aus allen X; X, mit der Eigenschaft X;=2-X, . Das Bild
Im A besteht aus allen X; X, mit X,=0.
2) Sei U=V=R,[x] und D:R,[x]-R,[x] wie im Beispiel 3 (oben)

Der Nullvektor in R, [ x| ist das Nullpolynom Z 0-x/=0

=Y a;x’ eKernD<D(p Ztopnja )-x! 1= ZOXJ@a =0, j=1...n

j=0 j=0
=>KernD={p(x)eR, [ x]:p(x)= aox °40-x'+...+0-x",a,€eR}={a, x"acR)
n-1
3D={p(x)eR [x]:p(x)=> a,x,a,eR|=R,_,[x]
j=1

Definition: Sei A:U—V linear, d.h. ein Vektorraumhomomorphismus. Ist A injektiv, so heif3t
A Monomorphismus, ist A surjektiv, so heifit A Epimorphismus, ist A bijektiv, so heilit A
Isomorphismus,

Gibt es einen Isomorphismus A:U—V , so heilen U und V isomorph, symbolisch U=V .

n
Beispiel: Ist B={x1 ..., X,| eine geordnete Basis von V iiber dem Korper K und x=)_ A X,
i=1

Al
so ist die Abbildung F,:V—K" Fs(X)=| .| eine bijektive Abbildung (die Darstellung von
A

X ist elndeutlg) Die Abblldung ist linear, denn seien

X= ZA X, y= Z“ X, €V, A,ueK dann ist

n

AAy+Hpy Ay H1

FoAy+uy)=Fg =Mt Hps =] Az +u|H2

n
ZAA+/J/J
i=1

Adptup, A M,
=A-Fg(X)+u-Fgly)

F 5 heif3t kanonischer Isomorphismus.
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Satz:
1) Seien A:U—-V,B:V—-W linear, dann ist die Hintereinanderausfiihrung
C=BoA:U—-W linear. Sind A und B Isomorphismen, so ist auch C ein
Isomorphismus.
2) Sei A ein Isomorphismus. Dann ist auch die Umkehrabbildung A™':V - U ein
Isomorphismus.

Beweis:

1) Seien x,yeU, A, uekK
(BoA)AXx+uy)=B(AAX+uy))=BAA(X)+uA(y))=
AB(A(X))+uB(A(y))=A(B-A)(X)+u(BA)(y)
= Bo A ist linear. Sind A und B bijektiv, so ist auch B<A bijektiv = C ist ein
Isomorphismus

2) MitAistauch A" bijektiv.

z.z.. A—1 istlinear

Seien Y1 Y.,V ,A€EK . Da A bijektiv ist, gibt es X; X,€U mit
A(Xl):yl, A(Xz):)/2:>A_1()\Y1+IJ Y2):A_1(AA(X1)+HA(X2)):
A AAX{+uX))=A+u X,=AA (Y ) +uA N y,)

Satz: Eine lineare Abbildung A:U—V ist genau dann injektiv, wenn kern A={0] gilt.

Beweis: Sei A injektiv, d.h. aus A(x)=A(y) folgt x=y. Dann gilt
AX)-A(y)=A(x—-y)=0ex—-y=0,dh. KernA=(0]} .

Sei A(Xx)=A(y) =20=A(x)-A(y)=A(x—-y) =2x—-yeKernA =x-y=0 =>x=y

Satz: Sei A:U—-V linear mit dimU=n <o . Dann ist dimKernA+dim3A=dimU .

Beweis: Offenbar ist Kern A als Teilraum von U mit dimU=n ebenfalls endlichdimensional.
Nunsei B={e; ..., e, eine Basis von Kern A. Diese kann durch {€;.,,...,€,] zu einer
Basis in U ergédnzt werden.

Jedes Element von Im A besitzt folgende Gestalt

n

Z A€

i=1

n k n

=Y AA(e)= D AAle) + D, AAle)

i=1 i=1 i=k+1
O0dennA(e;)=0 i=1,...,k

A

Das Bild von A wird somit durch die Vektoren A(e;)(i=k+1,...,n) aufgespannt. Diese
Vektoren sind linear unabhéngig, denn aus

n
Z A€

i=k+1

0= 3 MAle)=A

i=k+1
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n
>x:= Y Ae, €KernA
i=k+1

Jedes Element xeKern A kann in der Form

k
X=2 e,
i-1

dargestellt werden, d.h.

k n
OZX_X:Z U,’e,-' z (_Al)el
i=1 i=k+1

und da €; (i=1,...,n) linear unabhingig sind, folgt #;=0 i=1,...,k und
A=0 i=k+1,...,n =A, i=k+1..n sind linear unabhingig und damit dim3 A=n—k

Sarz: Es seien U und V Vektorrdume iiber K. b;, ..., b, sei eine Basis von U und
v;€V i=1...n . Dann gibt es genau eine lineare Abbildung A:U—V mit der Eigenschaft
A(b)=v, Vi=1..n

Beweis: Die Abbildung ist durch A(b;)=V; (i=1...n) eindeutig festgelegt.
fiir u=)_ A,b, definieren wir deshalb die Abbildung A(u)
i=1

Die Abbildung ist linear.

Eindeutigkeit: Sei B eine weitere Abbildung mit dieser Eigenschaft, dann ist

B(U):; AfB@:A(i) , d.h. A und B sind eindeutig.

Satz: Es seien U und V endlichdimensionale Vektorrdume iiber K. Dann sind U und V genau
dann isomorph, wenn sie die gleiche Dimension haben.

U=V edimU=dimV

Beachte: jeder K-Vektorraum der Dimension n ist isomorph zu K", d.h. insbesondere jeder
endlich dimensionale Vektorraum ist isomorph zu R"
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Beweis:

<=

Sei A:U—-V ein Isomorphismus und U, ...U, eine Basis von U. Wir zeigen
A(uy),A(u,)... A(u,) bilden eine Basis von V.
A(u;) i=1...n sind linear unabhiingig, denn aus

0=3 A, A(u)=A

i=1

folgt wegen der Injektivitit (Satz Kern A={0} )

n
ZA,U,-
i=1
n

> Au,=0=A=0 i=1...n da U, linear unabhingig =A(u;) i=1...n sind linear
i1

unabhingig. Die Vektoren A(U;) erzeugen V. Da A surjektiv ist, gibt es zu jedem veV ein

ueU mit A(U)=V,alsoist v=A(u)=A|D Au,|=D AA(U,).
i=1 i=1

==

Sei dimU=dimV und sei Uy U, ..., U, eine Basis von Uund V;...V, eine Basis von V.
Nach dem obigen Satz gibt es dann zwei lineare Abbildungen mit A:U—-V  A(u;)=v;
B:V—-U B(v,)=u,. Diese Abbildungen sind invers zueinander und somit sind sie bijktive
lineare Abbildungen, d.h. ein Isomorphismus zwischen U und V.
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5.4 Matrizen

Situation:

Fz;:U—-K" (K=R oderC,n=dimU, Isomorphismus)
B={u, ...,u, Basis von U

Fz:V->R" (m=dimV, Isomorphismus)
B'={v,Vv,...,v,] BasisvonV

u - V
Fgl )
IR" R™

Problem: Wie konnen die Abbildungen A:RR"—IR™ aussehen?

5.4.1 Matrizen und lineare Abbildungen in R’

Eine lineare Abbildung A:RR°=IR? kann durch die Angabe der Bilder von den Basisvektoren

(1) und (1) angegeben werden.
. . Alll=[@11] A 0|_(a:, e .,
Sind diese = ’ = so gilt fiir jeden Vektor x€R
0/ lay 1 22
AX)=Al%1]|=A X, X1 +X, X1 =x, A 1 +x, A 0):)(1 an +X, dip| @11 X1 7812 X;
X2 X2 X2 1 a21 a22 a21X1+a22X2
.. | X . _ all a12 . .
Dabei ist X= ein Vektor und A= nennen wir Matrix.
2 21 9
. a a . . .
Definition: Ein Quadrupel reeller Zahlen |_*! a12 heifit 2x2-Matrix. Die Menge aller 2x2
21 22
. . . . a a .
Matrizen bezeichnen wir mit R?*? . all und alz) heien Spalten oder Spaltenvektoren
21 22

und (@;; @;,) und (821 azz) heifien Zeilen oder Zeilenvektoren. @; ist das Element in der
i-ten Zeile und in der j-ten Spalte.

Damit folgt: Zu jeder linearen Abbildung A:IR*—IR* gibt es genau eine Matrix AeR>* mit
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der Eigenschaft A(Xx)=AX . Umgekehrt definiert jede Matrix AcR’>—IR? durch die
Vorschrift AcR*—RR*: A(X)=AX.

Beispiele:

- (A 0
1) A(g g) fir xeR? ist AX= 0 A

X1
X3

= =A% . Jeder Vektor wird um den

2

Faktor A gedehnt.

2) Die Matrix der Drehung um den Winkel « soll bestimmt werden. Der Vektor é
. cos«x o ... —Sina
wird in dem Vektor Sina gedreht. Der Vektor 1) wird in dem Vektor cosa |-

COSx —Sin«x

Die Matrix der Drehung um den Winkel « lautet Da=( ) .
SINx  COS«x

Sind A, B zwei lineare Abbildungen, A, B€R*? so ist die Hintereinanderausfiihrung
moglichund BoA ist wieder eine lineare Abbildung. Welche Matrix C gehort dazu? Sei

A= d;; 9y ,B:bn b,, C= €11 Gy
d; dyp b,, by, C Cyp

Cn =(BOA)(1)=B(A(1))=B |- ba,,+by,a,
€ 0 0 ay| |byay,+b,,a,
Cx» 1 1 Ay \by@tbyay, J Z:: Tl
Beispiel:

4 3

A5 3

(1 28 5| ~_ 5 _
B_(Z 4)(16 10)—C—B A oderkurz C=BA.
(4 31|/10 20| ~ i
w3 e
1.a. AB#BA
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5.4.2 Matrizen und lineare Abbildungen von K"-K"
K steht wie tiblich fiir irgendeinen Korper, z.B. Korper der reellen Zahlen.

Definition: Das rechteckige Schema von Elementen des Korpers K

dy; dqp ... dy,
a a . . . . .

2 T2 heift mxn Matrix. Die Menge aller mxn Matrizen mit Elementen aus K
aml am2 amn

bezeichnen wir mit K™ . Dabei ist m die Anzahl der Zeilen und n die Anzahl der Spalten der
Matrix. Der erste Index heiflt Zeilenindex, der zweite Index heif3t Spaltenindex.

An Xy @pXy . @yX,|_ b,

;X1 @ Xy e @pn X, b,

dy;y dp din || X1 b1

a a X - -
21 22 2 |=| M2 ,also Ax=b.

aml amZ amn Xm bm

-

Die Schreibweise Ax=p steht also abkiirzend fiir ein lineares Gleichungssystem mit m
linearen Gleichungen

apX,+a,X,+...+a,x,=b, (i=1...n) mit den n Unbekannten X; X, ..., X, .
Satz: Zu jeder linearen Abbildung f:K"— K™ gibt es genau Matrix AeK™" mit der
Eigenschaft f(X)=AXx WV xeK".Umgekehrt definiert jede Matrix AcK™" eine lineare
Abbildung f:K"—K"™ durch die Vorschrift f:K"-K": X -AX f(X)=AX.

Beweis: In den Spalten der Matrix stehen die Bilder der Basisvektoren durch diese wird doe
Abbildung vollstiandig bestimmt, z.B. ist

a11 a12 aln 1 all
d1 A —
aml amZ amn 0 amn

Beachte: Fiir eine Abbildung von K"— K™ braucht man eine Matrix aus K™" .
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Beispiel: ges.: Matrix zu der Abbildung f:R*—IR?

X1 X1+%X3
flx,|=

X3 X2+§X3

1

1 0 0| (=
{o4 i o
0 0 1 3
10l
A 1 eR>?

01 3

Matrixmultiplikation und Hintereinanderausfiihrung linearer Abbildungen

Sind A:K"—-K™ und B:K™—K" lineare Abbildungen, so ist die Hintereinanderausfiihrung
moglich und auch BoA:K"— K" ist linear. Die Matrix C heifit Produkt der Matrizen B und A.
C=BA.

ay @y .. anl||by by ... by,

I T AV o Y o R o

also gilt C=(c;)i] -1 €, —Z b,a,;

Beispiele:
1)
1 2
B=|3 4 A:(g)
5 6
1
3
1 2 7 1 2 1 1 2\ |7
3 4 15 bzw. BA=|3 4(2):1 3|+3|4|=|15
56 23 5 6 5 6/ |23
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5.4 Matrizen
2)
X1 .
X=1 X, eR* y=ly: ¥, X3€|R1X3
X3
L x X1 Y1+ X1 Y+ X113
XY =|x, (Y1 Y2 X3): XY1+ XY+ X33
X3 X3yt X3Y,+tX5Y5
X1
Y’X:(Y1 Y2 X3) X, [FX1Y 1+ XY+ X3 Y3€ER
X3
3)
1 2 3
A=|4 5 6|eR*™
7 8 9
1 00 1 2 3
0 1 0|A=|4 5 6|=A
0 01 7 8 9
1 00
A0 1 0|A=A
0 01
010 4 5 6
1 0 0|A=|1 2 3
0 01 7 8 9
1 00 1 2 3
0O A O|A=[4A 5A 6A
0 01 7 8 9
1 00 1 2 3
0 1 0|A=| 4 5 6
0 A 1 7+4A 8+5A 9+6A
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Definition:

Fiir zwei Matrizen A=(a;);2y ;€K™ und B=(b;)["7;,_,€K™" und AeK sei

a11_{_b11 aln_{_bln
A+B= - - - komponentenweise Addition
a1 +bm; oo @mntbBmn
Aall LN Aaln
Ar=| .
Ad,,; Ad,,,

Rechenregeln fiir Matrizen

Satz: A, B, C seien gegebene Matrizen. Dann gilt

(A+B)C=AC+BC \

| Distributivgesetze
A(B+C)=AB+AC /
(AB)C=A(BC) Assoziativgesetz

sofern die Matrizensummen und Matrizenprodukte auf einer Seite diese Gleichung ausfiihrbar
sind.
Satz: (Existenz einer inversen Matrix)

Essei AeK™" die Matrix einer linearen Abbildung. Dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent.

1) Es gibt eine Matrix A"'eK™" mit der Eigenschaft

10 .. 0
ATA=AAT=E=|0 ... ... ..
0 ... ... 1

2) Die Abbildung A:K"—K" ist bijektiv
3) Die Spalten der Matrix A bilden eine Basis des K"
4) Die Spalten der Matrix A sind linear unabhingig
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Beweis:

) & 2)
1) besagt, dass es zu A eine inverse Abbildung gibt. Damit ist A bijektiv. Jede
bijektive Abbildung f einer Menge auf sich selbst besitzt eine Umkehrabbildung g,
fur die gilt: fog=gof=id

2) = 3)

Nach einem Satz aus Abschnitt 5.3 ist bekannt, dass bijektive lineare Abbildungen eine Basis
auf eine Basis abbilden. Die Spalten der Matrix A sind aber gerade die Bilder der Basis.
Bilden umgekehrt die Spalten eine Basis, so heil3t dies, dass A eine Basis in eine Basis
abbildet und damit ist A ein Isomorphismus (sieche Abschnitt 5.3) also bijektiv.

4) = 3)Kklar
3) = 4)n linear unabhédngige Vektoren in einem n-dimensionalen Vektorraum bilden immer

eine Basis (siche Abschnitt 5.3)

Satz: Die Menge der invertierbaren Matrizen in K™ bilden beziiglich der Multiplikation
eine Gruppe.

Beweis:

(G2) Assoziativgesetz: (AB)C=A(BC) gilt
1 .. 0

(G3) Existenz cines Einheitselementes: E={... 1 ...| AE=EA
o ... 1

(G4) Existenz von inversen Elementen gilt

(G1) Abgeschlossenheit: ist das Produkt zweier invertierbarer Matrizen wieder invertierbar?
Ja, denn (AB)'=B*A!
B (A *AB=B'EB=B'B=E

Beispiel: Berechnung der inversen Matrix von A :(i 2 . Falls die inverse Matrix
Al=|€ existiert, so muss gelten
g h
a bile f|_[1 0 N
c d/\g h] 10 1

d.h. 4 Gleichungen fiir die 4 Unbekannten e, f, g, h.
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ae+bg=1
af+bh=0
ce+dg=0
cf+dh=1

ade+bdg—bce—bdg=d=(ad—bc)e=d
adf+bdh—bcd—-bdh=—b=(ad—-bc)f=-b
—ace—bcg+ace+adg=—c=(ad—-bc)g=—c
—acf—bch+acf+adh=a=(ad—-bc)h=a

- falls ad#bc ist gilt

e f
g h

1
ad-bc

d -b
-Cc a

mxn

Definition: Der Rang einer Matrix AeK
Spaltenvektoren in der Matrix.

ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger

1 11
1) A=[0 1 1| rangA=3
0 01
1 01 o
2) A=|0 1 1| rangA=2 (5,+5,=S;)
2 0 2
1 2 4
3) A=|2 4 8 | rangA=1
3 6 12
1 3 0 4
4) A=2 5 1 0| Zeilenrang=2
3814

Sarz: Ist f:K"—K™ eine lineare Abbildung mit zugehdriger Matrix AeK™" mit der
Spalten (S; S, ..., S, ) so gilt:

i) Imf=L(5,S,...,S,)

ii) Ker f={X:AX=0] ist die Menge der Losungen des Gleichungssystems AX=0
ii1) dim Im f=rang A

iv) dim Ker f=n-rang A

-63 -



5.4 Matrizen Mathematik fir Informatiker [

Beweis:

1) Dadie S; alle im Bild liegen und das Bild ein Vektorraum ist, gilt natiirlich
3f2L(s,s,...,S,)
Andererseits gilt:
;X +t...a,, X

In“*n

f(X)=Ax= =X,5,+X,5,+...+X,S,
A XqF o ta,, X

also lisst sich jedes Bildelement f(X) als Linearkombination der Spaltenvektoren
schreiben und somit IfSL(S; ..., S,)

i1) ist die Def. des Kerns

ii1) ist eine Folgerung von 1)

iv) Es gilt dim3f+dimKerf=n (siche Abschnitt 5.3)

Satz: ,,Spaltenrang=Zeilenrang*
fiir jede m x n Matrix ist der Rang gleich der Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilen der
Matrix.

Beweis:
all aln
A=l .
aml amn

Z, 2, ..., 2, seien die Zeilen von A(Z,=(ay; @y, ..., 81,)).
a11
. |). Der Zeilenrang sei r und es sei

-

5155 ..., Sy, seien die Zeilen von A(s,

aln

br:(brl'er' ""brn)

eine Basis des von den Zeilen aufgespannten Vektorraums, d.h. die Zeilenvektoren konnen
aus den Vektoren b, ..., b, linear kombiniert werden.

Z, =k, b, +k,b,+...+ k. b,
Z. =k, btk ,b,+...+k,. b,
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Diese m Gleichungen kdnnen auch koordinatenweise aufgeschrieben werden.

z.B. erste Zeile

d; by, by, b,
2=k, b,, +k o, b,, +.4ky, b,
a11 bln bZn brn
7, b, b, b

Wir erhalten einen neuen Satz von m Gleichungen indem wir die (i-te) Zeile fiir jede der n
Gleichungen aufschreiben.

@y =Kyt by+koby+.. 4Ky by
@5 =Kot byt ko, byt + ko by,

a =k btk b +..+k. b #

mr™~ri

d.h.
kll k12 klr
Si=| ... |but| ... [bat.H| ... by
kml km2 kmr

d.h. wir haben den i-ten Spaltenvektor S; aus den Vektoren K. 1,k_;, ok . linear kombiniert.

Dies gilt fiir alle i=1...n. Damit ist die Dimension des Spaltenraums jedenfalls <=r (der
Spaltenraum kann durch k, kK, ..., K, erzeugt werden) = Spaltenrang <= Zeilenrang

Jetzt vertauschen wir in dem Beweis jeweils Spalten und Zeilen und erhalten Zeilenrang <=
Spaltenrang. => Spaltenrang=Zeilenrang und ab sofort gibt es nur noch den Rang einer
Matrix.

Satz: Eine Matrix AeK™" ist genau dann invertierbar wenn Rang A=n.

Beweis:

— ist Rang A=n so bilden die Spalten eine Basis. Nach dem Satz zur Existenz einer inversen
Matrix ist A invertierbar.

- wenn a eine Inverse besitzt, so bilden die Spalten eine Basis, also ist Rang A=n.
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5.4.3 Spezielle Matrizen und Manipulation mit
Elementarmatrizen

Definition: Sei A=(a j,k)(”"”eK ™" eine quadratische Matrix.

1) gilt a; ,=0 V j>k dann heifit dieMatrix A obere Dreiecksmatrix
2) gilt a;,=0 V j<k, dann heift die Matrix A untere Dreiecksmatrrix
3) gilt @, ,=0 V j#k, dann heifit die Matrix A eine Diagonalmatrix
4) Die Eintrage @, @,, ..., a,, heillen Diagonaleintrige der Matrix.

Beispiel:
a11 alZ a13 Cll 0 O
0 a,, a; 0 ¢, O
0 0 ag; 0 0 cg;
obere Dreiecksmatrix Diagonalmatrix
Definition:
1 0O
1) Die quadratische Matrix E={0 ... 0|eK™ heift die n-te Einheitsmatrix
0 01

2) Folgende Elementarmatrizen sind leichte Modifikationen der Einheitsmatrix:

z,-az, Der Diagonaleintrag €,, wird durch A ersetzt.
-1z, Der Eintrag €,, wird durch A ersetzt.

fq
z,<=-z, die Diagonaleintrige €,, und €,, werden durch Null ersetzt, die Eintrige €,,
und €, werden durch Eins ersetzt.

E,
E,,
E,,

’
’

Beispiel: fir AeK gilt

1 00 1 0O 1 00
30502710 A OLEs;;.-02=[0 0 1|,E5;7.2,.5=0 1 O
0 01 010 A 01
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Beispiel: Wir zeigen, dass durch Multiplikation mit Elementarmatrizen eine Matrix in eine
obere Dreiecksmatrix iiberfiihrt werden kann.

1 3 2
Sei A=[1 3 1|eR*?
2 55

1 0 O}|/1 3 2| (1 3 2
AY=E;, , ,A=-1 1 0||1 3 1|=(0 0 -1
0 1/12 5 5/ |12 5 5
1 0 Of/]1 3 2 1 3 2
A<2):E3:[Z3_‘z3_7\21]A(1): 0 1 O 0 0 _1:0 O _1
-2 0 1/12 5 5 0O -1 1
1 0 Oo}j1 3 2 1 3 2
A¥=E . AP=0 0 1|/l0 0 -1|={0 -1 ©
0 1 0/l0 -1 1 0O 0 -1
und daher
1 3 2
O _1 1 :E3'|£3<:>23"E3r|23*22_'1]'E3r|2azﬁz-’2*12ﬂ1|‘A
O 0 -1
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Satz: Es sei Z,=A(j,:) j=1,...,m die Zeilen einer Matrix AcK™" . Das Ergebnis der
Multiplikation einer Elementarmatrix mit der Matrix A ist:

Ez-12) Multiplikation der Zeile p mit A . Die Matrix Ep, 7 .z,"A besitzt die Zeilen
A(j.:) fiir j£p.

Ep (2,742, Addition des A -fachen der p-ten Zeile zur g-ten Zeile

Die Matrix Ep, ;7,12 besitzt die Zeilen A(j,:) fiir j#q und A(q,:)+AA(p,:) fiir
J=q.

E .z, <=z, Tausch der Zeilen p und q.

Beweis: Zur Abkiirzung setzen wir B:=E_, , 5., €K ™™ und berechnen C=BA (die
anderen Fille bleiben zur Ubung).

z.7.:

C(j,:)=A(k,:) fir j#q
C(q.:)=A(q,:)+AA(p,:)

Fiir die Zeile j#q der Matrix B git (/-7)=(0r .1 ,0..0).

j—teSpalte

d.h. b;,=0 fir j#k und daher mit der Definition des Matrixproduktes (siche Abschnitt
5.4.2)

C,,=> b, a,=ba,=a, fir k=1..n,dh. C(j,:)=A(j,:) firalle j=q.

m
=1

—

Fiir die g-te Zeile gilt:

B(j,00=(0,..... A ,.. ,1 ,..0)

e !
p—teSpalte q—teSpalte

und daher

m
Cq,kzlzlbq/a/k:/\apk"‘aqk k=1...n

d.h.
C(q,:)=A(q,:)+AA(p,:)

Die Inverse der Elementarmatrizen lassen sich explizit angeben.
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Satz: Seien p,qe(l,...,n},AeK

Definition: Sei K ein Korper, A=(a; )77 (-, €K™

1) Die Matrix A":=(a, )it j-1=¢
2) Gilt A=A", dann heiBt die Matrix A symmetrisch.
3) Istinsbesondere K=C heilit
A"=AT: =(ay, )1 €C™
die zur Matrix a konjugiert komplexe Matrix.
4) gilt A=A", dann heiBt A hermitisch.

Beispiel:

T
120 135
3415, 4 6
5 6
i1 H:—/ 2
2 3+2i 1 3-2i

Lemma: Seien A,BeK™™,CeK™" und A€K . Dann gilt:

) (A+B)=A"+B" (A+B)'=A"+B"
2) (AA )—AA (AA)'=x A"

) (A7) = (A"f'=A

) (A-CO) CT (AC)'=C" A"

(AT =(AT)
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5.5 Lineare Gleichungen

Ein lineares Gleichungssystem Ax=p ist ein System von meN Gleichungen und neiN
Unbekannten X=(x,),_;€K", wobei die Matrix

a;; ... aj, o
A=l ) ek a

aml L) amn

ek

ik

. m,n
_(aj,k)jzl,kzl

und der Vektor b=(b )i-1€K™ gegeben wird.

X
. . . Y — ! |R2 .
Beispiel: Gesucht sind die Punkte X=| X,|€R" mit
X3
2X,—X,=6

mit m=1,n=2, A=(2x-1)eR*® b=6€R"

lasst sich die Gleichung in der Form Ax=b .

Definition: Sei AcK™", beK™ . Die Menge aller Losungen eines LGS Ax=b heift
Losungsmenge des LGS

L6s(A,b):=[XeK": Ax=b)
Ist b=0 dann heiBt die Losungsmenge auch Kern der Matrix A.

Ker(A):=L6s(A,0)={xeK": Ax=0)
Das lineare Gleichungssystem Ax=b heiBt homogen falls b=0 ist andernfalls
inhomogenes LGS.

obiges Beispiel:

2X,—X,=b6=Xx,=2X,—6
L6s(A,b)=(X €R?: x,ERAX,=2X,—6]=

L

+t(Z|:teR

1
2
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Ker(A)={X€R*: x;ERAX,=2X,)
1

t
E

telR

Beispiel: m=1,n=1,d.h. a,;x,=b, wobei a,;b,€K . Folgende Fille sind moglich:

a11¢0'.Lds(all,bl):{a;[lbl}
a,;=0Ab,#0 Lds(a,, b,)=0

Sei nun m=1, n=2, aISO 311X1 a12 X2 :bl WObei a11,812, bEK .
Eine Diskussion aller denkbaren Félle ist nicht mehr in 3 Zeilen moglich.
=> Charakterisierung der Losungsmenge

Satz: Sei AeK™",beK™ und SZ,S;, ..., S die Spalten der Matrix A. Dann heifit das LGS
AXx=b

i) keine Losung, falls bgL (S, S, ..., 5,)

i) genau eine Losung, falls beL (S, S, ..., $,) und die Spalten S; S, ..., S, sind linear
unabhéngig

iii) keine eindeutige Lsung falls bEL(S; S, ..., S,) und die Spalten S; S, ..., S, sind
linear abhéngig

Beweis:

5.6 GauBsches Eliminationsverfahren

Ziel: Herleitung eines Verfahrens, welches die Losungsmenge eines beliebigen LGS berechnet
werden kann.

Definition: Sei A€(a; )eK™",beK™ und Ax=b ein LGS.
i) Der Vektor b heiBt rechte Seite des LGS.

ii) Die Matrix (A||b)eK™ ™Y heiBt heiBt die um die rechte Seite erweiterte Matrix.
ii1) Folgende Form einer erweiterten Matrix heillt Zeilenstufenform:
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all a12 als ||al,s+1 aln ||b1

0 a, « ay [l e ..

(Allp)=|fr Az b0 Ay A e as b
0O 0 |lb, 0 0 [|0 .. 0 by,
S |10 IO o B |

0O .. .. 0 o .. 0 |b,

wobei a7 ...,a,#0 . Hierbei ist A;€K®* eine obere Dreiecksmatrix,
A,eK*"%) b eK®, b,eK"™®

Die Bestimmung der Losungsmenge eines beliebigen LGS erfolgt nun in zwei Phasen.

Phase I: Die Uberfiihrung des Gleichungssystems in Zeilenstufenform ohne
Veranderung der Losungsmenge.
Phase II: Die Bestimmung der Losungsmenge der Zeilenstufenform.

Die Phase I: Der nédchste Satz zeigt, u.a. dass gewisse Manipulationen mit
Elementarmatrizen die Losungsmenge des zugehorigen Gleichungssystems nicht
dndern.

Satz: Sei AcK™", beK™,BeK™"...CeK™"...
Dann gilt:

1) L6s(A,b)=Lds(BA,

Bb)
Lés(A,b)=CL6s(AC,b

)
Beweis: es gilt: XeLds(A,b)eAX=beBAX=Bb<XxclLdés(BA,Bb)

iii) Die Behauptung folgt aus b=Ax=ACy wobei x=Cy

Bemerkung:
- Elementare Zeilenumformungen mit invertierbaren Elementarmatrizen édndern die
Losungsmenge eines LGS nicht (siche Abschnitt 5.4.3)

- wegen ii) diirfen Spaltenvertauschungen (Multiplikation von rechts mit En 5 .z

vorgenommen werden. Dies bewirkt jedoch eine entsprechende Vertauschung der
Komponenten des Losungsvektors
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Satz: Sei AcK™", beK™ . Es gibt eine invertierbare Matrix BeK™™ und eine invertierbare
Matrix CeK™", so dass die erweiterte Matrix (BAC||Bb) Zeilenstufenform besitzt.

Beweis: Der Beweis ist konstruktiv. Wir geben hier einen beliebigen Schnitt s des Verfahrens
an. Die erweiterte Matrix moge die Gestalt

dy;p dip .- Ay ||a1,s+1 w.ay by

1

0 a, .. @y v v ol
0 ' ' ass ||as,s+1 asn ||bs
PR | o TR ¢ B | I
0O .. .. 0 O .. 0 |b,

mit @i, ..., d,#0 . Wir werden dieMatrix so modifizieren, dass die Zeilen 1...s und die
Spalten 1...s im wesentlichen unverdndert bleiben, zum anderen der verbleibende Teil in die
folgende Gestalt tiberfiihrt wird.

Dies kann formal durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen erreicht werden.

Bestimmung eines Pivotelementes — wir miissen erreichen, dass @', s.,#0 ist. Sind alle
Eintrdge @, ,=0 fir j=s+1...m und k=s+1...n, dann ist die Matrix bereits in der
Zeilenstufenform. Andernfalls gilt es eine erste Spalte p>s+1 (i.a. die s+1 te) in
welcher ein von Null verschiedener Eintrag zu finden ist. Gegebenenfalls bewirkt die
Multiplikation mit einer Elementarmatrix von rechts ein Vertauschen der Spalten, so dass
wir davon ausgehen, dass sich in der (s+1)ten Spalte ein von Null verschiedenes Element
befindet. Bezeichne g>s+1 die erste Spalte mit a, ..,;#0 multiplizieren wir
gegebenenfalls die erweiterte Matrix von links mit Ep, 27 oz,
der Eliminierungsschritt: fiir das Pivotelement gilt as.; 5.,#0 . Fiir die Zeilen

a

j,s+1

j=5+2,...,m setzen wir P;=

s+1,5+1
A'(j,)i=Alf,:)-P;A(s+1,:)
b';:=b,—p,b.,,

Die Losungsmengen der zugehorigen Gleichungssysteme stimmen iiberein, da wir nun mit
invertierbaren Elementarmatrizen gearbeitet haben.
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5.7 Berechnung der Inversen einer Matrix un Dreieckszerlegung

Eine quadratische nxn Matrix kann nur dann invertierbar sein, wenn sie Rang n hat. Die
Zeilen-Stufen-Form hat also die Gestalt einer oberen Dreiecksmatrix, wobei die
Diagonalelemente von Null verschieden sind.

a, x Xx
0 X
0 a

1
—  Multipliziert man jeweils die i-te Zeile mit P steht in der Diagonalen tiberall die 1.
- von rechts anfangend konnen wir jetzt wie im Gaullschen Algorithmus die Elemente in der
rechten oberen Halfte zu 0 machen.

Satz: Wandelt man eine invertierbare nxn Matrix mit elementaren Zeilenumformungen in eine
Einheitsmatrix um, so entsteht die zu A inverse Matrix A™' wenn man diese Umformung in
der gleichen Reihenfolge auf die Einheitsmatrix andwendet.

Beweis: Bezeichnen wir mit D, ..., D, die Matrizen die den an A durchgefiihrten
Zeilenumformungen entspricht, so gilt

E=D,D, ,...A=(D,...D;)A also

A'=D,...D,

Beispiel:

A

102 100

2-13 010 I1-21
418 001

102 100

0-1-1 210

010 401 II+11T
102 100

0-1-1 ‘120 I1*(-1)
00-1 611 111*(-1)
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102 100 [-2111

011 2-10 II-111

001 6-1-1

100 -1122 \

010 401 | A
001 6-1-1 /
Dreieckszerlegung

Die Dreieckszerlegung oder LR-Zerlegung einer Matrix folgt sofort aus dem Gaul3-
Algorithmus.

Ziel: gesucht ist eine untere Dreiecksmatrix L (mit Einsen auf der Hauptdiagonalen) und eine
obere Dreiecksmatrix R R, so dass A=L*R.

nochmals obiges Beispiel zur Phase I

Es gilt

0 3 1| 11l
_1232 -1 1

0 O 3 3 -21

mit der invertierbaren Matrix B

B= E3’[23HZ.37%22] E3,|f3—>23—321 \E3,\z"2—»z‘2—2z*11

B! kann nach einem Satz aus Abschnitt 5.4.3 einfach invertiert werden

B'=(E3 5.5 22) (E3z.z.3z) (E. 5 )

3,{23—>Z3—§22J

. .—1 -1 -1
=E3 55,0500 (Esjz 5,350 3[23#3;2.2])
’ 3
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10 o|f1 0 0|5 5 o
=2 1 offo 1 0| ;
0 00/3 01031
100 (100
100
-2 1 0% ¢ O & O
021|321
30 1/jo 2 >
Probe: L*R=A

5.8 Determinanten

Definition: Sei U ein Vektorraum iiber K mit dimU=n>0 . Eine Funktion D:U"— K heilt
Determinantenfunktion, wenn sie folgende Eigenschaften hat.

1) D ist multilinear, d.h. linear in allen Argumenten fiir alle
1<i<n,A,peK,xy X5 ..., X,, X;,€U
D(Xy Xo eoi /AX;HU R s e, X )ZAD(X oy Xy, X)) D (X o, Xpy e X)

2) Sind mindestens zwei der Vektoren X; ..., X, gleich, d.h. X;=X;=a fiir ein Paari #
J, SO ist

- -

D(..,a,...,a,...)=0
3) Es gibt eine Basis {X; .., X,} von U, sodass D(Xy ..., X,)#0

Eigenschaften einer Determinantenfunktion

1) Bei Vertauschung zweier Argumente dndert sich das Vorzeichen.
Beweis: 0=D(...,a+b,...,a+b,...)
2) Sei (@ ...,a,) eine Basis von Uund b, ..., b,€U . Dann gibt es eine Darstellung

n
b,:Z‘i a,a, Vl<i<n
jI:

und wir erhalten wegen der Multilinearitét

Wegen der Eigenschaft IT) ist D(a;,...,@;) stets Null, wenn mindestens zwei Argumente
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gleich sind, d.h. D(@;,...,@;) kann nur dann einen Beitrag liefern, wenn <j; ..., j, > eine
Permutation von V,=(1,...,n} ist. Wir konnen daher auch einfach schreiben

D=(b; ..., b,)=2 & 1)1.---,@lPha, ., D(a, 1), s @rim)

(Wdh. Abschnitt4 <S(V ), > asymmetrischr Gruppe der Ordnung n, |V|=n)

-

Durch sukzessives Vertauschen von jeweils 2 Elementen gelangt man von (&; ...,a,) in
endlich vielen Schritten zu der Permutation (8,3, .-+, @,(,) . Bei jeder Vertauschung dndert
sich das Vorzeichen von D

=D(a, 1), 8y n)=59Nn(m)D(ay,...,a,)
=D(b, ...,b,)= > sgn(m)e, ..o,y , D(&] ..., &)

mes,

n
Satz: Sei (ay; ..., d,] eine Basisvon U, b; ...,b,€U mit b;=) «;d, 1<i<n.Dannist
j=1

jede Determinantenfunktion D:U"— K von der Gestalt

*) D(t;l,...,[;n):c- Y SGN(TT) 1) 10 X2y 2+ Copoy

mes(V,)

mit ceK,c#0 und umgekehrt jede durch (*) definierte Funktion ist eine
Determinantenfunktion:

Beweis: Wir miissen nur noch zeigen, dass (*) eine Determinantenfunktion definiert. Dazu
miissen wir die Eigenschaften 1), i1) und iii) nachrechnen.

o linear unabhéngig, so ist D (X7 ..., X,)#0 . Wihle in ii)

n-1

4)Ist {Xy,..., X,} linear abhingig, soist D(X7 ..., X,)=0 0.B.d.A X,=> AX,, also
j=1

Die Determinantenfunktion liefert also ein Kriterium zur Untersuchung der Frage, ob
X1 ..., X, linear unabhingig in U mit dimU=n ist.

Definition: Sei A=(x; )"7 ;_;€K™" . Dann ist die Determinante von A, symbolisch det A,
definiert durch
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det A= Z Sgn(")o‘nu),l 1) 20 Ky, n

neS,

Man verwendet auch die Schreibweise

Bezeichnen wir mit sl ..., S, die Spaltenvektoren von A, so ist det(A)zD(Sz, ...,S.) mit
der Festlegung D(e; ..., e,)=1,

Beispiele:

n=1: det(ay;)=0y,

n=2: det M : V={1,2},n= 12 , TT= 12 -> det % T 0Ty 1Ky 5
0y Oy 1 2 2 1 Oy Oy S .
Kyp Ky (g3
n=3: det Kyp Koy Kozl
K3p (K3 (33
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
= 1 = = = =
V=123 =) 3)'" (1 327121 3772 3 1)'
:1 2 3 1T:1 2 3
3 1 2/ 3 21
K11 (K1p (g3
det 0y Oy Og | Ty K33 (Xqq K3y Kp3— 0p1 X1p X33 T Xy Kgp X3+ 03y (X5 03— K3q Kpy Xp3

K313 (3 (K33

A:(i i det A=0, d.h. die Spalten von A sind linear abhéngig, d.h. A ist nicht
invertierbar
A:(i ; det A=2-2—-1-1=3, d.h. A ist inverbar

Satz: Der Einfluss von elementaren Zeilenumformungen auf Matrizen

1) Das Vertauschen zweier Zeilen kehrt das Vorzeichen der Determinante um.

i1) Die Addition des A -fachen einer Zeile zu einer anderen éndert sich die Determinante
nicht.

ii1) Multipliziert man eine Zeile mit einem Faktor A€K, so gilt
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det (X, s ARy s, K )=dEE (X, s K1y ) X)
Beweis:

1) und 1i1) folgen sofort aus der Definition und den Eigenschaften der Determinantenfunktion.
21 i) det(z,...,Z+AZ;,...,Z,)=det(z} ...,Z,,...,Z,)+det(Z,...,AZ,... i,,)
0

Jetzt konnen wir auf eine Matrix wieder den Gaul3schen Algorithmus anwenden. Bei den
meisten Operationen dndert sich die Determinante nicht. Das Verfahren endet sofort, wenn wir
bei unseren Umwandlungen auf eine ohne Pivotelement # 0 stoflen. Denn das kann in einer n
x n Matrix nur der Fall sein, wenn der Rang kleiner als n ist, d.h. die Zeilen sind linear
abhingig und damit ist die Determinante gleich Null.

Ist der Rang von A gleich n, so erhalten wir unter Verwendung der elementaren
Zeilenumformungen

a11
det A=+det A| 0

O .. a

nn

: . : tA== s det
durch weitere Zeilenumformungen erhalten wir de 0110z -y €

Satz: (Multiplikationssatz fiir Determinanten)
Fiir Matrizen A, BeK™" gilt det(A-B)=det(A)det(B)

Beweis: Sind a; ..., a, die Spaltenvektoren der Matrix, so sind Ba, Ba, ..., Ba, die
Spaltenvektoren des Matrizenproduktes BA. Bei festgehaltener Matrix B ist daher

det(BA)=det(Ba, Ba,,...,Bd )= b.q1...b, ., det(a; ..., d,)=det(B)det(A)

meSs,

Folgerung: Da det(E)=1, gilt mit A"* A=E
1=det(A ' A)=det(A ')det(A) det(A')=(detA)™

Satz: fiir AcK™" gilt det(A)=det(A")
Beweis: Es gilt fir A=(a;)"] ., und A (a;)]"] -1 .

. n
det(A)= 2, sgN(1)a, 18z 2 8nm.n= 2. SIN(m)[ ] a,;.;. Sei = die inverse

meS, nes, i=1
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Permutation von 7. Wir haben dann
n n n

H an(i),i:H anfl(nu)),n’l(i):H a; i
i=1 i=1 i=1

weiter ist wegen sgn(m)-sgn(m *)=sgn(mor )=1,d.h. sgn(m)=sgn(m ") und wir
erhalten

det(A)=3, sgn(m")[1a, ;=2 sgn(m]]a, . ,=det(AT)

meS, i=1 meS i=1
Satz: (Entscheidungssatz von Laplace)

Fiir AeK™" bezeichne A, ek *"Y

dip . Ay e Ay
Ajk=lag o ap ... &
ap; - @y e @pn

die aus A durch Streichung der i-ten Zeile und k-ten Spalte entsteht. Dan gilt (Entwicklung
nach der ersten Zeile)

det(A)=) (-1)"*a, ,-detA,,

k=1

Beweis:

det(A)= Z Sgn(ﬁ)anu),l 2,2+ 9r(n),n
mES,

=k=21a1,k2<2>...n<n>sgn</<,n<2>,n<3>...n<n>>an<2>,2..-an<n>,n

Nun gilt:
sgn(k,m(2),...,m(n)=(-1)"sgn(m(2), 7(3)...t(k—=1),k, w(k+1)...t(n))
=(=1)'sgn(m(2),m(3),..., pi(k=1),m(k+1), ... (n))

und damit
n

det(A)=3 a, , (-1)"det(A, )

k=1
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Bemerkung: Analog erhélt man fiir die Entwicklung nach der i-ten Zeile bzw. k-ten Spalte

det(A)= Z (—1)"*’<a,.,kdet(A,.k):Zn: (-1)*“a, det(A,)

k=1 i
Beispiel:
n=2

a11 a12
a21 a22

A=

det(A)=a,,8,,—a,,a,;
det(A)=a, a,,+a,,a1;
det(A)=ayay; +a,a;,
n=3

Entwicklung nach der 1. Zeile:

1 0 2
2 -2 3:1-‘_12 3*23 _12‘:(1)(—19)+2-10:1
4 1 8

Entwicklung nach der 2. Spalte

1 0 2
12 12

2 -2 3=(-2) +(—1)‘ ‘=(—2>(0)+(—1>(—1)=1

4 1 8 4 8 2 3

Satz: (Cramersche Regel)

Ist A=(a; ...,a,)eK™" eine invertierbare Matrix mit den Spaltenvektoren @, , so lisst sich
die (eindeutige bestimmte) Losung einer linearen Gleichungssystems Ax=b b«K"
angegeben durch

-

_ det(a, ...,a, 1, b,ag.1,...,a,)
Get (3, -1 11 Brrons s 3,)

X
Bewels:

ARZB@BZZ X, a,

k=1
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n
det(a; ...,a, ,,b,a.,,...,a,)=det(a ... ,akil,kzl X 8,8, 1,,a)

j’ T k+17 n

n
=Y x,det(a, ...,a,_ ,,a,,8,,,...,3,)
ji=1

Bemwerkung: Die Cramersche Regel ist vor allem fiir theoretische Untersuchungen
brauchbar. Fiir numerische Auswertung ist sie i.a. zu aufwandig.

Beispiel:
X, +2X,=2 1 2 0 _ |2
2x,—X,+x5=1  A=|2 -1 1| b=|1
3X;+2%,+x5=0 3 2 1 0
det(A)—1|2 1 (2)‘3 1‘—1( 3)+(-2)(-1)=-1
2 2 0
=1 -1 1—(—1)((—1)“21 1”_2)‘(1) }‘):8
0 2 1
1 20
x="2 1 1f=(-1) <+1)‘é 1+(—2)‘§ 1‘):3
301
1 2 2
x,="2 —1 1=(-1) (+3)‘_21 i+(—2)‘; i‘)z—lS
3 2 O
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